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ELEMENTI  DI  GEOMETRIA 


CAPITOLO  I 
NOZIONI  FONDAMENTALI 


Enti  geometrici. 

1.  Dobbiamo  all'esperienza  (*j  l'idea  di  .spazio. 

L'idea  di  spazio,  perchè  fondamentale,  primitiva, 
non  si  può  definire. 

9.  Non  sapendo  concepire  nessuna  interruzione, 
né  limiti  dello  spazio,  diciamo  che  Io  spazio  è  conti- 
nuo ed  illimitato. 

Possiamo  concepire  parti  delio  spazio,  e  suddi- 
viderle idealmente  senza  iìne.  Perciò  diciamo  che  lo 
spazio  è  divisibile  indefinitamente. 

Non  sapendo  concepire  diversità  intrinseche  tra 
parti  dello  spazio,  diciamo  che  lo  spazio  è  omogeneo. 

Pensando  ad  una  parte  dello  spazio,  sappiamo 
poi  pensarne  un'altra  distinta  dalla  precedente,  e  poi 
una  terza  distinta  dalle  due  precedenti  (  e  senz'  altra 
dipendenza  da  queste)  e  cosi  via  senza  fine.  Perciò 
diciamo  che  lo  spazio  è  infinito. 

Non  possiamo  concepire  che  lo  spazio  od  una  sua 
parte  si  muova;  perciò  diciamo  che  lo  spazio  è  im- 
mobile. 

(*)  Particolarmente  alla  vista,  al  tatto,  alla  facoltà  di 
muoverci, 
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3.  Peusando  ad  un  corpo,  e  facendo  astrazione 
da  ogni  proprietà,  che  non  aia  la  forma  e  Vestensione 
del  corpo,  otteniamo  il  concetto  di  solido  o  corpo  geo- 
metrico. 

Non  sappiamo  definire  neanche  i  concetti  di  forma 
ed  estensione. 

4.  Il  limite  di  un  solido  si  dice  superficie  (la  su- 
perficie del  solido)  (*). 

Pensando  un  solido  come  composto  di  due  parti, 
queste  hanno  parte  della  loro  superficie  in  comune. 
Codesta  parte  comune  è  una  superficie  segnata  nel 
solido. 

d.  Pensando  una  superficie  come  composta  di 
due  parti,  nel  limite  comune  a  queste  parti  abbiamo 
ciò  che  dicesi  linea. 

Suol  dirsi  che  questa  linea  è  segnata,  che  giace 
sulla  superficie,  che  appartiene  alla  superficie,  ed  an- 
che che  questa ^as5a  per  quella  linea;  ecc. 

B.  Pensando  una  linea  come  composta  di  due 
parti,  nel  limite  comune  a  queste  parti  abbiamo  ciò 
che  dicesi  punto. 

Suol  dirsi  che  questo  punto  giace,  che  cade  su 
quella  linea,  che  appartiene  alla  linea  ;  ed  anche  che 
questa  passa  per  quel  punto;  ecc. 

9.  In  una  linea  esistono  innumerevoli  punti  ;  in 
una  superficie  innumerevoli  linee  e  quindi  anche  in- 
numerevoh  punti  ;  e  in  un  solido  esistono  innumere- 
voli superficie  e  quindi  anche  innumerevoli  linee  ed 
innumerevoli  punti. 


("^  La  superflcie  di  un  solidg  è  formata  da   quei  punti 
del  solido,  elle  possono  allontanarsi  dagli  altri  se. 
per  le  posizioni  occupate  da  questi. 
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Tuttociò  è  una  conseguenza  della  divisibilità  in- 
definita [2]  dello  spazio. 

8.  I  solidi,  le  superiìcie,  le  linee,  j  punti  si  dicono 
enti  geometrici. 

Un  sistema  di  enti  geometrici  si  dice  figura. 

9.  La  scienza  che  tratta  delle  figure,  studian- 
done le  proprietà  e  ie  mutue  relazioni,  si  chiama  Geo- 
metria (*). 

Che  cosa  sia  un  trattato  di  Geometria. 

10.  Indipendentemente  da  qualsiasi  insegnamen- 
to, con  la  semplice  osservazione  del  mondo  fisico, 
ognuno  impara  a  conoscere  molte  proprietà  delie  fi- 
gttre  (**). 

Tra  le  proprietà  delle  figure  sussistono  relazioni, 
per  modo  che  si  può  provare  che  taluna  è  necessaria 
conseguenza  di  qualche  altra. 

Quando  due  proprietà  di  figure  non  godano  dello 
stesso  grado  d' evidenza  e  si  possa  provare  che  la  meno 
evidente  e  una  conseguenza  necessaria  dell'altra, 
quella  ha  poi  lo  stesso  grado  di  certezza  di  questa. 

11.  Le  proprietà  delle  figure,  che  si  assumono 
come  fondamentali  e  dalle  quali  si  deducono  logica- 
mente tutte  le  altre,  si  dicono  postulati. 

(*)  Si  agevola  lo  studio  delle  flgure,  rappreeentandone 
alla  meglio  le  linee  e  i  punti,  mediante  linee  e  punti  mate- 
riali, costituenti  disegni  delle  figure. 

Un  punto  si  acceuna  con  una  lettera,  che  si  adopera  quid 
nome  del  punto,  e  cke  si  scrive  (quando  si  fa  uso  di  un 
disegno)  a  canto  dell'iinagine  del  punto. 

(**)  Leggi  geometriche  si  scorgono  nell'universo  e  tanto 
che  Platone,  richiesto  di  che  si  occupasse  IDDIO,  rispose  : 
geometrizza. 
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Le  proprietà,  che  si  dedneono  dai  postulati  me- 
diante raziocini,  si  dicono  teoremi. 

Il  ragionamento,  il  quale  prova  che  un  teorema  è 
conseguenza  necessaria  dei  postulati,  si  dice  dimo- 
strazione del  teorema. 

Una  proprietà  di  figure,  che  sia  conseguenza  ma- 
nifesta di  un'  altra,  tanto  da  poter,  se  si  vuole,  omet- 
tere la  dimostrazione,  si  dice  corollario  di  quella  pro- 
prietà. 

1».  Un  trattato  di  Geometria  è  un  elenco  delle 
principali  proprietà  delle  figure,  dove  ciascuna,  pur- 
ché non  sia  nn  postulato  [H],  è  seguita  dalla  sua 
dimostrazione. 

13.  Nella  scelta  dei  postulati  vi  è  dell'arbitrario. 
Ma  poiché  il  grado  di  eertezza  di  un  teorema  è  quello 
stesso  del  postulato  o  dell'  insieme  dei  postulati  dai 
quali  è  dedotto,  i  postulati  devono  sodisfare  a  questa 
condizione  di  godere  della  massima  evidenza. 

i*.  Quindi  lo  sforzo  di  ridurre  i  postulati  al  mi- 
nor numero  possibile,  e  il  tentativo  ripetuto  di  rica- 
vare ciascuno  dei  postulati  ammessi  dagli  altri,  finché 
non  sia  provato  che  esso  è  da  questi  indipendente. 

15.  Una  conseguenza  del  principio  accennato  [13] 
è  anche  questa  che  nella  dimostrazione  di  un  teorema 
si  procura  di  fondarsi  sul  minor  numero  dei  postu- 
lati che  si  possa  (*). 

(*)  Noi  assumiamo  a,  postulati  quelle  stesse  proprietà 
delle  figure  che  sono  state  scelte  da  Euclide.  Il  numero  dei 
nostri  è  maggiore,  ma  solo  apparentemente,  dacché  quelli,  che 
non  si  trovano  negli  Elementi  d'Euclide,  sono  proprietà  tanto 
semplici  ed  evidenti  che  il  geometra  greco  ne  ha  fatto  uso 
senza  credersi  obbligato  di  farne  esplicita  dichiarazione.  (Non 
v'ha  dubbio  peiò  che  il  numero  dei  postulati  è  tuttavia  mag- 
giore di  quello  dei  poetalati  che  assumeremo). 
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Del  movimento. 

IS.  Col  mezzo  dei  sensi  ci  formiamo  l'idea  del 
movimento;  idea,  che  non  sappiamo  definire  (*).  De- 
terminiamo l'uso,  che  intendiamo  di  fame,  mediante 
il  seguente  : 

19.  Postillato  del  movimento. 

1".  Qualunque  figura  si  può  muovere  nello  spazio 
sema  deformazione  (**),  e  in  modo  che  un  suo  punto 
assegnato  vada  a  coincidere  con  un  altro  punto  asse- 
gnato dello  spazio. 

2°.  Una  figura  può  muoversi  (sema  deformazione) 
pur  rimanendo  fisso  uno  de'  suoi  punti. 

3".  Una  figura  può  muoversi  (sema  deformazione) 
pur  rimanendo  fissi  due  de'  suoi  punti. 

i8.  A\"t:  Nel  seguito,  qimndo  imagineremo  che 
una  figura  si  muova,  intenderemo  (purché  non  sia 
detto  esplicitamente  il  contrario)  che  la  figura  non 
soffre  deformazione. 

I».  Quando  una  figura  si  muove  restando  fisso 
uno  ds'  suoi  punti  (  od  un  punto  con  essa  collegato 
invariabilmente),  si  dice  che  essa  ruota  intorno  a 
quel  punto  come  centro. 

{*)  L'uso  che  si  fu  del  movimento,  per  isvilnppare  la 
Geometria  teoretica,  forse  non  è  necessario;  certo  esso  adduce 
semplicità  e  chiarezza  nell'esposizione. 

(**)  Intendiamo  dire  che  la  figura,  in  qualunque  nuova 
posizione  assunta  col  movimento,  è  uguale  a  quello  che  era 
prima  del  movimento.  (Nell'ordinaria  definizione  di  egua- 
glianza di  due  figure  è  fatto  uso  del  concetto  d'uguaglianza. 
Non  conoscendo  definizione  immune  da  codesto  difetto,  non 
ne  abbiamo  dato  nessuna). 
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»0.  Cor.  Un  punto  si  può  muovere  in  modo  da 
percorrere  una  linea.  [17,  1"]. 

«1.  Per  esprimere  che  uè  punto  si  muove  sopra 
una  linea  senza  mai  ritornare  in  posizioni  già  prese 
(almeno  prima  che  non  abbia  percorsa  tutta  la  linea), 
sì  dice  che  il  punto  percorre  quella  linea  in  una  dire- 
zione eostante. 

Un  punto  può  percorrere  una  linea  in  una  dire- 
zione od  in  un'altra  opposta  alla  prima. 

TJn  punto,  che  percorra  tiitta  intera  una  linea, 
in  una  o  neir  altra  delle  due  direzioni  possibili,  de- 
scrive, genera  quella  linea. 

Se  percorrendo  una  linea  in  direzione  costante, 
un  punto  torna  nella  posizione  primitiva,  la  linea  si 
dice  chiusa. 

**.  La  conoscenza  di  relazioni  particolari  tra 
enti  geometrici  costituenti  due  figure  può  bastare 
per  poter  asserire  che  le  due  figure  sono  eguali  tra 
loro.  La  dimostrazione  di  codesta  eguaglianza  si  ot- 
tiene provando  che,  eoi  trasportare  e  disporre  conve- 
nientemente una  delle  figure  [17, 1°;  2"],  si  può  otte- 
nere che  ogni  punto  di  ciascuna  di  esse  coincida  con 
un  punto  dell'altra  (*). 

Indicheremo,  per  iscritto,  l' eguaglianza  di  due 
figure,  fra.mettendo  il  segno  ^  ai  due  simboli  che 
siano  stati  adottati  per  indicare  le  due  figure. 

*3.  Se  due  figure  sono  eguali,  ciascun  ente  del- 

(*)  Quando  si  possa,  si  dimostra  1'  eguaglianza  di  due 
figure  provando,  in  base  a  ciò  che  si  sa  delle  stesse,  che  esse 
sono  eguali  ad  una  terza.  E  cosi  si  procede  anche  quando  riu- 
scirebbe più.  spedita  !a  dimostrazione  imaginaiido  di  ricor- 
rere al  metodo  della  sovrapposizione.  In  ciò  si  segue  l'esem- 
pio di  Euclide. 
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l'una  si  dice  corrispondente  (omologo)  a  quell'ente 
dell'altra,  col  quale  viene  a  coincidere,  quando  le 
due  figure  sian  fatte  coincidere. 

Se  due  figure  uguali  si  possono  far  coincidere 
in  più  modi,  si  può  stabilire  in  più  modi  la  corrispon- 
denza tra  i  loro  elementi. 

La  retta. 

34.  Tra  le  linee  considereremo  in  primo  luogo 
le  rette.  Le  proprietà  d'ogni  retta,  dalle  quali  si  pos- 
sono ricavare  le  altre  mediante  ragionamento,  sono 
espresse  dal  seguente  postulato  { il  quale  adunque,  in 
certo  modo,  tien  luogo  di  definizione  della  retta). 

93.  Postulato  della  retta. 

Tra  le  linee  ve  ne  ha  di  quelle  che  si  dicono  rette, 
e  desse  possiedono  tutte  le  seguenti  proprietà  : 

1".  Ciascun  punto  di  una  retta  divide  (*)  la  retta 
in  due  (**)  parti. 

(*)  Un  punto  d'una  linea  la  divide,  se  si  possono  segnare 
sulla  linea  due  altri  punti  in  modo  che  per  andare  dall'uno  al- 
tro di  questi,  percorrendo  la  linea  [20],  è  neceesario  passare  per 
il  punto  di  divisione. 

Ad  es-,  il  punto  A,  della  linea  qui  a  canto,  nou  divide 
la  linea.  Neanche  il  punto  D  nou  la  di- 
/^~~^D  vide.  Il  punto  B  la  divide  in  due  parti,  e 

il  punto  C  in  tre. 

Se  un  punto  divide  una  linea,  due  altri 
pvinti  dalia  linea  stessa  si  dicono  da  fialide 
■*       ~  oj'poste  del  punto  di  divisione,  nel  caso 

che  non  si  possa  andare  dall'uno  all'altro,  percorrendo  la  lìnea, 
senza  passare  per  il  primo  punto;  altrimenti  si  dirà  che  ca- 
dono da  una  stessa  banda  del  punto  di  divisione. 

(**)  Con  queste  parole  ai  esprime  che  la  retta  è  una  linea 
indefinita,  inìììterrottc .  aperta.  Se  avesse  punti  estremi,  o 


Si 


Hosted  by 


Google 


-  12  — 

2".  Ciascuna  delle  parti,  in  cui  una  retta  è  di- 
visa da  un  nuo  punto  qualunque,  rotando  intorno  a 
questo  punto  [17,  2"],  può  venire  a  passare  per  un 
punto  assegnato  arhitrariamente  nello  spazio  (*), 

3°.  Una  retta  è  individuata  da  due  suoi  punti  qua- 
lunque (**). 

4°.  Una  retta  può  muoversi  in  due  direzioni  op- 
poste, passando  sempre  per  due  dati  punti  dello  spazio. 

SB.  Poiché  una  retta  è  individuata  da  due  suoi 
punti  qualunque  [25,  3°],  per  indicare  una  retta  ba- 
sta indicare  due  suoi  punti.  Così  la  retta,  che  passa 
per  due  ^uuii  A,  JB,  sì  accenna  dicendo:  la  retta  A,B. 

Le  due  partì,  nelle  quali  una  retta  è  divisa  da 
un  suo  punto,  si  dicono  raggi  (uscenti  da  quel  punto). 
Un  raggio  si  accenna  nominando  il  punto  ond'  esce 
(l'origine  del  raggio)  e  un'altro  punto  qualunque  del 
raggio  stesso. 

d'arresto,  questi  non  avrelibero  la  proprietà  di  dividerla.  Se  la 
retta  (od  ancte  soltanto  una  parte  di  essa)  fosse  cMusa,  ci 
sarebbero  punti  che  non  la  dividerebbero. 

Le  parti,  in  cui  un  punto  qualunque  d'una  retta  la  divide, 
sono  due,  perchè,  presi  della  retta  due  punti,  c}ie  siano  da 
bande  opposte  del  primo,  se  poi  si  considera  nn  terzo  sno 
punto  qualunque,  da  questo  si  può  andare,  percorrendo  la  retta, 
ad  uno  e  ad  uno  solo  dei  due  altri,  senza  passare  per  il  punto 

(*)  Con  queste  parole  si  esprime  (in  maniera  da  poterlo 
sfruttare)  il  modo  di  estendersi  della  retta  da  ambedue  le  bande 
d'un  suo  punto  qualunqna.  (Una  linea  può  essere  indefinita,  e 
ciò  non  pertanto  esser  tutta  compresa  in  uno  spazio  limitato). 
(**)  S'intendo  dire  che,  conoscendo  due  punti  di  una 
retta,  essa  non  si  può  confondere  con  nessun' altra.  Od  an- 
che che  per  due  punti  non  passa  che  una  retta  sola.  Ossia 
che:  se  due  rette  hanno  due  punti  comuni,  esse  coincidono 
compiutainen  te. 
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«1.  Teor,  Per  due  punti  qualunque  dello  spazio 
si  pub  far  passare  una  retta. 


i.Infatti.comlottaunaretba  t 


passare  per 


dei  punti  dati  [17,  1"],  facendola  poi  rotare  intorno  a 
codesto  punto,  ai  può  [25,  2"]  ottenere  che  essa  vada 
a  passare  anche  per  l'altro  punto  dato. 

as.  Quando  si  fa  passare  una  retta  per  due  dati 
punti  A,  B,  si  dice  ohe  si  tira^  che  si  conduce  la  retta 
AB. 

L'istromento  ideale,  con  cui  si  tira  la  retta,  che 
passa  per  due  punti,  si  dice  riga. 

3».  Te»r.  Tutte  le  rette  sono  eguali. 

Ulin.  Infatti,  conducendo  una  retta  a  passare  per 
due  punti  d'im'altra  [27],  si  ottiene  che  le  rette  coin- 
cidano. [25,  3""|. 

30.  Teor.  Per  uno  stesso  punto  passano  innume- 
revoli rette. 

Dlm.  Sia  A  il  punto  dato,  e  si  faccia  passare 
per  questo  punto  una  retta  qualunque.  Poi,  preso 
nello  spazio  un  puuto  B  qualunque,  che  non  sia 
però  sulla  retta,  si  faccia  passare  una  retta  per  i 
due  punti  A  e  B  [^7].  Le  due  rette  oltre  del  punto  A 
non  hanno  nessun  altro  punto  in  comune,  giacché, 
se  ne  avessero  un  altro,  coinciderebbero  compiuta- 
mente [25,  3°]  ;  ma  allora  avrebbero  in  comune  an- 
che il  punto  B. 

Eli  ora,  scelto  nello  spazio  un  punto  C,  ohe  non 
appartenga  a  nessuna  delle  rette  considerate,  e  fatta 
passare  una  retta  per  A  e  per  C,  si  ha  una  terza  retta 
distinta  dalle  precedenti.  E  così  via. 

ai.  Teor.  Due  rette  si  possono  rendere  coinci- 
denti in  modo  che  un  raggio  assegnato  dell' mia  coin- 
cida con  un  raggio  assegnato  dell' aVra. 
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Dim.  Infatti,  considerando  i  raggi  MA,  NB,  sì 
può  [17,  1"]  cominciare  a 

trasportare  il  raggio   MA        ^! 

così  che  il  punto  M  cada  ^  '^ 

in  A";  poi,  facendolo  rotare g 

intorno  ad  A',  si  consegue 

che  esso  divenga  coincìdente  con  NB.  [25,  2"]. 

3».  Cor.  Tutu  i  raggi  sono  eguali  {*). 

33.  Teor.  Una  reità  può  muoversi  pur  coinci- 
dendo sempre  con  una  retta  fissa. 

nini.  Basta  infatti,  perchè  ciò  abbia  luogo,  che 
la  retta  mobile  passi  costantemente  per  due  punti 
qualunque  [25,  4"]  della  retta  fissa  (25,  3°]. 

34.  Quando  una  retta  si  muove  nel  modo  indi- 
cato nel  precedente  teorema,  si  dice  che  la  retta  scorre 
su  se  stessa.  Lo  scorrimento  può  aver  luogo  in  una 
direzione  o  nella  direzione  opposta. 

35.  Quando  una  figura  ruota  intorno  a  due  punti 
fissi  A,  B  f  17,  3"j,  rimangono  fissi  tutti  i  punti  della 
figura  che  sono  sulla  retta  AB,  perchè  codesta  retta 
non  si  muove  [25,  3"].  Perciò  codesto  movimento  si 
dice  rotazione  intomo  a  quella  retta,  e  ]a  retta  si 
chiama  l' asse  della  rotazione. 

8«.  Due  punti  d'una  retta  tagliano  la  retta  in 
tre  parti  ;  quella  limitata  dai  due  punti  si  dice  seg- 
mento (segmento  diretta,  tratto);  le  altre  due  parti 
sono  due  raggi,  e  si  dicono  i  prolungamenti  del  seg- 
mento, dall'una  e  dall'altra  banda  di  esso.  I  due  punti 

(*)  Si  può  dunque  dire  che  qualsivoglia  punto  d'una  retta 
divide  la  retta  in  parti  eguali.  Ma  questa  proprietà,  per  quanto 
speciosa,  non  basta  a  caratterizzare  la  retta.  (Infatti  anche 
un'elica,  ad  es.,  è  divisa  in  parti  eguali  ila  qualsivoglia  euo 
punto). 
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si dicono  i  termitii,  le  estremità  del  segmento.  Si  dice 
anche  che  il  segmento  unisce  i  suoi  estremi,  che  è 
compreso  tra  questi  ;  ecc. 

Il  segmento,  che  termina  nei  punti  A,  B,  sì  in- 
dica dicendo  il  segmento  A,  B  (oppure  il  segmento 
B,A). 

33.  Dati  due  segmenti  AB^  CD,  imaginiamo  di 
voler  riconoscere  se  sono  eguali.  Se  mai  ha  luogo  que- 
sto caso,  ad  ima  estremità  d'un  segmento  deve  corri- 
spondere '   una     estremità 

__'Ì^ I .',5 dell'  altro  [23].   La   prova 

della  sovrapposizione  può 
C  D  dunque  cominciare  in  quat- 

tro modi,  dacché  si  può 
mettere  C  in  A  od  in  B,  oppure  cominciare  a  porre 
D  in  A  oà  in  B.  Trasportiamo  intanto  il  raggio  CD 
sul  raggio  AB  [31]. 

Se  il  punto  D  cade  in  B,  si  conchiude  [25,  3"] 
che  i  segmenti  sono  uguali. 

Se  il  punto  D  non  cade  in  B,  ma,  ad  es.,  in  i>', 
allora  senza  bisogno  di  fare  gli  altri  tre  saggi,  possiamo 
conchiudere  che  i  due  segmenti  non  possono  diventar 
coincidenti.  Infatti,  se  si  mettesse  il  punto  D  in  A, 
l'estremità  C  andrebbe  a  cadere  in  D' ;  e  se,  la- 
sciando fermo  il  segmento  CD',  mettiamo  l'estre- 
mità -fi  dell'  altro  in  A,  A  va  a  cadere  in  fì  ;  e  se  infine 
si  mettesse  i>'  in  C",  allora  C  '  andrebbe  a  cadere  in  D'. 

Le  ultime  afi'erra azioni  sono  fondate  sul  se- 
guente : 

8S.  Postulato  del  segn^eiito.  Un  segmento 
non  può  essere  uguale  ad  un'altro  segmento  e  ad  una 
parte  di  esso. 

a».  Cor.  Un  segmento  si  può  rimettere  in  una 
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posizione  già  da  esso  occupata,  anche  scambiando  tra 
loro  di  posto  le  estremità  del  segmento. 

40,  Il  segmento,  che  unisce  due  punti  A^JÌ,  si 
dice  anche  distanza  (reciproca)  di  quei  due  punti 
(dell'uno  dall'altro). 

Cosi,  dati  i  punti  A,B,C,  se  il  segmento  AB  è 
uguale  al  segmento  AC,i  punti  ^  e  C  si  possono  dire 
equidistanti  da  ^,  e  questo  punto  si  può  dire  equidi- 
stante dagli  altri  due. 

*l.  Se  due  segmenti  AB, CD  non  sono  eguali, 
perchè,  ad  es.,  sovrapponendoli  in  modo  che  Ccada 
in  A,  il  termine  D  non  cade  in  B  (ma  in  D'),  allora 
uno  dei  segmenti  è  uguale  ad  una  parte  dell'altro.  Ciò 
si  esprime  dicendo  che  il  primo  è  minore  del  secondo, 
od  anche  che  questo  è  maggiore  del  primo. 

Per  indicare  che  un  segmento  CD  è  uguale  ad 
una  parte  di  ^fi  (che  è  minore  di  AB),  si  scrive: 
CD  <  AB    oppure     AB  >  CD. 

4*.  Due  segmenti,  che  abbiano  una  estremità  in 
comune  e  nessun  altro  punto  comune,  si  dicono  con- 
secutivi. 

Se  due  segmenti  consecutivi  giacciono  sopra  una 
stessa  retta,  i  due  segmentisi  àÌGono  per  diritto  (l'uno 
all'altro). 

43.  Ponendo  due  segmenti  per  diritto  [28],  si  ot- 
tiene un  segmento  del  quale  i  dati  sono  parti,  e  che  si 
dice  somma  di  questi  segmenti. 

Ciascuno  dei  due  segmenti  si  dice  differenza  tra 
la  somma  ed  una  delle  parti. 

Aggiungendo  alla  somma  di  due  segmenti  un 
terzo,  ai  ottiene  la  somma  dei  tre  segmenti;  ecc. 

44.  l'eop.  La  somma  di  pOi  segmenti  è  indipen- 
dente dall'ordine  in  cui  si  susseguono  gli  addendi. 
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Uim.  Infatti,  movendo  il  segmento  formato  da 
due  addendi  consecutivi,  in  modo  che  riescano  scam- 
biate di  posto  le  estremità  del  segmento  [39],  si  muta 
l'ordine  dì  due  addendi  consecutivi,  senza  alterare 
la  somma.  E  mediante  lo  scambio  replicato  di  due 
addendi  consecutivi,  si  può  ottenere  che  gli  addendi, 
succedentisi  in  un  ordine  qvialunque  dato,  si  succe- 
dano poi  in  un  altro  ordine  prestabilito  qualunque. 

Sa.  Cnr.  Dovendo  far  lei  somma  di  più  segmenti, 
si  j)uò,  dividerli  in  parti,  e  sommar  poi  queste  parti 
in  un  ordine  qualunque. 

4«.  Per  significare  V addizione  ed  anche  la  somma 
di  quanti  si  vogliano  segmenti  AB,  CD,  EF...,  si 
scrive  : 

AB  -f  t'D  4-  EF  -]-  .  .  . 

Per  significare  la  sottrazione  e  quindi  anche  la 
differenza  tra  due  segmenti  AB,  CD,  posto  che  AB 
sia  il  maggiore  (o  almeno  non  Kia  minore  dell'altro), 
siscrive:  AB  —  CD. 

Se  il  resto  della  sottrazione,  m  eguale,  ad  es.,  al 
segmento  EF,  si  significherà  questo  scrivendo; 
AB   -  CD  =  EF. 

Il  piano. 

■19.  Tra  le  superficie  consideriamo  in  primo  luogo 
i  piani.  Le  proprietà  d'ogni  piano,  dalle  quali  si  pos- 
sono logicamente  dedurre  le  altre,  sono  espresse  dal 
seguente  postillato  (che  tien  quindi  luogo,  in  certo 
modo,  anche  di  definizione  di  codesta  superficie). 

-iS.  Postalato  del  piano. 

Tra  le  superfìcie  ve  ne  sono  di  quelle  chiamate 
piani,  le  quali  possiedono  tutte  le  seguenti  proprietà  : 
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1".  Una  retta,  se  passa  per  due  punti  di  un  piano, 
giace  tutta  nel  piano. 

2".  Ogni  retta  di  un  piano  divide  (*)  il  piano  in 
due  parti  (**), 

3°.  Facendo  rotare  un  piano  intorno  ad  una  sua 
retta  qualunque  [17,  3"],  qualsivoglia  delle  parti,  in 
cai  il  piano  è  diviso  dalla  retta,  può  venire  a  passare 
per  un  punto  assegnato  arbitrariamente  nello  spazio. 

4".  Se  due  rette  di  un  piano  hanno  un  punto  co- 
mune, i  raggi  in  cui  ciascuna  delle  rette  è  divisa  dal 
punto  comune,  sono  situati  da  bande  opposte  rispetto 
all'altra  retta  (***). 

5",  Un  piano  può  muoversi  in  modo  che  una  sua 
retta  scorra  su  se  stessa  in  una  qualunque  delle  due 
direzioni,  e  in  modo  poi  che  esso  passi  costantemente 
per  un  punto  dello  spazio  esterno  alla  retta. 

6".  Un  piano  può  rotare  in  due  sensi  opposti  in- 

(*)  Si  dice  che  una  linea  divide  «na  superficie,  quando  si 
possono  segnare  salla  superfìcie  due  punti  in  modo  che  qua- 
lunque linea,,  che  unisce  i  due  punti  e  giace  sulla  superfìcie, 
deve  incontrare  necessariamente  la  linea  di  divisione.  Due  punti 
eosifatti  si  dicono  situati  sulla  superficie dabande  opposte  ri- 
spetto alla  linea.  Similmente  due  figure  situate  sulla  superficie 
si  dicono  da  bande  opposte  d'ana  linea  di  divisione,  se  tali 
sono  rispetto  a  questa  linea  un  punto  qualunque  d' una  figura 
ed  un  punto  qualunque  dell'altra. 

(**)  Le  parti,  in  cui  una  retta  qualunque  d' un  piano  lo 
divide,  sono  dite,  perchè,  presi  del  piano  due  punti,  die  siano 
da  hande  opposte  della  retta,  se  poi  si  prende  un  terzo  punto 
del  piano,  da  questo  si  può  andare,  restando  sul  piano,  ad  uno 
e  ad  uno  solo  dei  due  primi,  senza  incontrare  la  retta. 

(***)  Quando  due  rette  hanno  un  punto  comune,  si  dice 
che  le  rette  si  tagliano,  si  segano,  s'incontrano  in  quel  pun- 
to, il  quale  si  dice  punto  A^  intersezione  o  AHnccmtro  deUe 
due  rette  ;  ecc. 
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torno  ad  tin  suo  punto  e  in  modo  da  passare  costante- 
mente per  due  punti  dello  spazio  che  non  sono  in  una 
stessa  retta  col  centro  di  rotazione. 

1".  Un  piano  divide  lo  spazio  in  due  parti  (*). 

8",  Se  una  retta  ha  in  comune  con  un  piano  un  solo 
punto  (**),  i  raggi,  in  cui  la  retta  è  divisa  da  codesto 
punto,  sono  situati  da  bande  opposte  rispetto  al  piano. 

4».  Teor.  Per  tre  punti  qualunque,  che  non  siano 
in  una  retta,  si  può  far  passare  un  piano,  ed  uno  sol- 
tanto (***), 

lliiii.  Siano  A,  fi,  C  tre  punti  qualunque;  però 
la  retta,  che  passa  per  due,  non  contenga  anche  il 
terzo.  Si  vuol  dimostrare  che  nn  piano  si  può  condurre 
a  passare  per  i  tre  punti  ;  e  che  due  piani,  se  passano 
entrambi  per  i  tre  punti,  coincidono  per  intero. 

Preso  un  piano  qualunque,  e  tirata  in  questo  una 
retta  ad  arbitrio,  si  muova  tutta  la  figura,  così  da  ot- 
tenere [26j  che  la  retta  (e  con  essa  il  piano)  passi  per 

(*)  Si  dice  che  una  superficie  divide  lo  spazio  (od  nn  so- 
lido), quando  si  possono  prendere  due  punti  dello  spazio  {o 
del  solido  )  in  modo  che  qualunque  linea,  che  li  unisce,  (senza 
uscire  dal  solido)  deve  incontrare  necessariamente  la  super- 
ficie. Due  punti  cosi  fatti  si  dicono  situati  da  bande  opposte 
rispetto  alla  superficie.  Similmente  si  dice  che  due  figure  sono 
situate  da  bande  opposte  d'una  superficie,  se  tali  sono,  rispetto 
alla  superficie,  un  punto  qualunque  d'una  figura  e  un  punto 
qualunque  dell'altra. 

(**)  Se  una  retta  passa  per  un  punto  di  un  piano  e  per 
un  punto  che  non  appartiene  al  piano,  essa  non  ha  col  piano 
che  quel  solo  punto  in  comune.  Infatti,  se  avesse  col  piano  un 
secondo  punto  in  comuni?,  giacerebbe  [48, 1°]  nel  piano  per  in- 
tero, e  allora  non  passerebbe  più  per  il  punto  che  è  fuori  del 

(***)  Ossia:  un  piano  è  individuato  da  tre  punti,  purché 
non  siano  posti  in  una  classa  retta. 


Hosted  by 


Google 


—  :ao  — 

i  due  punti  A,  B.  Indi  si  faccia  rotare  il  piano  in- 
torno alla  retta  A  B,  finché  esso  passi  per  il  punto  G 
[48,  3°].  Cosi  resta  provato  che 
per  i  tre  punti  A,  B,  C  passa 
a,!ineuo  un  piano. 

Imaginiamo  ora  che  un  ae- 
(londo  piano  sia  condotto  an- 
ch'esso a  passare  per  gli  stessi 
tre  punti  A,  B,  C.  Proveremo 

che  i  due  piani,  che  chiameremo  re  e  (3,  coincidono 
compiutamente. 

Intanto  i  due  piani  contengono  entrambi  [48,  I*J 
ciascuna  delle  rette  AB,  AC^  BC,  perchè  ciascuna 
ha  con  l'uno  e  con  l'altro  dei  piani  due  punti  in  co- 
mune. Si  prenda  sui  piano  «  un  punto  D  qnalunq^ue, 
che  sia  fuori  delle  tre  rette,  e  poi  si  prenda  su  una 
di  esse,  ad  es.  sulla  .^C,  un  punto  qualunque  E,  in 
modo  però  [48,  4"]  che  i  punti  Ì>  ed  E  siano  situati 
da  bande  opposte  rispetto  alla  retta  AB.  11  seg- 
mento D.E,  poiché  passa  per  due  punti  D,  E  del 
piano  ff,  giace  in  esso  [48,  1"];  e  poiché  le  sue  estre- 
mità sono  da  bande  opposto  della  AB,  esso  incon- 
tra necessariamente  [48,  2"]  questa  retta;  sìa  F  il 
punto  d' incontro.  Ma  i  punti  E  eà  F  { perchè  situati 
rispettivamente  sulle  rette  AC,  AB)  appartengono 
anche  al  piano  ^;  su  questo  piano  giace  per  conse- 
guenza [43,  1"]  tutta  intera  la  retta  EF,  e  quindi 
anche  il  punto  Z>.  Cosi  resta  provato  che  ogni  punto 
del  piano  a  giace  nei  piano  ji. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  ogni  punto 
del  piano  fi  appartiene  anche  al  piano  a.  Dunque  i 
piani  coincidono. 

SU.  Coi-.  3°,  'Tuffi  i  piani  ioiìo  eguali  tra  loro. 
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Basta  infatti  condurre  un  piano  a  passare  per  tre 
punti  d'un  altro,  che  non  siano  in  linea  retta,  perchè 
i  due  piani  coincidano.  [49]. 

SI.  Cor.  *°.  Per  una  retta  e  un  punto  fuori  di 
essa  passa  un  piano,  ed  uno  solo. 

Infatti  un  piano  e,  che  passi  [49]  per  due  punti  A , 
B  della  retta  e  per  il  punto  C  estemo  alla  retta, 
passa  [48,  1°]  per  la  retta  e  per  questo  punto.  Ed  ogni 
altro  piano,  che  passi  per  la  retta  e  per  il  punto  C, 
poiché  passa  per  i  punti  A,  1),  C,  coincide  [49]  col 
piano  a. 

5*.  Cor.  s".  Per  due  rette  aventi  un  punto  co- 
mune passa  un  piano,  ed  uno  solo. 

Infatti,  se  C  è  il  punto  comune,  A  un  altro  punto 
d'una  delle  rette  e  5  un  altro  punto  dell'altra,  un  pia- 
no a,  che  passi  per  i  tre  punti  A,  B,  C,  passa  [48,  1"] 
per  ambedue  le  rette.  Ed  ogni  altro  piano,  che  passi 
per  le  due  rette,  poiché  passa  per  i  punti  ^1,  B,  C, 
coincide  [49]  col  piano  a. 

33.  Per  indicare  un  piano,  si  indicano  tre  suoi 
punti  qualunque  che  non  siano  in  linea  retta;  oppure 
una  sua  retta  ed  uu  suo  punto  esterno  alla  retta  ;  op- 
pure due  sue  rette. 

a*.  Cor.  4".  Per  una  retta  passano  innumerevoli 
piani. 

Sappiamo  che  per  una  retta  e  un  punto  esterno 
ad  essa  passa  un  piano.  La  retta  e  un  punto,  che  non 
appartenga  al  detto  piano,  determinano  [51]  un  nuovo 
piano,  distinto  dal  precedente.  E  cosi  via. 

SS.  Le  parti  in  cui  un  piano  è  diviso  da  una  sua 
retta  si  dicono  falde.  La  retta  si  dice  origine  di  cia- 
scuna delle  due  falde. 

S«.  Teor.  Due  pioni  si  possono  far  coincidere  in 
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modo  che  una  falda  assegnata  di  uno  coincida  con  una 
falda  assegnata  dell'altro,  e  che  un  raggio  assegnato 
dell'origine  d'una  delle  falde  coincida  con  un  raggio 
assegnato  dell'origine  dell'altra. 

Oim.  Invero,  fatti  diventar  coincidenti  i  due 
raggi  [31],  poi,  facendo  rotare  uno  dei  piani  intorno 
alla  retta  comune,  finché  una  delle  falde  passi  per  un 
punto  dell'altra  [48,  3"],  si  ottiene  la  coincidenza  [50] 
accennata  nel  teorema. 

59,  Cor.  Tutte  le  falde  piane  sono  eguali. 

a^.Xeor.  Un  piano  può  muoversi  restando  sempre 
coincidente  con  un  piano  fisso  e  in  modo  che  una  sua 
retta  scorra  su  se  stessa,  in  una  direzione  o  nell'opposta. 

nim.  Siano  due  piani  a  e 
j5  coincidenti;  sia  AB  una  data  E 

retta    del   piano  k;   chiamiamo    _A B^ 

CD   la   retta   che  coincide  con         '^  D 

-4B  ed  appartiene  al  piano  /i; 
infine  sia  E  un  punto  di  questo  piano, 

Imaginiamo  di  muovere  il  piano  a  in  modo  che 
la  retta  AB  scorra  sulla  CD,  in  una  o  nell'altra  dire- 
zione, e  che  esso  passi  costantemente  per  il  punto  E 
[48,  ó"].  Il  piano  a  in  qualunque  delle  nuove  posizioni, 
avendo  in  comune  col  piano  ^  una  retta  ed  un  punto 
esterno  alla  retta,  coincide  [51]  con  questo  piano. 

5».  Quando  un  piano  si  muove  noi  modo  indi- 
cato nel  teorema  precedente,   si   dice 
che  il  piano  scorre  su  se  stesso  in  quella 
direzione. 

OO.  Presi  in  un  piano  tre  punti 
qualunque  A,B,C,  che  non  siano  in 
una  stessa  retta,  uniamoli  a  due  a  due 
coi  tre  segmenti  AB,  BC,  C A.  La  fi- 
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gura,  che  risulta  si  dice  triangolo,  e  si  aecenna  di- 
cendo: il  triangolo  A,  B,  C.  I  tre  punti  A,  B,  C  si 
dicono  i  vertici  del  triangolo;  i  tre  segmenti  si  dicono 
i  lati  del  triangolo.  Un  vertice  e  il  lato  che  non  ter- 
mina in  esso  si  dicono  opposti.  Il  piano  determina- 
to [49]  dai  vertici  del  triangolo,  e  nel  quale  stan- 
no [48,  1°]  i  lati,  si  dice  il  piano  del  triangolo. 

I  lati  di  un  triangolo  dividono  il  piano  del  trian- 
golo in  due  parti,  una  limitata  e  l'altra  illimitata. 
Ogni  punto  della  parte  limitata  si  dice  interno  al  trian- 
golo, ed  ogni  punto  dell'altra  parte  si  dice  esterno  al 
triangolo.  La  linea  formata  dai  tre  lati  dice  contorno 
del  triangolo. 

©I.  Xeinr.  La  vetta,  che  passa  per  un  vertice  di 
uu  triangolo  e  per  un  punto  interno  al  triangolo,  in- 
contra il  lato  opposto- 

Ulin.  Sia  un  triangolo  ABC,  e 

preso  un  punto  0  interno,  si  tiri  la 

retta  AO.l  lati  AB,  AC  cadono  da 

bande   opposte   della   retta  AO,  e 

così  per  conseguenza  anche  i  punti 

B,  C  Pertanto  il  lato  SC  incontra 

necessariamente   [48,  2']  la   retta 

A  0,  cioè  questa  incontra  il  lato. 

»t.  Teop.  Un  raggio,  che  giaccia 

nel  piano  d'un  triangolo  ed  abbia  l'orìgine  in  unpunto 

interno  al  triangolo,  incontra  il  contomo  del  triangolo. 

Bliii.Sia  un  triangolo  ABC 

e  nel  suo  piano  un  raggio  OM^ 

uscente  da  un  punto  0  interno 

al  triangolo.  Uniamo   questo 

punto  con  i  tre  vertici.  Se  il 

D  0  ili"  è  sovrapposto  ad 
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uno  dei  segmenti  OA,  OB,  OC,  esao  incontra  il  con- 
torno del  triangolo  ABC  in  un  vertice.  Altrimenti 
esso  passa  per  il  vertice  0  e  per  un  punto  interno 
di  uno  dei  triangoli  OAB,  OBC,  OCA.  Per  conse- 
guenza, esso  [61]  incontra  il  lato  oppoato  a  questo 
vertice,  incontra  cioè  uno  dei  lati  del  triangolo, 

es.  Tcnr.  Un  raggio  d'un  piano  si  può  far  ro- 
tare intorno  alla  sua  origine,  in  due  sensi  opposti,  iti 
modo  che  venga  a  passare  per  ogni  punto  del  piano 
una  volta  ed  una  soia,  e  che  non  passi  mai  per  punti 
che  non  appartengano  al  piano. 

niin.  Sia  un  piano  a  ed  in  esso  un  raggio  OM. 
Costruito  in  un  piano  ^  un  triangolo  ABC,  %  preso 
nell'interno  un  punto  0'  ad  arbitrio,  si  sovrapponga 
poi  il  piano  i'i  al  piano  «,  in  modo  che  il  punto  0' 
cada  in  0.  Così  si  ottiene  che 
nel  piano  a  sia  segnato  un 
triangolo  ABC,  in  modo  che 
il  punto  0  sia  nell'interno  del 
triangolo, 

E  poiché  il  raggio  0  M  ha 
l'origine  nell'interno  del  trian- 
golo, esso  incontra  il  contorno 

del  triangolo  in  un  punto  A'.  Imaginiamo  ora  che  im 
punto  mobile,  partendo  da  A',  percorra  tutto  il  con- 
torno in  un  senso  o  nell'altro.  Per  qualunque  delle 
posizioni  assunte  dal  punto  mobile  possiamo  con- 
durre [27J  un  raggio  che,  uscendo  da  0,  passi  per 
codesto  punto;  e  possiamo  anche  imaginare  che  tutti 
questi  raggi  non  siano  altro  che  successive  posizioni 
assunte  dal  raggio  OM,  che,  rotando  intomo  ad  0, 
accompagni  il  punto  mobile  nel  suo  movimento.  Il 
raggio  mobile,  come  quello  che  ha  costantemente  in 
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comune  col  piano  due  punti,  si  mantiene  nel  suo 
movimento  [48,  1"J  tutto  nel  pinno,  e  per  conseguenza 
non  vien  mai  a  passare  per  nessun  punto  che  non 
appartenga  al  piano. 

Prendiamo  ora  nel  piano  del  triangolo  un  punto 
qualunque  D  e  tiriamo  il  raggio  OD.  Codesto  raggio, 
perchè  ha  l'origine  in  un  punto  interno  al  triangolo, 
ne  incontra  necessariamente  [61]  il  contorno,  e  sia 
nel  punto  E.  Quando  il  punto  mobile  si  trova  in  E,  il 
raggio  0  D  coincide  col  raggio  0  M,  il  quale  per  con- 
seguenza passa  per  -D. 

E  perchè  iJ  punto  mobile  nel  suo  movimento 
passa  una  volta  sola  per  il  punto  E,  il  raggio  mobile 
viene  a  passare  una  volta  sola  per  il  punto  D. 

«t.  Quando  un  raggio  si  muove  nel  modo  consi- 
derato nel  teorema  precedente,  si  dice  che  esso  de- 
scrive {ch.fi  genera)  il  piano  rotando  intorno  alla  sua 
origine. 

BA.  Teoj-,  Un  piano  può  rotare  intorno  ad  un 
suo  punto  e  coincidere  costantemente  con  un  piano 
fisso. 

itiiH.  Siano  due  piani  coincidenti  a  e  ^,  e  in  essi 
nn  punto  0  qualunque.  Siano  poi  A&  B  due  altri  punti 
del  piano  B,  i  quali  non  siano  in  una  stessa  retta  col 
punto  0, 

Supponendo  che  il  piano  k  ruoti  intomo  ad  0,  in 
un  senso  o  nell'  altro,  e  in  modo  da  passar  sempre  per 
i  punti  A  e  B  [48,  6°],  esso  coincide  costantemente 
eoi  piano  fi  [49]. 

«s.  Un  piano,  che  si  muova  nel  modo  indicato  dal 
teorema  precedente,  si  dice  che  scorre  su  se  stesso, 
rotando  intorno  a  quel  punto. 
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L'angolo. 

©9.  Due  raggi  OA,  OB,  uscenbi  da  uno  stesso 
punto  0,  dividono  il  loro  plano  [52]  in  duo  parti  che 
si  dicono  angoli.  Adunque  : 

«s.  Wef.  Si  dice  angolo  la  parte  di  un  piano  che 
è   limitata   (parzialmente)  da 
due  suoi  raggi  uscenti  da  uno  ^/ 

stesso  punto.  / 

I  raggi,   che   limitano  un  / 

angolo,  si  dicono  i  lati  dell' an-  / 

golo;  il  loro  punto  comune  si  \\ 

dice  il  vertice   dell'angolo.   Il 

piano,  di  cui  è  parte  im  angolo,  si  dice  il  piano  del- 
l'angolo. Qualunque  punto  d'un  angolo,  che  non  ap- 
partenga ad  un  iato,  si  dice  interno  all'  angolo,  o  che 
è  compreso  dai  lati;  e  l'angolo  stesso  si  dice  compreso 
da'  suoi  lati;  ecc. 

«».  Un  lato  d'un  angolo,  rotando  nel  piano  del- 
l'angolo [63 j,  in  un  senso  conveniente,  e  fino  a  che  si 
eia  -sovrapposto  all'  altro  lato,  genera  l' angolo, 

90.  Dato  il  vertice  d'un  angolo,  un  punto  qua- 
lunque d' un  lato  e  un  punto  qualunque  dell'  altro  lato, 
sono  determinati  il  piano  [49]  e  i  lati  [25,  3**]  dell'an- 
golo; ma  l'angolo  stesso  non  si  può  dire  compiuta- 
mente determinato,  dacché  i  lati  tagliano  il  loro  piano 
in  due  parti,  che  sono  entrambi  due  angoli  aventi  lo 
stesso  vertice  e  i  medesimi  lati. 

Per  evitare  ogni  indeterminatezza,  imagineremo 
che  ogni  angolo  sia  stato  generato  da  un  raggio  ;  chia- 
meremo primo  Iato,  od  origine  dell'angolo,  la  posi- 
zione iniziale;   secondo  lato,  o  termine   dell'angolo, 
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la  posizione  finale  del  raggio  generatore;  e  indiche- 
remo il  verso   in  cui  è  awe- 
^  /  nuta  la  rotazione  (*).  E  ai  in- 

_  D        /  dicherà  un  angolo,  nominando 

/   e  per  primo  un  punto  del  primo 

/  lato,  quindi  il  vertice,  e  in  fine 

1!  un  punto  del  secondo  lato. 

Così  nella  figura  qui  sopra 
(ammesso  che  le  rotazioni  avvengano  nel  senso  delle 
lancette  d'un  orologio)  quello  dei  due  angoli,  a  cui  ap- 
partiene il  punto  C,  si  indica  dicendo;  angolo  A,0,B. 
L'angolo,  a  cui  appartiene  il  punto  D,  si  indica  di- 
cendo: angolo  B,0,A. 

Dovendo  indicare  questi  angoli  per  iscrìtto,  scri- 
veremo: angolo  AOB,  ed  angolo  BOA,  oppure  più 
semplicemente  A{0)JieB(0)A,  dove  si  vede  chiusa 
tra  parentesi  la  lettera  che  indica  il  vertice. 

91.  La  deiìnizione  e  meglio  il  modo  di  genera- 
zione d'un  angolo  s'adattano  al  caso  che  i  lati  siano 
per  diritto,  e  al  caso  che  siano  sovrapposti. 

L' angolo  di  due  raggi  opposti  si  dice  piatto. 

Nel  secondo  caso  1' angolo  od  è  «mWo,  oppure  è 
uguale  all'intero  piano  {è  un  ^erigono)- 

?*.  Qualunque  raggio  del  piano  d'un  angolo,  che 
abbia  l'origine  sopra  un  lato,  od  esternamente,  e  che 
passi  per  un  punto  interno,  divide  l'angolo  in  due 
parti.  Ma  fra  i  modi  di  divisione  d'un  angolo  noi  con- 
sidereremo soltanto  quelli  dovuti  a  raggi  uscenti  dal 
vertice  dell'angolo.  (Soltanto  in  questo  caso  le  parti 
sono  angoli  tutte  e  due). 

(*)  In  questo  libro  si  suppone  ohe  le  rotazioni  avven- 
gano sempre,  rispetto  a  chi  legge,  nel  senso  in  cui  girano  le 
lancette  d'un  orologio. 
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«a.  Dati  due  angoli  ^  S C,  DEÌ\  imaginiamo  tli 
voler  riconoscere  se  sono  eguali.  Supposto  che  abbia 
luogo  qtiesto  caso,  ma- 
nifestamente   a    cia- 
scun Iato  dell'uno  de-  A/  I 
ve  corrispondere  [23]             /                      /  ^ , 
un  lato    dell'altro,  e            /          .-"e        1          y'' 
quindi    il   vertice   al           /     /^            /     y' 
vertice.  Cosi,  per  ot-          //                  kil— — — p" 
tenere  la  sovrapposi- 
zione,  si   comincìerà 

a  far  coincidere  un  lato  d'un  angolo  con  un  luto  del- 
raltro[31],  e  poi  il  piano  dell'uno  col  piano  dell'al- 
tro [56],  in  modo  che  gli  angoli  cadano  da  una  stessa 
banda  del  lato  comune  (*).  Posti  cosi  gli  angoli,  se  an- 
che gli  altri  due  lati  coincidono,  si  conchiude  che  essi 
sono  eguali  [52].  Nel  caso  contrario,  senza  altre  prove, 
si  può  conchiudere  che  i  due  angoli  non  sono  eguali. 

Infatti, supposto,  ad  es., che  sia  I}(E)ìÌ\a.  nuova 
posizione  dell'angolo  ABC,  se,  invece  del  lato  -4B,si 
sovrappone  ad  ED  il  lato  BC,  il  lato  AB  viene  a  ca- 
dere in  EH.  E  se,  lasciando  l'angolo  ABC  nella  po- 
sizione D{E)H,  disponiamo  D{E}F sa  D(E)H,  in 
modo  che  EF  prenda  la  posizione  ED,  il  lato  ED, 
prende  la  posizione  EF. 

Le  ultime  asserzioni  sono  fondate  sulla  pro- 
prietà d'ogni  angolo   che  è  espressa   dal  seguente: 

'34t  Poelulnto  d«ir  angolo.  Un  angolo  non 
può  essere  uguale  ad  un  altro  angolo  ed  anche  ad  una 
parte  di  questo. 

{*)  Cioè,  per  dir  meglio,  in  modo  che,  quando  si  volesse 
che  il  lato  comune  generasse  poi  i  due  angoli,  si  dovesse  farlo 
rotare  in  uno  stesso  verso. 
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"Sa.  t'or.  Vìi  angolo  si  può  rimette.re  in  una  po- 
rzione anteriormente  occupata  anche  scambiando  di 
di  posto  i  due  iati. 

*e.  Quando  due  angoli  non  sono  eguali,  uno  di 
essi  è  uguale  ad  una  jiarte  dell'  altro.  Si  accenna  co- 
desta relazione  dicendo  che  il  primo  angolo  è  minore 
del  secondo,  oppure  che  questo  è  maggiore  del  primo. 
Ad  E  s.,  relativamente  alla  figura  precedente,  si  dirà 
che  ^(J?) Ce  minore  dìD(E)F,  oppure  che  i)(£)J' 
è  maggiore  di  A(C)B.  Si  indica  ciò  scrivendo: 
A{lì)C  <D{E)F,    oppure   D{E)F>  À{B)C. 
tt.  Una  posiaione  qualunque  del  raggio,  che  ha 
generato  un  angolo  (che  non  sia  però  né  la  prima  né 
l'ultima)  divide  l'angolo  in  due  angoli,  che  si  dicono 
parti  dell'angolo  dato;  e  questo  si  dice  loro  somma. 
Cosisi  è  determinatoli  concetto 
di  addizione  di  due  angoli,  e  in 
generale  di  quanti  angoli  si  vo- 
D,'''  gliano, 

,--'  Nella  nostra  figura  il  raggio 

/  ,-^^2l,______  Ìj'D  taglia  l'angolo  -4  se  nei  due 

°'  '''  .i(ii)i),  Xt(-e)C;   ed  esso  è  la 

somma  di  codesti  due  angoli.  Si 
indica  questui  rehiaionc  scrivendo: 

A{n)D-\-JJ(B)C  =  A(B)a 
Ciascuna  delle  parti  è  la  differenza  tra  la  somma 
e  r  altra  parte.  Ad  es.,  è  : 

A(B)D   =   A(B)C  —  D(B)C'. 
98.  Teor.  La  sor.ìma  di  più  angoli  è  indipen^ 
dente  dall'ordine  in  cui  ni  succedono  gli  addendi. 

nini*.  Infatti,  scambiando  tra  loro  di  posto  [75]  i 
lati   dell'angolo  formato   da    due    addendi    consecu- 
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tivi  {*),  si  muta  l'ordine  di  due  addendi  consecutivi, 
senza  che  venga  alterata  la  somma.  Ripetendo  ab- 
bastanza lo  scambio  di  due  addendi  consecutivi,  sì 
finisce  ad  ottenere  che  gli  addendi  si  succedano  in 
un  ordine  prestabilito  qualsiasi. 

79.  La  somma  di  dati  angoli  potrebbe  essere 
maggiore  di  un  angolo  piatto  ed  anche  dell'intero 
piano.  In  questo  caso  si  suole  accennare  la  somma, 
indicando  quanti  angoli  eguali  ad  un  certo  angolo 
minore  di  «n  angolo  piatto,  che  considereremo  nel 
seguito,  producono  una  somma  eguale  a  quella  degli 
angoli  dati,  indicando  eventualmente,  l'angolo  minore 
di  quello  accennato,  che  si  deve  aggiungere  per  ot- 
tenere la  somma. 

Si».  Un  angolo  si  dice  convesso,  quando  i  prolun- 
gamenti dei  lati  cadono  fuori  dell'  angolo  ;  altrimenti 
l'angolo  sì  dice  concavo. 

Cosi,  ad  es.,  si  può  dire  che  due  raggi  uscenti  da 
uno  stesso  punto,  e  che  non  siano  per  diritto,  divi- 
dono il  loro  piano  in  due  angoli,  che  sono  uno  con- 
vesso e  l'altro  concavo. 

Ogni  angola  convesso  è  minore  d' un  angolo  piat- 
to; ed  ogni  angolo  concavo  è  maggiore  d'un  angolo 
piatto  [77]. 

81.  Due  angoli  convessi  si  dicono  supplementari, 
se  la  loro  somma  è  uguale  ad  un  angolo  piatto. 

8«.  Tutti  gli  angoli  piatti  sono  eguali  tra  loro.[ÒQ]. 

sa.  Cor.  /  supplementi  di  angoli  eguali  sono 
eguali. 

Avv.  Nel  seguito  soltanto  in  rarissimi  casi  ci 
accadrà   di    dover  considerare  angoli  concavi.  Per- 

(*)  Due  angoli,  clie  abbiano  un  lato  comune  e  aull' altro 
ii  dicono  consecutivi. 
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tanto  nell' indicare  un  angolo  possiamo  dispensarci 
dal  distinguere  un  lato  dall'  altro,  e  basterà  pronun- 
ciare seconda  la  lettera  del  vertice.  Si  farà  avver- 
tenza, quando  si  intenda  parlare  d'un  angolo  concavo. 

li  cerchio. 

54.  Preso  in  un  piano  un  raggio  OA,  e  segnato 
su  questo  un  punto  M,  iraaginiamo  che  il  raggio  ruoti 

intorno  al  punto   0,  mantenen- 
M  dosi  nel  piano,  in  un  senso  o  nel- 

A  l' opposto  [64],  e  fino  a  che  abbia 

ripresa  la  posizione  primitiva.  In 
questo  movimento  il  punto  M  descrive  una  lìnea  che 
si  chiama  cerchio  (o  circolo);  il  punto  0  si  chiama  ce»- 
tro  del  cerchio,  ed  ogni  segmento,  che  unisce  il  centro 
con  un  punto  del  cerchio,  si  chiama  raggio  del  cerchio. 
Spesso  si  chiama  raggio  di  un  cerchio  (non  un 
raggio)  un  segmento  che  sia  eguale  ai  raggi,  indipen- 
dentemente dalla  sua  posizione. 

I!  piano,  in  cui  giacciono  tutti  i  punti  d' un  cer- 
chio ed  il  centro,  si  dice  piano  del  cerchio. 

55.  Tutti  i  raggi  d'un  cerchio  sono  eguali  tra  loro, 
perchè  non  sono  altro  che  posiz'oni  distinte  di  un 
medesimo  segmento. 

56.  Uef.  8e  tutti  i  putiti  d'una  figura  hanno 
una  proprietà  comune,  e  se  soltanto  t  punti  di  quella 
figura  hanno  quella  proprietà,  quella  figura  si  dice 
il  luogo  (*)  dei  punti  che  godono  quella  proprietà  {**). 

(*)  S' intende  dire  che  la  figura  è  il  luot/o  dove  sono  posti 
tutti  i  punti  che  godono  quella  proprietà,  Jfa  bisogna  poi  in- 
tendere aggiunto  che  ogni  punto  della  figura  gode  di  quella 
proprietà. 

(**)  Cosi,  pei-  coDchiudere  che  una  certa  flgtira  è  il  luogo 
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8*.  Teor.  In  un  piano,  il  luogo  dei  punti,  che 

hanno  da  un  punto  del  piano  distame  uguali  ad  un 
segmento  dato,  è  il  cerchio  che  ha  il  centro  in  quel 
punto  e  raggi  eguali  a  quel  segmento. 

Uitii.  Sia  0  il  centro  del  cerchio  ed  AB  il  seg- 
mento dato. 

1".  Per  la  definizione  del  cerchio  [84]  (cioè  per  il 
modo  in  cui  si  deve  intenderlo  descritto)  ogni  plinto 
del  cerchio  ha  dal  punto  0  distanza 
eguale  s.à  AB.  a  b 

2".  Se  il  segmento,  che  unisce         '^'"-^ 
un  punto  Mal  centro  0,  è  uguale  ad  ^^^^m 

AB,  il  segmento  mobile,  uguale  ad 
AB,  che  rotando  intorno  ad  0  descrive  con  l'estre- 
mità mobile  il  cerchio,  viene  a  coincidere  con  OM 
[63],  epperò  il  punto  M  appartiene  al  cerchio. 

88.  Se  tutti  i  punti  d'una  figura  giacciono  in  un 
piano  la  figura  si  àic^  piana.  Altrimenti  si  dice  stor- 
ta, gobba. 

Un  cerchio  è  una  linea  piana,  chiusa  (rientrante). 

89.  Un  cerchio  divide  il  suo  piano  in  due  parti, 
una  limitata  e  l'altra  illimitata.  La  parte  limitata  si 
chiama  ia  superficie  del  cerchio. 

Il  segmento,  che,  rotando  intorno  al  centro,  de- 
scrive con  l'estremità  mobile  un  cerchio,  descrive 
nella  rotazione  la  superficie  del  cerchio. 

Il  centro  d'im  cerchio  appartiene  alla  superficie 
del  cerchio. 

dei  punti  che  godono  una  certa  proprietà,  bisogna  avei'  dimo- 
strato :  l".  che  tutti  i  punti  della  figur*  Iianno  la  data  proprie- 
tà; 2",  che  i  puuti,  che  non  appartengono  alla  figura,  non  go- 
dono la  data  proprietà  (  oppure  che  ogni  punto,  il  quale  ha  la 
data  propvieti,  appartiene  a  quella  iìgura). 
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»0.  Un  punto  del  piano  d'un  cerchio  si  dice  in- 
terno od  esterno  al  cerchio,  secondo  che  giace  nella 
parte  limitata  o  nella  illimitata  di  quelle  due  in  cui 
il  cerchio  divide  il  suo  piano. 

Ol.  Ogni  punto  interno  ad  un  cerchio  lia  dal  cen- 
tro distanza  minore  del  raggio.  Infatti,  il  segmento 
che  lo  unisce  col  centro  è  parte  d' un  raggio. 

O».  Ogni  punto  esterno  ad  un  cerchio  ha  dal  cen- 
tro distanza  maggiore  del  raggio.  Infatti,  unendo  quel 
punto  co!  centro,  si  ottiene  un  segmento  di  cui  una 
parte  è  un  raggio  del  cerchio.  [89J. 

9S.  Se  la  distanza  di  un  punto  del  piano  d' un 
cerchio  dal  centro  è  minore  del  raggio,  il  punto  è  in- 
ferno ;  e,  se  è  maggiore  del  raggio,  è  esterno. 

Infatti,  nel  primo  caso,  il  punto  non  può  ca- 
derci sul  cerchio,  uè  fuori,  perchè  la  sua  distanza  dal 
centro  sarebbe  uguale  o  maggiore  [92]  del  raggio;  e 
ciò  contro  l'ipotesi.  Ecc. 

»*.  Teor.  TJna  retta,  se  passa  per  il  centro  d'un 
cerchio,  ed  appartiene  al  piano  del  cerchio,  ha  in  co- 
mune col  cerchio  due  soli  punti,  e  questi  sono  situati 
da  bande  opposte  del  centro. 

nini.  Infatti  il  segmento,  che  con  una  estremità 
genera  il  cerchio,  viene  nel  suo  movimento  a  cadere 
su  ciascuno  dei  raggi  in  cui  una  retta,  che  appar- 
tenga al  piano  d' un  cerchio  e  che  passi  per  il  centro, 
è  divisa  dal  centro  ;  epperó  questa  retta  ha  in  comune 
col  cerchio  le  dvie  estremità  di  quelle  due  posizioni 
del  segmento  mobile.  Non  ha  poi  col  cerchio  altri 
punti  comuni,  perchè  ogni  altro  punto  della  retta  ha 
dal  centro  distanza  maggiore  o  minore  del  raggio, 
e  quindi  [93]  non  appartiene  al  cerchio. 

•5.  Ogni  segmento,  che  pasd  per  il  centro  d'un 
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cerchio  ed  abbia  le  estremità  sul  cerchio  [94],  si  dice 
diametro  di  quel  cerchio. 

9«.  Tutti  i  diametri  d'un  cerchio  sono  eguali, 
perchè  ogni  diametro  è  formato  di  due  raggi. 

an,  Teop.  Una  retta,  che  passi  per  un  punto  in- 
terno ad  un  cerchio  e  appartenga  al  piano  del  cerchio, 
ha  in  comune  col  cerchio  due  punti  almeno,  e  guestt 
situati  da  bande  opposte  del  punto  dato. 

Dilli.  Sia  un  cerchio  di  centro  0  ed  -d  tm  punto 
interno;  e  sia  MN  una 
rettaappartenentealpia- 
no  del  cerchio  e  passante 
per^.  Si  tiri  la  retta  .àO, 
e  siano  B,C\  punti  in  cui 
essa  incontra  il  cerchio 
[94].  Poiché  i  punti  B,  C 
cadono  da  bande  opposte  /  " 

del  punto  A,  e  quindi  da 

bande  opposte  della  retta  MA'  [48,4"],  qualunque  linea, 
che  giaccia  nel  piano  del  cerchio  ed  unisca  B  con  C^ 
incontra  necessariamente  [48,  2"]  la  retta  MA'.  Tanto 
vaie  per  ciascuna  delle  parti  in  cui  il  cerchio  è  ta- 
gliato dai  punti  B,  C. 

Infine,  perchè  codesti  due  punti,  che  la  retta  MN 
ha  necessariamente  in  comune  co!  cerchio,  cadono 
da  bande  opposte  della  retta  BC,  essi  sono  situati 
da  bande  opposte  del  punto  A. 

SS.  T«or.  Si  può  sempre  descrivere  un  cerchio, 
che  giaccia  in  un  piano  dato,  abbia  il  centro  in  un 
punto  qualunque  del  piano,  e  raggio  eguale  ad  un  seg- 
mento dato. 

Dilli.  Infatti,  posto  che  sia  0  il  punto  dato  ed  AB 
il  dato  segmento,  si  può  [17,  V'\  2ù,  2":  48,  1"]   in- 
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tanto  porre  il  raggio  AB  nel  piano  dato  in   modo 
che  A  cada  in  0.  Poi,  facendo 
*^  che  il  raggio  A  B  con  una  ro- 

tazione intorno  ad  0  descriva 
X  Ì5  il  piano  [64],   il  pnnto  B  de- 

scrive il  cerchio  domandato, 
»».  L'istrnmento  ideale,  con   cui  si  può  descri- 
vere qualunque  cerchio  domandato,  si  chiama  com- 
passo. 

lOO.  Coi",  Drtfo  un  segmento,  una  retta  d'un  piano 
e  su  questa  retta  un  punto,  si  possono  segnare  sulla 
retta  due  segmenti,  che  abbiano  una  estremità  nel  punto 
dato  e  che  siano  eguali  al  segmento  dato.  [98,  94]. 

Divisione  della  Geometria. 

La  Gl-eomefcria  si  suole  dividere  in  due  parti  : 
la  Geometria  piana  o  Planimetria,  che  studia  le  figure 
piane  e  le  relazioni  tra  figure  piane  indipendente- 
mente dalla  posizione  dei  loro  piani  i  e  la  Geometria 
solida  o  Stereometria,  che  studia  le  figure  senza  la 
restrizione  che  i  loro  punti  siano  tutti  in  un  piano  (*). 

(')  Questa  divisione  non  è  necessaria  ;  ma  presenta  van- 
taggi incontestabili  nell'insegnamento  elementare. 

Bketscukejdek  (Jena,  1844)  ha  pubblicato  un  trattato 
di  Geometria  elementare,  destinato  all'insegnamento,  nel 
quale,  rompendola  con  le  tradizioni  classiche,  ha  soppresso  la 
divisionesopraccennata. 
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PLANIMETRIA 


CAPITOLO  il 
COSTRUZIONI  FONDAMENTALI 


lOl,  Probi.  Costruire  uìi  triangolo,  i  cui  lati  siano 

rispettivamente  uguali  a  tre  dati  segmenti,  ciascuno 
dei  quali  è  minore  della  somma  degli  altri  due  (*). 

Risol.  Siano  a, 
(ì,  Y  tre  segmenbi  da- 
ti, e  ciascuno  sia  mi- 
nore della  somma  de- 
gli altri  due. 

Preso  nn  seg- 
mento AB,  che  sia 
eguale  ad  nno  qualun- 
que dei  segmenti  dati,  eguale  ad  es,  al  segmento  y , 


{^}  Per  ottenere  tre  segmenti,  che  so  di  sfacciano  a  code- 
ste condizioni,  liasta,  presi  due  (segmenti  qualuncLue,  prenderne 
un  terzo  che  sia  minore  della  somma  e  maggiore  della  diffe- 
renza degli  altri  due. 

Infatti,  se  chiamiamo  «,  j*  i  due  primi  segmenti,  e  y  il 
terzo,  e  supponiamo,  per  il  caso  che  i  due  primi  siano  disugua- 
li, che  sia  e  il  maggiore,  dalle  condizioni  : 

^  „,  u         --  +  lì>  r  >  '  -  l>, 

e  aall  altra  : 

«  5/i, 

risulta  facilmente  che  ciascuno  dei  tre  segmenti  è  minore 
della  sontma  degli  altri  due. 

Le  condizioni  sono  sodisfatte  manifestamente,  se  tutti  e 
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poi  con  centro  A  e  raggio  eguale  ad  un  altro  dei 
dati  segmenti,  eguale  ad  es.  al  segmento  k,  si  descriva 
un  cerchio.  Infine,  con  eentro  B  e  raggio  eguale  al 
rimanente  segmento,  si  descriva  un  altro  cerchio. 

Ed  ora,  considerando  uno  dei  cerchi,  ad  es.  quello 
di  centro  A,  cominceremo  ad  osservare  che  esso  ha 
in  comune  con  la  retta  AB  due  punti  H,  K,  perchè 
codesta  retta  passa  per  il  centro,  [94]. 

Poi  noteremo  che  il  segmento  BH^  perchè  uguale 
ad  (k  -j-  y),  è  maggiore  di  (5.  Per  conseguenza  [93] 
il  punto  H  è  fuori  del  cerehie  (B). 

Invece  il  segmento  BK  è  minore  di  /S.  Ed  invero, 
poiché  codesto  segmento  è  in  ogni  caso  la  differenza 
tra  i  segmenti  a  e  y,  nel  caso  che  questi  siano  eguali, 
è  manifesto  senz'altro  la  verità  dell'asserto.  Quando 
sia  a  !>  y,  dalla  disuguaglianza  : 

K  <  ^  -\-  y 
si  ricava  : 

a  -  Y   <  ^. 

E  quando  sia  a  <i  y,  dalla  disuguaglianza: 

;-</*  +  « 
si  ha  di  nuovo  : 

y  -  a   <  0. 

Il  segmento  BK  è  dunque  in  ogni  caso  minore 
di  jì  ;  epperò  [93]  il  punto  K  cade  nell'  interno  del 
cerchio  (B). 

11  cerchio  {A)  ha  dunque  un  punto  esterno  ed 
uno  interno  al  cerchio  (B);  per  conseguenza  i  due 
cerchi  hanno  due  punti  almeno  in  comune,  uno  da 
una  banda  della  retta  AB,  ed  uno  dall'altra  banda 

tre  i  segmenti  sono  eguali;  e,  per  il  caso  che  due  soli  siano 
eguali,  se  il  terzo  è  minore  della  loro  somma. 
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di  codesta  retta  {*).  Se  C  è  «no  di  questi  ptinti,  unen- 
dolo con  A  e  con  B,  si  ottiene  un  triangolo  ABC, 
nel  quale  è  : 

AC  ~  «,     BC  =  (i,     AB  =  y. 

IO».  Coi".  1°.  Sopra  un  dato  segmento  e  da  una 
banda  assegnata  xi  può  sempre  costruire  un  trian- 
golo,  i  cui  due  altri  lati  siano  eguali  a  due  dati  seg- 
menti, quando  ciascuno  dei  tre  segmenti  è  minore 
della  somma  degli  altri  due.  [101]. 

f  03.  C7op.  »°.  Sopra  un  dato  segmento  e  da  una 
banda  assegnata  si  può  sempre  costruire  un  triangolo 
equilatero.  [102], 

(Si  chiama  equilatero  ogni  triangolo,  che  ha  i 
lati  eguali). 

104.  Cor.  8°.  Sopra  una  base  data  e  da  una 
banda  assegnata  si  può  sempre  costruire  un  triangolo 
isoscele  nel  quale  i  lati  eguali  siano  eguali  ad  un 
dato  segmento,  ti  cui  doppio  superi  la  base.  [102]. 

(Si  dice  isoscele  ogni  triangolo,  che  ha  due  lati 
eguali;  il  terzo  Iato  si  dice  la  base  del  triangolo  iso- 
scele). 

105.  In  un  triangolo  due  lati  qualunque  com- 
prendono un  angolo  (**)  convesso,  che  si  dice  angolo 
del  triangolo. 

Un  angolo  di  un  triangolo  si  dice  che  è  compreso 

{*)  Codesti  punti  comuni  ai  cerchi  non  possono  apparte- 
nere alla  retta  AB,  perchè  il  cerchio  (d)  su  questa  retta  ha 
solo  i  punti  H  ^  K  [94],  e  questi  sono  uno  esterno  e  l'altro 
interno  al  cerchio  (B). 

(**)  Per  angolo  di  due  segmenti,  aventi  un  estremo  in  co- 
mune, si  deve  intendere  l'angolo  dei  due  raggi,  uscenti  da  quel 
punto,  ai  quali  appartengono  quei  segmenti. 
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tra  i  due  lati  che  lo  formano,  che  è  adiacente  a  cia- 
scuno di  essi,  ed  opposto  al  terzo  Iato. 

E  ciascun  lato  è  adiacente  agli  angoli  che  forma 
con  gli  altri  due  lati,  ed  opposto  all'angolo  compreso 
da  questi  lati. 

I  lati  e  gli  angoli  d'un  triangolo  collettivamente 
si  dicono  gli  elementi  del  triangolo. 

lOe.  I.«mnta  (*).  Due  triangoli,  se  hanno  due 
lati  e  l'angolo  compreso  rispettivamente  uguali,  hanno 
eguali  rispettivamente  anche  gli  altri  elementi,  ed 
anche  i  triangoli  sono  eguali  {**). 

Dì  in.    Nei    triangoli 
ABC,DEFsiaAB^DE, 

AC  =  DF 
e      (J{A)B  =  F{D)E. 

Si  deve  provare  che  è 

BC^  EF,  che  sono  eguali 

gli  angoli  in  B  ed  E,  ed 

eguali  gli  angoli  in  C  eà  F,  e  che  anche  i  triangoli 

sono  eguali, 

A  tale  intento  sovrapponiamo  l'angolo  CAB  al- 
l'angolo FDE,  in  modo  che  il  lato  AB  cada  std  rag- 

(*)  Si  chiama  lemma  una  proposizione,  che  farebbe  parte 
SJ  nna  susseguente  dimostrazione,  ma  clie  si  stacca  e  si  pre- 
mette, perchè  è  otite  poterla  citare  nel  seguito.  (  Talvolta  co- 
desta separazione  si  fa  per  ragioni  didattiche  ;  psr  non  avere 
cioè  una  dioios trazione  troppo  lunga). 

II  titolo  particolare  serve  anche  a  giustificare  il  posto 
occupato  dalla  proposizione,  perchè,  confrontata  con  le  pros- 
sime, non  semhrerebbe  far  gruppo  con  esse. 

(»»)  L'ultima  parte  dell'enunciato  sembrerebbe  inclusa 
neoeasariamente  in  ciò  che  precede.  Invece  pit  innanzi  vedre- 
mo che  due  figure  possono  avere  tutti  gli  elementi  rispettiva- 
mente uguali  e  ciò  non  pertanto  non  essere  uguali. 
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gio  DE.  Allora,  perchè  l'angolo  CAB  è  uguale  al- 
l'angolo FDE,  il  lato  AC  cadrà  sul  raggio  DF. 

E  perchè  è  AB  ^  DE,  il  vertice  B  cade  in  E; 
e  perche  %  AC^  DF/il  vertiee  C  cade  in  F. 

Così,  essendo  £  in  E  &Cìì\.F^  anche  il  segmento 
se  coincide  col  segmento  £F,  l'angolo  B  con  l'angolo 
£,l' angolo  C  con  l'angolo  i^,  ed  il  triangolo  col  triangolo. 

103.  Os».  Quando  due  triangoli  sono  eguali,  due 
lati  corrispondenti  sono  opposti  ad  angoli  eguali,  e 
due  angoli  corrispondenti  sono  opposti  a  lati  eguali. 

f  @8.  lieniina.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono 
eguali,  gli  angoli  opposti  ad  essi  sono  eguali  {*). 

UIdi.  Nel  triangolo  ABC  sìa.  AB  ^  AC.  Sì 
vuol  dimostrare  essere  A{B)C^  B(C)  A. 

A  tal  fine  sui  prolungamenti  dei  lati  AB,  AC  si 
prendano  due  segmenti  eguali 
tra  loro  BD,  CE,  e  poi  si  ti- 
rino BE  e  CD. 

Se  ora  confrontiamo  i 
triangoli  ABE,  ACD,  tro- 
viamo che  hanno  AB  ^  AC, 
AE  =  AD,  e  l'angolo  in  A 
in  comune.  Per  conseguenza 
[106]  è      BE=CD, 

A{B)Ez:^D(C)A    e    B{E)C~B{D)C. 

Così,  se  si  confrontano  i  triangoli  BCE,  BCD, 
poiché  è  in  essi: 

EC  =  DB,  EB  =  DC,  e  B{E)C=  B{D)C, 
si  conchiude  [106]  essere  C{B)E=  D{C)B. 

(*)  Questo  teorema  si  suol  anche  enunciare  ;  In  un  trian- 
golo isoscele  gli  angoli  alla  base  sono  eguali.  E  lo  si  cita  an- 
che dicendo:  In  un  triangolo  a  lati  eguali  sono  opposti  an- 
goli eguali. 
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Infine,  poiché  VangoloABE  è  uguale  all'angolo 
DCA,  e  C(B)  K,  parte  àeì  -primo,  è  ugnale  &  D (C) B, 
parte  del  secondo,  anche  A{B)C  è  uguale  a,  B{C)A, 
e.  d.  d.  (•). 

IO».  Probi.  Dividere  un  dato  angolo  in  due 
parti  eguali. 

Kisol.  Sia  da  dimezzare  l'angolo  ABC. 

Sui  lati,  partendo  dal  vertice,  si  prendano  due 

segmenti  eguali  BD,  BE,e  tirato  il  segmento  Ì>  .E,  su 

questo  segmento,  preso  come  base,  si  costruisca  [104] 

ad  arbitrio  un  triangolo  isoscela  EDF.  Tirando  il 

raggio  BF.,  l'angolo  ABC   resta 

diviso  in  parti  eguali. 

Dilli.    Infatti,     nel    triangolo 
BED,  essendo  BE  =  BD,  è  [108]: 
E{D)B   ^   B{E)D. 
Così  nel   triangolo  EDF,  es- 
sendo ^2''  =  FD,k,  [108]: 
F{D)E  ~  D{E)F. 
Per  conseguenza  tutto  l'angolo  FDB  è  uguale  all'an- 
golo BEF.   Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  BEF, 
BDF,  troviamo  che  hanno  : 

BE=BD,EF=  DF,  e  B{E)F=  F{D)B; 
per  conseguenza  è  F(B)E^  D{B)F. 

Se  l'angolo  dato  è  concavo,  si  dimezza  il  con- 
vesso compreso  dagli  stessi  lati,  e  si  prolunga  la  bi- 
settrice. [^3]- 

tio.  «ss.  Poiché  la  costruzione,  fatta  per  risol- 
vere il  precedente  problema,  è  sempre  possibile,  si 

(*)  Più  semplicemente  ei  può  dimostrare  la  proposizione- 
scambiando  tra  loro  di  posto  ilati  dell'angolo  CAB  [75|,  op- 
pure, considerando  come  distinti  i  triangoli  ABC,  ACB,  e 
confrontandoli  [106]  tra  loro, 
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Gonchiude  che  qualsivoglia  angolo  può  essere  dimez- 
zato. Resta  a  provare  che  questo  problema  non  am- 
mette che  una  sola  soluzione,  che  cioè  uno  solo  è  il 
raggio,  il  quale  ha  la  proprietà  di  dimezzare  un  an- 
golo dato. 

Sia  dunque  un  angolo  ABC  qualunque,  e,  ope- 
rando nel  modo  dianzi  insegnato,  siasi  trovato  il  rag- 
gio BD  per  dimezzarlo.  Sì  divida  l' angolo  con  un  al- 
tro raggio  qualsivoglia  j5£.  A1- 
lora,essendoZ>(B)C^  A{B)D, 
è  D{B)C>  A{B}E,  e  per  con- 
seguenza (*)  è  B(B)  C>A(B}E. 
Una  sola  è  dunque  la  retta,  che 
divide   un  angolo   in   due  parti 
eguali. 

Il   raggio,   che   dimezza   un 
angolo,  se  ne  dice  la  bisettrice. 

111.  Dividendo  per  metà  un  angolo  piatto  A  CB, 
si  ottiene  un  raggio  CD,  che  parte  da  un  punto  dì 
una  retta  (quella  formata  dai  lati 
dell'angolo  piatto)e  che  forma  con 
questa  retta  angoli  eguali. 

Il  prolungamento  CE  del  rag- 
gio CiJ  forma  anch'esso  con  la 
retta  A  B  angoli  eguali.  Infatti  co- 
desti angoli  sono  supplementai-i  di  angoli  eguali,  ep- 
però  [83]  anch'  essi  sono  eguali.  Se  poi  confrontiamo 
l'angolo  DCB  con  l'angolo  A' (7^,  troviamo  che  questi 
angoli  sono  eguali,  perchè  supplementari  dello  stesso 
angolo  AC D .  In  conchiusione  i  quattro  angoli,  che 


(*)  Una  parte  di  una  parte  il'  una  giandeaz 
parte  della  grandezza  stessa. 
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le  due  rette  AB,  DE  formano  intorno  al  punto  d' in- 
tersezione, sono  tutti  e  quattro  eguali, 

tl9.  Mef.  Due  rette,  che  si  incontrano  e  formano 
quattro  angoli  eguali,  si  dicono  perpendicolari  l'una 
ulV  altra,  nel  punto  comune. 

(Basta  che,  dei  quattro  angoli,  due  consecutivi 
siano  eguali,  perchè  siano  eguali  tutti  e  quattro.  [111]). 

tl3.  Due  rette,  che  abbiano  un  punto  comune  e 
non  siano  perpendicolari  tra  loro,  si  dicono  oblique. 

ll<t.  Poiché  si  è  provato  che  ogni  angolo  può 
esser  dimezzato,  e  può  essere  dimezzato  in  un  modo 
soltanto,  si  può  dire  che  : 

Ad  una  retta,  in  un  suo  punto  qualunque,  sì  può 
inalzare  una  perpendicolare,  ed  una  soltanto. 

■lA.  Un  angolo,  cha  sia  metà  di  un  angolo  piatto, 
si  dice  retto. 

Poiché  tutti  gli  angoli  piatti  sono  eguali  tra  loro 
[82],  e  le  metà  di  angoli  eguali  sono  eguali  [1 10],  pos- 
siamo dire  che  ;  tutti  gli  angoli  retti  sono  eguali. 

■IC.  Qualsiasi  angolo,  che  sia  minore  di  un  retto, 
si  dice  acuto.  Ed  ogni  angolo  maggiore  di  un  retto 
si  dice  ottuso  (*). 

113.  Due  angoli  acuti,  la  cui  somma  sia  eguale 
ad  un  retto,  si  dicono  complementari. 

Angoli  acuti  egiiaU  hanno  complementi  eguali  [115], 

US,  Probi.  Inalzare  la  perpendicolare  a  una 
retta  data  in  un  suo  punto  dato  (**). 

(*)  Si  può  anche  dire  che  un  angolo  è  acuto,  retto,  od  ot- 
tuso, secondoohè  è  minore,  ugnalo,  o  maggiore  del  nuovo  an- 
golo, che  si  ottiene  prolungando  uno  dei  lati  dell'  angolo  dato 
(di  là  dal  vertice). 

(**)  Come  ai  è  osservato,  questo  problema  non  è  che  un 
caso  particolare  del  problema  del  §  109. 
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Kisol. Sia  data  la  retta  AB,e:s\i  questa  un  punto 
C  Si  tratta  di  tirare  la  retta  che 
è  perpendicolare  a,d  AB  in  C 

Partendo  da  C,  si  prendano 
sulla  retta  due  segmenti  uguali 
Ci),  C-E.  Poi  sulla  base  Zl£  si  /     j     \ 

costruisca[104]iin  triangolo  iso-  ab      c       eb 

seele     qualsivoglia    DEF.    La 
retta  CFk  la  perpendicolare  domandata. 

UiiiB.  Infatti,  perchè  in  un  triangolo  isoscele  gli 
angoli  alla  base  sono  [108]  eguali,  egli  è: 

F{D)C'  =  C(F.)F. 

Essendo  inoltre  per  costruzione  FD^  FÉ,  CD^  CE, 
ì  triangoli  FDC,  FEO  hanno  anche  gli  altri  ele- 
menti [106]  rispettivamente  ugnali  ;  ed  in  particolare 
è   D{C)F  =  F{C)E. 

MO.  Probi.  Da  un  punto,  dato  fuori  di  una  retta, 
calare  su  questa  una  perpendicolare. 

Riiiicl.  Siano  dati  un  punto  A  e  una  retta  BC, 
che  non  past;i  per  A.  Si  vuol  tirare  una  retta  che 
passi  per  A  e  sia  perpendicolare  alla  BC. 

Preso,  fuori  della  retta,  un  punto  M,  in  guisa  che 
A  eà  M  giacciano  da  bande 
opposte  della  retta  data,  si  tiri 
il  segmento  AM.  Questo  seg- 
mento taglia  necessariamente 
[48, 2"]  la  retta  B  C;  sia  A'  il        .g — ^ 
punto  d'incontro.  Quindi,  con 
centro  A  e  raggio  A  Jf,  si  de- 
scriva un  cerchio.  Poiché  la  retta  BC  passa  per  un 
punto  N,  che  è  intemo  al  cerchio,  essa  ha  in  comune 
col  cerchio  due  punti  almeno  [97]  situati  da  bande 
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opposte  di  N.  Siano  D  ed  E  questi  punti  ;  e  condotti 
AD,  AE,  si  divida  per  metà  [109]  l'angolo  KAD. 
La  bisettrice  incontra  necessariamente  [61]  il  seg- 
mento DE;  sia  F  il  punto  d'intersezione.  AF  è  la 
perpendicolare  domandata. 

Ulu),  Infatti  i  triangoli  ADF,  AEF,  avendo 
A  Fin  comune,  AD^eAE  perchè  raggi  di  uno  stesso 
cerchio,  ed  F{A)  D  ^  E{A)F  per  costruzione,  han- 
no [lOG]  anche  gli  altri  elementi  rispettivamente 
nguali;  e  in  particolare  è  D{F)A'^l  A{F)E. 

law.Oss.Poichè  la  costruzione,fatta  per  risolvere 
il  precedente  problema,  è  sempre  possibile,  eonchiu- 
diamo  che  è  sempre  possibile  calare  una  perpendico- 
lare sopra  una  retta  da  un  punto  dato  fuori  di  essa, 
131.  Probi.  Dividere  un  segmento  dato  in  due 
parti  eguali. 

Risol,  Sia  da  dividere  per  metà  il  segmento  AB. 
Costruito  [104]  ad  arbitrio  su  AB,  preso  come 
base,  un  tnangolo  isoscele  ABC,  si 
dimezzi  [109]  l'angolo  BCA.  La  bi- 
settrice taglia  [61]  il  segmento  AB, 
\  ed  il  punto  E  d' intersezione  divide 

\        il  segmento  dato  in  parti  eguali. 
^  »iB)i.  Infatti,   confrontando  i 

triangoli  €AE,  CBE,  si  trova  che 
hanno  CE  in  comune,  CA  =.  GB,  e  per  costruzione 
£(C)^^J3(C)E.  Per  conseguenza  [106]  è^E  =  -Eii.' 
ISS.  Oss.  Un  segmento  non  si  può  dimezzare 
che  in  un  modo  soltanto.  Infatti,  posto  che  C'sia  il 
punto  trovato  con  la  precedente  costruzione,  fatta 
per  dimezzare  il  segmento  AB, 

e  sia  D  un  altro  punto  qualsi-       ^  '(^      {j      || 

voglia  del  segmento  stesso,  es- 
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sendo  AC^  CB,  è  AC  '>■  DB,  e  per  conseguenza  è 
anche  AD>  DB. 

1C3.  Probi.  Costruire  un  angolo,  che  sia  eguale 
a  un  angolo  dato,  che  abbia  per  lato  un  raggio  dato, 
e  che  cada  da  una  banda  assegnata  di  codesto  raggio, 

RiswI.  Sia  ABCV angolo  dato,  ed  FÉ  il  raggio 
dato.  Si  tratta  di  costruire  un  angolo,  che  a 
all'  angolo  ABC  e  ài  cm  FÉ 
sia  un  lato. 

Preso  9i.ll  lato  BA  un  pun-  / 

to  H  ad  arbitrio,  da  H  si  cali  / 

[119,  120]  una  perpendicolare 
HK  Buir  altro  Iato  dell'angolo. 
Quindi,  preso  su  FÉ-  un  seg-  / 

mento  J'\¥=B^, si  tiri[118]  ~d  f 

per  M  la  MX  perpendicolare 
ad  FÉ.  Infine,  fatto  MK=  HK,  si  tiri  il  raggio  FN. 
L'angolo  NFMe  ugnale  all'angolo  dato  ABC 

Dilli.  Infatti,  poiché  nei  triangoli  HBK,  NFM 
è:BK=  FM,  HK~  NM,  e  B{K)H=  F(iM)N, 
egli  è  [106]  anche  ^(S)C'  =  A'(i*')& 

Il  problema  ammette  una  sola  soluzione.  [74]. 

134.  Probi.  Costruire  un  triangolo  che  sia  eguale 
ad  un  triangolo  dato. 

Risol.  Si  costruisce  [123],  dove  ]a  questione  ri- 
chiede, un  angolo  eguale  ad  uno  di  quelli  del  trian- 
golo dato,  e  sui  lati  dell'  angolo  costruito  si  prendono, 
partendo  dal  vertice,  due  segmenti  rispettivamente 
uguali  a  quei  due  lati  del  triangolo,  che  contengono 
l'angolo  prescelto.  Unendo  le  estremità  dei  due  seg- 
menti, si  ottiene  un  triangolo  eguale  [106|  al  dato. 
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CAPITOLO  111 
ANGOLI    E    TRIANGOLI 


Angoli  intorno  ad  un  punto. 

13S.  Gli  angoli,  fatti  con  una  stessa  retta  da  un 
raggio  uscente  da  un  punto  della  retta.,  si  dicono  adia- 
centi. 

19«.  Teor.  La  tiomma  di  due  angoli  adiacenti  è 
uguale  a  due  retti  (*). 

Dilli,  Sia  la  retta  ^  B  e  un  raggio  CD,  uscente 
da  un  punto  C  della  retta.  Dico 
che  la  somma,  dei  due  angoli 
adiacenti  AC D,D CB  è  uguale 
alla  somma  di  due  angoli  retti. 
Infatti,  se  sitiraperClaCS, 
A         e  B  perpendicolare  ad  .ilB,  si  ricono- 

sce che  la  somma  dei  due  angoli 
ACD,DC B  è  uguale  alla  somma  dei  due  angoli  retti 
ACE,  ECB. 

199.  Tenr.  Se  da  utìo  stesso  plinto  escono  quanti 
si  vogliano  raggi,  la  somma  degli  angoli  contenuti  cia- 
scuno da  un  raggio  e  dal  successivo 
è  uguale  a  quattro  retti. 

Dilli.  Se  prolunghiamo  uno  dei 
raggi,  ad  es.  il  raggio  OA,  l'an- 
golo COD  resta  diviso  nei  due 
angoH  COM,  MOD,  i  quali  si 
possono  prendere  in  luogo  del- 
l'angolo CO  ZJ. 

(*)  Per  brevità  si  suol  dire  uguale  a  due  retti,  intendeniìo 
e:  uguale  al  doppio  di  un  angolo  retto. 
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Ora.,  la  somma  degli  angoli,  che  sono  da  una 
banda  della  AM,  è  uguale  all'angolo  piatto  AOM, 
cioè  a  due  retti  ;  e  tale  è  la  somma  degli  angoli  che 
sono  dall'  altra  parte  della  retta  stessa.  Pertanto  la 
somma  c!i  tittti  gli  angoli,  che  sono  intorno  al  punto 
0,  è  uguale  a  quattro  retti. 

i»8.  Teor.  Se  la  somma  di  due  angoli  consecutivi  è 
uguale  a  due  retti,  i  Iati  non  comuni  sono  per  diritto. 

Bini.  Siano  i  due  angoli  consecutivi  ^BC,  CBD; 
e  la  loro  somma  sia  eguaìe  a  due  retti.  Dico  che  i  due 
raggi  BA,  B  D  giacciono  in  una  medesima  retta. 

Supponiamo  che  ciò  non  sia, 
e  che  sia  BE,  anziché  BI),  il  e/ 

prohmgamento  del  raggio  BA.  / 

Allora,  perchè  dal  punto  B  /         n 

della  retta   ABE  parte  il  rag-       a  S"--.^ 

gio  B  C,  la  somma  dei  dne  angoli  E 

adiacenti  ABC,  CBE  è  uguale 

a  due  retti  [126].  Ma  a  questasomma,  per  ipotesi,  è  pure 
uguale  quella  dei  due  angoli  ABC^  CBD.  È  quindi: 

A{B)C  +  C{B}E  =  A{B)C  +  C{B)D. 
Ciò  non  è  vero  [74]  ;  epperò  non  BE,  ma  Si)  è  il 
prolungamento  ài  BA. 

1S9.  Tcor.  Se  due  rette  si  sega- 
no, gli  angoli  opposti  al  vertice  (*)  sono 
eguali  tra  loro. 

WiuB.  Siano  le  due  rette  AB,  CD, 
che  si  segano  in  E.  Dico  che  gli  an- 
goli opposti  al  vertice,  quali  sono, 
ades.,  idue  A{E)C,  B{E)D,  sono 
eguali  tra  loro. 

(*)  Cosi  dunque  vogliamo  cliiamare  due  angoli  ciaacuao 
dei  qnali  sia  contenuto  dai   prolungamenti  dei  lati  dell'altro. 
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Infatti,  poiché  sono  ambìdue  supplementari  dello 
stesso  angolo  CE B,  essi  sono  eguali.  [81], 

I30.  Teop.  Se  due  faggi,  uscenti  da  uno  stesso 
punto  di  una  retta,  cadono  da  bande  opposte  di  que- 
sta e  fanno  con  essa  due  angoli  eguali  che  non  siano 
consecutivi,  essi  sono  per  diritto. 

oim.  Sia  una  retta  AB  e  sa 
questa  il  punto  E,  da  cui  escano  due 
raggi  EC,  ED.  E  sia: 

A{E)C  =   B{E)D. 
Si  tratta  di  provare  che  i  due  raggi 
EC,  £Z>  giacciono  sopra  una  stessa 
retta. 

Supponiamo  che  ciò  non  sia,  e  che  sia  EF  il  pro- 
lungamento del  raggio  £ÌJ.  Allora:  due  angoli  .^£i^, 
BED,  perchè  opposti  al  vertice,  sono  eguali  [129]. 
Ma,  per  ipotesi,  anche  A{E)C  è  uguale  a.  B{E)D. 
Quindi  egli  è  A{E)C  =  A{E)F.  Questo  non  è 
vero  [74];  epperò  resta  provato  che  non  E F,  ma  EC 
è  il  prolungamento  di  ED. 

Proprietà  d'un  triangolo. 

ISI.  Un  angolo,  compreso  da  un  lato  di  un  trian- 
golo e  da  un  prolungamento  di  un  altro  lato,  si  dice 
angolo  esterno  del  triangolo.  Un  angolo  esterno  è 
adiacente  ad  uno  degli  angoli  del  triangolo,  e  si  dice 
opposto  di  ciascuno  degli  altri  due. 

13%.  Tcor.  In  ogni  triangolo  un  angolo  esterno  è 
maggiore  di  ciascuno  dei  due  angoli  interni  opposti. 

Uini.  Sia  un  triangolo  qualunque  j1  .B  C,  e  si  pro- 
lunghi uno  dei  lati,  ad  es.  il  lato  AB,  in  D.  Dico  che 
l'angolo  esterno  DAC  è  maggiore  di  ciascuno  dei 
due  angoli  interni  opposti  ABC,  BOA. 
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Perciò,  divido  AC  per  metà  [121]  in  E,  e  con- 
dotto il  segmento  iJ^,  lo  prolungo,  e  faccio  SJ*'^  BE. 
Poi  osservo  che  il  punto 
F  cade  necessariamente  g\  /& 

dentro  dell'angolo  DAC,  '\  / 

ed  invero,  dappoiché   la  /\  --''^ 

retta  fiJ^incontra  la  retta  /      ^.''' 

5  i>  in  -B  e  la  retta  ^  C  in  /,-'■''  \ 

E^  il  raggio  EF  non  paò         ^^ ^'- 

incontrare  i  lati  dell'an- 
golo DAC  [25,  3°].  Per  conseguenza,  se  si  tira  il  rag- 
gio A  F,  questo  divide  in  due  V  angolo  D  A  C. 

Ora,  considerando  i  triangoli  FÉ  A,  BEC\  tro- 
viamo che  i  Iati  EF,  E  A  sono  per  costruzione  uguali 
rispettivamente  ai  lati  E B,  EC,  e  che  sono  eguali  gli 
angoli  ^i?J^,  C-E-B,  perchè  opposti  al  vertice.  Per- 
tanto [106]  anche  gli  altri  elementi  sono  rispettiva- 
mente ugnali,  e  in  particolare  è  : 

F{A)E   =   B{C)E. 
Ma  F{A)C  è  una  parte  di  D(A)C  ;  quindi  è  : 
B{C)A  <  D{A)C',     ossia  e     D{A)C  >  B{C)A. 

Similmente,  prolungato  il  Iato  C  A  in  H ,  si  po- 
trebbe provare  (dividendo  cioè  il  lato  AB  per  me- 
tà, ecc.  )  che  l'angolo  esterno  BAH  è  maggiore  del- 
l'angolo ABC.  Ma  è  B{A)H=  B{A)C  [129]; 
quindi  infine  D{A)C  è  maggiore  anche  ài  A{B)C. 

133.  Cor.  1".  In  ogni  trian- 
golo la  somma  di  due  angoli  è 
minore  di  due  retti. 

Dlm.  Sia  iltriangolo  ABC. 
Dico  che  la  somma  di  due  an- 
goli, ad  es.  la  somma  degli  an- 
goli ABC,  BCA,è  minore  di  due  retti, 
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Infatti,  prolungato  il  lato  BC  in  D,  si  ha  [132] 
che  ]'  angolo  interno  ABC  k  minore  dell'  esterno  op- 
posto ACD.  Aggiungendo  a  ciascuno  dei  due  angoli 
l'angolo  BCA,  si  ottiene: 

A(B)C  +  B{C)A  <  A{C)D  +  B(C)A. 
Ma  la  somma  dei  due  angoli  adiacenti  A  CD ,  BCA 
è  [126]  ugnale  a  due  retti;  per  conseguenza  la  somma 
dei  due  angoli  ABC,  BCA  è  minore  di  due  retti. 

134.  Cor.  8°.  ó'e  un  triangolo  ha  tin  angolo  retto, 
0  un  angolo  ottuso,  gli  altri  due  angoli  sono  acuti, 
giacché,  se  uno  di  questi  fosse  retto  od  ottuso,  esi- 
sterebbe un  triangolo,  nel  quale  due  angoli  darebbero 
una  somma  eguale  a  due  retti,  o  maggiore.  E  ciò  non 
può  [133]  essere. 

■35.  Se  un  angolo  dì  un  triangolo  è  retto,  il  trian- 
golo si  dice  rettangolo.  Il  lato  opposto  all'angolo  retto 
t-i  dice  ipotenusa;  gli  altri  due  lati  si  chiamano  cateti. 

Se  un  angolo  di  un  triangolo  è  ottuso,  il  trian- 
golo si  dice  ottusangolo. 

i3G.  Aas.  Abbiamo  provato  [U9,  120]  che  da  un 
punto  dato  fuori  di  una  retta  si  può  sempre  calare  su 
questa  una  perpendicolare.  Ora  possiamo  aggiungere 
che  non  se  ne  può  calare  che  una  sola.  Infatti,  se  da 
un  punto  si  potessero  condurre  a  una  stessa  retta 
due  perpendicolari  distìnte,  allora  esisterebbe  un 
triangolo  con  due  angoli  retti;  e  ciò  non  può  [134] 

137.  'f  eor.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono  egua- 
li, gli  angoli  opposti  ai  due  lati  eguali  sono  eguali. 
mm.  La  stessa  che  nel  §  108. 

135.  Oss.  Se  un  triangolo  ha  due  angoli  eguali, 
questi  sono  acuti,  giacche  non  esiste  nessun  triangolo 
[134]  nel  quale  due  angoli  siano  retti,  od  ottusi.  Pos- 
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siamo  dire  pertanto  [137]:  Gli  angoli  alla  base  di  un 
triangolo  isoscele  sono  acuti. 

13».  Se  sui  lati  di  un  angolo  acuto,  partendo  dal 
vertice,  si  prendono  due  segmenti  eguali,  e  se  ne  con- 
giungono le  estremità,  si  ottiene  un  triangolo  iso- 
scele, nel  quale  anche  [138]  l'angolo  opposto  alla 
base  è  acuto.  Esistono  dunque  triangoli,  nei  quali 
tutti  e  tre  gli  angoli  sono  acuti. 

Quando  tutti  e  tre  gli  angoli  di  un  triangolo  sono 
acuti,  il  triangolo  si  dice  acutangolo. 

I40.  Teop.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono  disu- 
guali, l'angolo  opposto  al  lato  maggiore  è  maggiore 
dell'  angolo  opposto  al  lato  minore. 

Dlni.  Nel  triangolo  ABC  il  lato  AB  sia  mag- 
giore del  lato  A  C.  Dico  che  1'  angolo  B  CA ,  opposto 
al  lato  maggiore  AB,  è  maggiore  del- 
l'angolo ABC,  che  è  opposto  al  lato 
minore  AC. 

Si  tagli  dal  lato  maggiore  AB  una 
parte  AD  eguale  ad  AC,  e  si  tiri  CD. 
Perchè  il  punto  D  cade  tra  A  e  B, 
il  raggio  CD  cade  nell'  angolo  BCA. 

Si  osservi  ora  il  triangolo  ADC.  In  questo,  poi- 
ché è  Ai)  =  AC,  gli  angoli -OCA,  A  OC  sono  [137] 
eguali  tra  loro,  E  dacché  l'angolo  BCA  è  maggiore 
di  DCA,  esso  è  maggiore  anche  dell'angolo  ADC, 
Ma  questo,  come  estemo  dei  triangolo  B  DC,  alla  sua 
volta  è  [132j  maggiore  dell'  angolo  DBC,  interno 
opposto.  Conchiudiamo  essere  B{C)A'>  A{B)C. 

■41.  TeoF.  8e  due  angoli  di  un  triangolo  sono 
eguali,  i  lati  opposti  ai  due  angoli  eguali  sono  eguali. 

»im.  Nei  triangolo  A  BC sia.  A{B)C=  B(G)  A. 
Dico  essere  AC ^  AB. 
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I  lati  AC,  AB  non  possono  infatti  essere  disu- 
guali, perchè  in  tal  caso  anche  gli 
angoli  ABC,  BOA  sarebbero  disu- 
gnali[140],e  ciò  contro  l'ipotesi. 

t4«.  Teor.  Se  due  angoli  di 
un  triangolo  sono  disuguali,  il  lato 
opposto  all'angolo  maggiore  è  mag- 

Bi iC      giove    del    lato   opposto    all'angolo 

minore. 
nini.   Nel  triangolo  ABC,  l'angolo  BCA  sia 
maggiore  dell'  angolo  ABC.  Dico  ohe  il  lato  A  B , 
opposto  all'  angolo  maggiore,  è  mag- 
giore dei  lato  A  C,  che  è  opposto  al- 
l'angolo  minore. 

E  intatti,  non  può  essere  AB^AC, 
perchè  allora  [137]  sarebbe  : 
B{C)A  =  AiB)C, 
e  ciò  contro  l'ipotesi.  Né  può  essere  AB  ■<.  AC,  per- 
chè [140]  ne  verrebbe  la  conseguenza  che  B(C)A 
sarebbe  minore  di  A{B)C,  e  ciò  nuovamente  contro 
l'ipotesi. 

ila  poiché  AB  non  può  essere  uguale  ad  AC, 
ne  minore,  esso  è  maggiore  di  questo  lato. 

143.  Cor.  In  un  triangolo  rettangolo  l'ipotenusa 
è  maggiore  di  ciascun  cateto.  In  un  triangolo  ottusan- 
golo il  lato  opposto  all'angolo  ottuso  è  maggiore  di 
ciascuno  degli  altri  lati.  [134,  142]. 

I4-1.  Teor.  Ciascun  lato  di  un  triangolo  è  mi- 
nore delia  sgomma  degli  altri  due. 

nini.  Sia  un  triangolo  qualunque  ABC.  Dico 
che  ciascun   lato  è  minore  della  somma  degli  altri 
due,  ad  es.  che  il  Iato  BC  &  minore   della   somma 
BA  ^  AC. 
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Sul  prolungamento  di  S^  si  prenda  AD  ^  AC, 
dimodoché  è  BD  =  BA  -\-  AC;&s{  tiri  DC. 

Poiché  nel  triangolo  ADC  è  . 

AD     =     AC,    abbiamo    [137]  j, ,// 

A(C)D  =  C(D)A.  Per  conse- 
guenza é  B{C)D  >  C{D)B.  Ma 
in  un  triangolo  ad  angolo  maggiore 
è  [142]  opposto  lato  maggiore  ; 
quindi  è  B D  '^  BC,  ossia: 

BA  -i-  AC  >  BC. 

143.  Coi-.  Ciascun  lato  di  un  triangolo  è  mag- 
giore della  differenza  degli  altri  due. 

Dìm,  Sia  il  triangolo  ABC.  Dico  che  un  lato 
qualunq^ue,  ad  es,  il  lato  BC,è  maggiore  della  dif- 
ferenza gli  altri  due. 

Nel  caso  che  i  lati  AB,  AC  siano  eguali,  la 
differenza  è  nulla,  e  il  teorema  sussiste.  Imaginia- 
mo  che  AB  ed  ^C siano  disuguali,  e  sia  AB,  ad  es,,  il 
maggiore.  Ora,  perchè  [144]  ciascun  lato  di  un  trian- 
golo è  minore  della  somma  degli  altri  due,  abbiamo  : 

BC  ■}-  AC>   AB. 

Togliendo  dai  due  membri  il  segmento  A  C,  otteniamo: 

BC  >   AB  —  AC. 

14©.  Oss.  Abbiamo  veduto  [102]  che  é  sempre 
possibile  costruire  un  triangolo,  i  cui  Iati  siano  rispet- 
tivamente ugnali  a  tre  dati  segmenti,  quando  ciascuno 
di  questi  è  minore  della  somma  degli  altri  due.  Ora 
possiamo  aggiungere  che  queste  condizioni,  che  al- 
lora sì  son  trovate  sufficienti,  sono  anche  necessarie. 
Infatti,  se  una  non  fosse  sodisfatta,  e  ciò  non  per- 
tanto ai  potesse  costruire  un  triangolo,  in  tal  caso  esi- 
sterebbe nn  triangolo,  nel  quale  un  lato  sarebbe  uguale 
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alla  somma  degli  altri  due,  o  maggiore.  E  ciò  non 
può  [144]  darsi  (*). 

14*.  Tcor.  //  segmento^  che  unisce  un  vertice  d'un 
triangolo  con  un  punto  del  lato  opposto,  e  minore  di 
uno  almeno  degli  altri  due  lati. 

Dilli.  Nel  triangolo  ABC  unisco 
il  vertice  A  con  nn  pimto  D  qualun- 
que del  lato  opposto  BC.  Dico  che 
AD  è  minore  di  uno  almeno  dei  lati 
AB,  AC. 

Infatti,  gli  angoli  BDA,ADC 
o  sono  retti ambidne,  e  allora  AD  è  minore  [143]  di 
ambidae  i  lati  AB,  AC.  Oppure  i  due  angoli  sono 
disuguali,  e  in  tal  caso  uno  dei  due  è  ottuso,  e  allora 
AD  è  necessariamente  minore  [143]  di  quello  dei  lati 
AB,  AC  che  è  opposto  all'angolo  ottuso. 

148.  Cor.  In  un  triangolo  isoscele  il  segmento, 
che  unisce  un  punto  della  base  col  vertice  opposto,  è 
minore  dei  lati  eguali;  ed  il  segmento,  che  unisce  un 
punto  d'un  prolungamento  della  base  col  vertice  op- 
posto, è  maggiore  dei  lati  eguali. 

Relazioni  tra  elementi  di  due  trìangsii. 

ti».  Tenr.  tic,  due  triangoli  hanno  due  lati  e 
l'angolo  compreso   rispettivamente   uguali,  anche  gli 


(")  Cogliamo  r  occasione  per  far  notare  come  la  riso- 
luzione d'un,  problema  possa  gettar  luce  sopra  un  teorema. 
Ad  es.,  se  non  si  fosse  ancora  risoluto  il  problema  del  §  101  (e 
fatta  l'osservazione  susseguente),  si  potrebbe  pensare  clie  ci 
fosse  un  teorema  più  perfetto  di  quello  del  §  144,  per  esem- 
pio questo  che  ciascnn  lato,  anche  se  aumentato  d'un  suo 
quarto,  è  superato  dalla  somma  degli  altri  due  lati. 
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altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali,  e  anche  i 
triauffoli  sono  eguali. 

Dilli.  La  stessa  che  nel  §  106. 

I50.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  ri- 
spettivamente uguali  e  l'angolo  compreso  disuguale,  t 
terzi  lati  sono  disuguali;  e  il  maggiore  è  nel  triangolo 
che  ha  l'angolo  maggiore. 

Uini,  Siano  i  due  triangoli  j4  BC,  DE F,  e  sia,  in 
essi  AB~DE,AC=DF  e  C(A)B  >  F{D)E. 
Si  tratta  dì  provare  che  è  BC  >■  EF. 

A  tal  fine  dall'an- 
golo maggiore  CA  B  e  y.  ^ 
dalla  parte  di  AB,  sup-                 /j  \                   // 
posto  che  sia  AB  egna-            y'      1     \            /^   J 
le  o  minore   di  AC,  si      ^  x—- ^        \         \     / 
tagli  via  [123]  un  ango-             XCrT^T:::^             ■-/ 
\o  HAB  che  sia  uguale               /^ 
al  minore  F{D)E.  Sia 

K  il  punto  in  cui  il   raggio   AH  incontra    [61]    il 
Iato  BC. 

Quando  sia  AB  "^  AC,  il  segmento  AK  k  mi- 
r.ore  [148]  di  ambidue  questi  lati.  Quando  poi  e 
AB  <,AC,  essendo  -4 ^minore necessariamente  [147] 
di  uno  almeno  di  questi  due  Iati,  esso  è  certamente 
minore  di  AC.  Per  conseguenza,  se  sul  raggio  AKai 
prende  un  segmento  A  H,  che  sia  eguale  ad  A  C,  il 
punto  H  cade  necessariamente  fuori  del  triangolo 
M-BC.  Si  tirine.  (*). 

(*)  Se  ei  volesse  dimostrare  codesto  teorema  indipenden- 
temente dal  lemma  147,  si  direbbe:  Poicbè  il  lato  AC h  uguale 
o  maggiore  di  jIB,  l'angolo  ABC  è  uguale  o  maggiore  di 
BCA.Ma.èA{K)G>  AIB)C;  quinAi  è  A{K)C>  K(C)  A,  6 
per  conseguenza  è  AO  AK.  Ecc. 
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Ora,  confrontando  i  triangoli  ABH,  DEF,  tro- 
viamo che  hanno,  AB  ^^  DE,  AH  ^  DF  (perchè  è 
AC=  DF),  &à.H{A)B  =  F{D)E.  Per  conseguen- 
za [106]  qBH=EF. 

Ora  si  osaervi  il  triangolo  AHC.  Essendo  in  esso: 
AC  =  AH, 
tg\ìh[lO^A{H)C=H{C)A.MAhB{H)C^A{H)a 
ed  ff(C)^>-ff(C)S;  quindi  è  B{H)C>  H{C)B. 
Per  conseguenza  [142]  nel  triangolo  BHC  egli   è 
5C>iìif.MaèB^=£F,quindi infine  èSC>£F. 
Cosi  resta  dimostrato  che,  ecc. 
lAi.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  i  lati  rispet- 
twamente  uguali  anche  gli  angoli  opposti  ai  lati  eguali 
nono  rispettivamente  uguali;  e  anche  i  triangoli  sono 
eguali. 

Dim,    Nei   triangoli 
ABC,DEFsia.AB~DE, 
AC  =  DFeBC  =EF. 
Si  deve  provare  anzitutto 
1  ,  »        che   gli  angoli   opposti   ai 

B  CE  F       lati  eguali  sono  eguali. 

Consideriamo,  ad  es,, 
i  due  angoli  CAB,  FDE.  Essi  non  possono  essere 
disuguali,  perchè  in  tal  caso,  essendo  AB  ^  DE 
&dAC  =  DF,i  due  Iati  BC,  £^  sarebbero  disugua- 
li [150],  e  ciò  contro  l'ipotesi. 

Ma  ora  i  due  triangoli,  poiché  hanno  AB  ^  DE 
A  C~  Z» i^ed  eguali  gli  angoli  C(^)-B,  F{D)E,  hanno 
rispettivamente  ugnali  gli  altri  angoli  [149],  ed  essi 
stessi  sono  eguali  tra  loro. 

153. 088.  Ora  possiamo  indicare  una  costruzione, 
più  comoda  in  pratica  di  quella  insegnata  nel  §  123^ 
per  risolvere  il  problema  ivi  indicato. 
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Infatti,  se  s::i  A  BC  l'angolo  dato,  ed  FÉ  il  rag- 
gio dato,  basta  prendere  sui  lati  dell'  angolo  dato  due 
punti  H,  K  ad  ar- 
bitrio, e  poi,  preso 
sulla  DE  Mn  seg- 
mento FX^  Ji  K, 
costruire  dalla 
banda  assegnata, 
un  triangolo  MFX, 

i  cui  altri  Iati  FM,  il/ i\' siano  eguali  rispettivamente 
ai  segmenti  B  H,  HK.  E  si  noti  che  la  costruzione 
di  così  fatto  triangolo  è  sempre  possibile  [102],  per- 
chè i  tre  segmenti  BK,  BH,  HK,  ai  quali  devono 
essere  uguali  i  lati  del  triangolo  da  costruire,  so- 
disfanno [144]  appunto  alle  condizioni  che  ciascuno 
sia  minore  della  somma  degli  altri  due. 

L'angolo  MFN',  costruito  in  questo  modo,  e  l'an- 
golo dato  ^Bf?  sono  poi  eguali,  perchè  [151]  opposti 
a  Iati  eguali  in  triangoli,  che  hanno  per  costruzione 
i  lati  rispettivamente  uguali. 

ISS,  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  ri- 
spetHvamenfe  uguali  e  il  ferzo  lato  disuguale,  al  lato 
maggiore  è  opposto  angolo  maggiore. 

nim.  Nei  triangoli  ABC,  DEFsÌaAB  ~  DE, 
AC^DF  e  BOEF. 

Dico  che  l'angolo  in  ^  è  ^  ^ 

maggiore  deìì'angolo  in  D. 

Infatti,  non  si  può  am- 
mettere che  questi  due  an- 
goli siano  eguali,  giacché 
allora,  essendo  nei  due 
triangoli  due  lati  e  l'an- 
golo compreso  rispettivamente  uguali,  sarebbe  [149] 
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BC ^  EF,  e  ciò  contro  l'ipotesi.  Né  l'angolo  in  A 
può  essere  minore  dell'angolo  in  D,  perchè  ne  se- 
guirebbe [150],  pure  contrariamente  all'ipotesi,  es- 
sere BC  <  EF.  L'angolo  in  ^  è  quindi  maggiore 
dell'angolo  in  D,  come  d.  d. 

134.  Teer.  Su  due  triangoli  hanno  mi  lato  e  due 
angoli  sìmi'.mente  disposti  rispettivamente  uguali^  an- 
che gli  altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali  ;  e 
anche  i  triangoli  sono  egtiali. 

nini.  Nella  dimostrazione  bisogna  distinguere 
due  casi,  perchè  i  due  angoli  o  sono  entrambi  adia- 
centi al  lato  che  si  considera,  oppure  uno  è  adiacente 
e  l'altro  è  opposto. 

}ieìiTÌ&-agolìABC,DEFsì&:BC=EF,A{B)C 
=  D(E)F,  e  poi  sia  o  B{C')A  =  E(F)D,  oppure 
C{A:B  =  F{D)E. 

E  chiaro  che  tutto  sta  a 
/\  jK  provare  l'eguaglianza  dei  due 

>s  \  /  \         pvti  AB,  DE,  giacché  così  ci 

/      ~\\  /        \     ^^  riduce  al  caso,  in  cui  i  due 

^ ^       L — _..  A   triangoli  hanno  due  lati  e  l'an- 
golo compreso  rispettivamente 
uguali. 

Supponiamo,  se  può  essere,  che  AB  Q  DE  siano 
disuguali.  Uno  dei  due  sarà  il  maggiore  ;  supponiamo 
sia  AB>  D  E.  Allora,  fatto  Bll=  D  E,  si  tiri  CH, 
che  cade  necessariamente  entro  l'angolo  BCA. 

Ora,  poiché  nei  due  triangoli  HBC,  DEE  è 
BC=EF,HB  =  DEeàII{B)C^D{E)E,è[U9] 
eLncheBiC)H=E{F)D    e    C{11)B  =  F{D)E. 

Ora,  nel  primo  caso,  essendo  E{F)D  =  B{C)A; 
si  conchisde  essere  B(C)H^  B{C)A.  Il  che  è  falso. 

Nel  secondo  caso,  essendo  C(A)B^  F{D  E,  si 
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concHude  essere  C{H)B  ^  C{A)B.  Ma  ciò  è  pur 
falso,  perchè  l' angolo  esterno  di  im  triangolo  non  è 
uguale,  ma  [132]  maggiore  di  ciascuno  dei  due  intemi 
opposti.  E  dunque  necessariamente  AB  ^  DE,  e 
così  [149]  rimane  dimost:"ato  per  entrambi  i  casi  che, 
se  ecc. 

155.  tTeoi-.  Se  due  triangoli  rettangoli  Hanno 
l'ipotenusa  e  un  cateto  rispettivamente  uguali,  anche 
gli  altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali,  e  anche 
i  triangoli  sono  eguali. 

Itlm,      Nei     triangoli 
ABC\DEF,  rettangoli  in  A 

C  ed  F,  aia  AB  =  DE  ed  ^^\,^^ 

AC  =DF.  Manifestamea-  ^-^        ]r ------- 

te,  se  possiamo  provare  l'è-  o 

guaglianza  degli   angoli  in         ^      x<^  \ 
B  ed  E,  la  proposizione  è  '^ — — — ^F 

dimostrata.  [154]. 

A  tal  fine,  prolungato  BC,  si  faccia  CH  ^  EF^ 
e  si  tiri  A  H.  Se  ora  si  confrontano  i  triangoli  AC  H, 
DÈF,  sitrova  che  hanno  JC^Z)F,Cfl=£-P'ed 
eguali  gli  angoli  in  C  ed  F,  perchè  retti  amhidue  ;  il 
secondo  per  ipotesi;  il  primo,  perchè  adiacente  del- 
l'angolo BCA,  che  è  retto.  Per  conseguenza  [149]  è 
AH  ^  DE  e  C{H)A  =  D{E}F.  Ma  per  dato  è 
AB  ^  DE;  quindi  è  anche  AB  ^  AH,  e  per  conse- 
guenza è  A{B)C^  C{H)A.M.s.  dianzi  abbiamo  pro- 
vato essere  C(//)  .4^  U (fi) ^.Quindi infine  è  anche: 

A{B)C  =  D{E)F. 

E  così  resta  dimostrato  [154]  che,  ecc. 

tue.  Te«r.  Se  in  due  triangoli  rettangoli  le  ipo- 
tenuse sono  eguali,  e  un  cateto  dell'uno  è  maggiore  di 
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un  cateto  del  secondo^  l'altro  cateto  del  primo,  trian- 
golo è  minore  del  rimanente  cateto  del  secondo. 

nini.  Nei  triangoli  ABC,  DEF,  rettangoli  in  S 
e  in  E,  sia  ^C  =  DF  ^.  BC  >  EF.  Dico  essere 
AB  <DE. 

Si  costruisca  in  d'angolo  jiCiT eguale  a.E(F)D, 

e  fatto  CH=EF,  sì  tirino  ^^  ed  HB.  Poiché  i 

triangoli  ACH,  DFE  hanno  due  Iati 

\„       e   l'angolo    compreso    rispettivamente 

A^r-'v''^        uguali,   egli   è   [149]   AH   =  DE    e 

|>C     \       C{H)A    =   D{E)F.    Cosi,    essendo: 

^V'.'. — ^^c    BC  >  EF  s  A{B)C  =  D{E)F,eg\i 

è:BO>  CH  e   C{H)A  =  A{B)C. 

Ora  dal  triangolo  B  C  H,  essendo 
BC  >    CH,    abbiamo   [140]  : 
^' — ' — ""  C{H)B->  H{B)C. 

Per  conseguenza,  essendo  C(H)A  ^  A{B)C  {*), 
abbiamo  B{H)A  <  A{B)H,  epperó  [142]  è 
AB  <.  AH,^  quindi  anche  AB  <  DE^  come  d.  d. 

Perpendicolari  ed  oblique. 

t&l.  Sappiamo  [120]  che  per  un  punto  dato  fuori 
di  una  retta  si  può  sempre  condurre  una  retta,  che  sia 
perpendicolare  alla  retta  data.  Sappiamo  [136]  di  più 
che  la  perpendicolare  è  unica,  che  cioè  ogni  altraretta, 
che  passi  per  il  punto  dato  e  incontri  la  retta  data,  è 
obliqua  a  questa  retta,  fa  con  questa  angoli  disuguali. 

II  segmento  della  perpendicolare  suaccennata, 
compreso  tra  il  punto  e  la  retta,  si  suol  chiamare,  sen- 

(*)I1  segmento  i/iì  taglia  AC  s  quindi  gli  angoli  CHA, 
^BC, perchè  ciascuno  degli  aiigoliBC'ff,if^B,  come  som- 
ma di  angoli  acuti  di  triangoli  rettangoli,  è  minore  di  due  retti. 
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z' altro,  la  perpendicolare  tirata  dal  punto  aìla  retta; 
e  l'estremità,  che  il  segmento  ha  sulla  retta,  è  detto 
il  piede  della  perpendicolare. 

Cosi  per  obliqua  condotta  da  un  punto  a  una  retta 
s'intende  quel  segmento  di  nna  obliqua,  che  è  com- 
preso tra  il  punto  e  la  retta. 

158.  Il  segmento,  compreso  tra  il  piede  della 
perpendicolare  e  quello  di  una  obliqua,  condotte  da 
uno  stesso  punto  a  una  medesima  retta,  si  dice  proie- 
zione dell'  obliqua  sulla  retta. 

lAO.  E  più  generalmente  s'intende  per  proie- 
zione di  un  segmento  dato  sopra  una  retta  data  il  seg- 
mento compreso  tra  i  piedi  delle  perpendicolari  ca- 
late sulla  retta  dalle  estremità  del  segmento. 

ano.  Teor.  La  perpendicolare.jtirata  da  un  punto 
a  una  retta,  è  minore  d' ogni  obliqua;  se  due  oblique 
hanno  proiezioni  eguali,  esse  sono  eguali;  se  hanno 
proiezioni  disuguali,  quella  che  ha  proiezione  mag- 
giore è  maggiore. 

UliH.  Da  un  punto  0  siano  condotte  a  una  retta 
AB  la  perpendicolare  OC  e  un'obliqua  qualsivo- 
glia OD.  Poi  fatto  C.E=  CD,  si  tiri  OE.  Inline, 
preso  un  segmento  CH  >  CE,  si  tiri  OH.  Si  deve 
provare  che  la  perpendicolare  OC  è  minore  dell'  obli- 
qua OD;  che  le  due  oblique  OD,  OE  (che  hanno 
proiezioni  eguali  CD,  CE) 
sono  eguali;   e  che   l'obli-  q 

qua  OH  è   maggiore  del-  .X^^[\ 

l'obliqua  OE,  perchè  CH,  ij^X      j    \ 

proiezione    della   prima,   è         AH  e         £  B 

maggiore  di  CE,  che  è  la 
proiezione  della  seconda. 

Per  la  prima  parte  del  teorema  basta  ramraen- 
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tare  ohe  in  ogni  triangolo  rettangolo  l'ipotenusa  è 
maggiore  dei  cateti  [143];  egli  è  perciò  OC  <^  OD. 

Per  la  seconda  parte,  considero  i  triangoli  OCD^ 
OC  E.  Essendo  OC  comune, 

CD  =  CE    e     D{C)0  =  0{C)E, 
è  anche  [149]  0D  =  0E. 

Per  provare  inline  che  è  OH  '~>  OE,  dal  mag- 
gior segmento  CH  si  tagli  la  parte  CD  eguale  al  mi- 
nore CjG,  e  si  tiri  OD.  Le  due  oblique  OD,  OE, 
come  quelle  che  hanno  proiezioni  eguaU,  sono  eguali. 
Edora  si  osservi  che  H{D)  0,come  estemo  del  trian- 
golo ODC,  è  maggiore  dell'interno  opposto  D(C)0. 
E  poiché  questo  è  retto,  H{D)0  è  ottuso.  Ne  se- 
gue [143]  essere  Oi^  >  OD. 

S«l.  La  perpendicolare,  calata  da  un  punto  so- 
pra una  retta,  si  dice  distanza  del  punto  dalla  retta. 
IBS.   La  retta  perpendicolare  ad  un  segmento 
nel  punto  di  mezzo  si  dice  asse  del  segmento. 

Itì*.  Teor.  //  luogo  dei  punti  equidistanti  da 
due  punii  dati  è  l'anse  del  segmento  che  unisce  i  due 
punti. 

Dia».  Siano  A  e  B  due  punti  dati,  Cil  punto  di 
mezzo  del  segmento  AB,  e  DE  la  retta  perpendico- 
lare ad  AB  nei  punto  C.  Si 
deve  provare  [86]  che  ogni  punto 
della  retta  DE  è  eijuidiatante 
da  ^  e  -S  ;  e  che  ogni  punto,  che 
non  sia  sulla  DE ,  ha  dai  punti 
A  e  B  distanze  disuguali. 

Sulla  DE  si  prenda  ad  ar- 
bitrio uu  punto  E,  0  lo  si  unisca  con  A  e  con  B.  Le 
due  obhque  FA,  FB,  perchè  hanno  proiezioni  eguali 
AC,  CE,  sono  eguali. 


Hosted  by 


Google 


—  64  — 

Ora  si  prenda  ad  arbitrio  un  punto  //  fuori  della 
retta  DE,  e  io  si  unisca  eoi  punti  A,  B  e  C.  Si  os- 
servi intanto  che,  essendo  //fuori  della  DE.  la,  retta 
CH  non  può  coincidere  conia  perpendicolare  DE, 
epperò  essa  fa  con  la  ^B  angoli  disuguali.  Cosi  i 
due  triangoli  HCA,  HC B  hanno  CH  in  comune, 
AC^CB,  ma  l'angolo  compreso  disuguale;  quin- 
di [150]  i  lati  HA,  HB  sono  disuguali  (*). 

In  conchiusione  tutti  e  unicamente  i  punti,  che 
giacciono  sulla  DE,  hanno  la  proprietà  di  aver  di- 
■stanze  uguali  dai  due  punti  Ae  B. 

164.  Te»r.  Il  luogo  dei  punti  equidistanti  da  due 
rette  che  si  tagliano  è  composto  dalle  bisettrici  degli 
angoli  formati  dalle  rette  stesse. 

nim.  Siano  le  rette  AB,  CD,  che  si  tagliano 
nel  punto  E . 

1".  Preso  nn  punto  sopra  una  delle  bisettrici  de- 
gli angoli  formati  dalle  rette  date,  , 
ad  es.  il  punto  F,  da  questo  punto 
si  tirino  le  FH,  FK  perpendico- 
larmente alle  rette  date,  e  si  con- 
siderino i  triangoli  EFH,  EFK. 
Poiché  in  essi  il  lato  EF  è  co- 
mune, gli  angoli  m  H  &  K  sono 
retti,  e  per  ipotesi  è  : 

F{E)H  =  K{E)F, 
©anche  [154]  F/T  =  FK.  Pi 

2".  Si  prenda  ora  ad  arbitrio,  fuori  delle  biset- 
trici, vin  punto  L,  e  si  tirino  le  LM,  L  A' perpendico- 


(*)  Questa  dimoatrazioue 
preao  sulla  AB;  ma  in  q^uesto 
aoao  dianguali,  perchè  uou  vi  „  ,_— ^ 
punto  C)  che  dimezzi  il  segmento  AB 


vale  (juando  il  punto  H  sia 
-j  le  sue  distanze  da  ^  e  .B 
[122]  che  un  punto  solo  (il 
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lari  alle  rette  date,  e  si  unisca  L  con  E  (*).  Osser- 
vando i  due  triangoli  rettangoli  LEM,  LEN,  si 
vede  che,  poiché  hanno  l'ipotennsa  in  comune,  se 
avessero  eguali  i  cateti  L  M,  L  A',  sarebbero  egua- 
li [155]  gli  angoli  MEL,  LEN,  e  ciò  contro  l'ipotesi 
che  L  non  sia  su  alcuna  delle  bisettrici.  Le  distanze 
LM,  LX  sono  dnnque  disugnali;  e  cosi  resta  dimo- 
strato che,  ecc.  (**). 

ISA.  Osa.  Si  noti  che  !e  bisettrici,  a  due  a  due, 
sono  per  diritto.  Infatti,  ad  es.,  i  due  angoli  QEC, 
PEI),  perchè  metà  di  angoli  eguali,  sono  eguali  ;  ep- 
però,  essendo  EC  ed  ED  per  diritto,  sono  per  di- 
ritto [130]  anche  i  raggi  EQ  ed  EP. 

Poligoni. 

i«S.  Dati  in  un  certo  ordine  n  punti  A^,  A^, 
A 3,...  A„_i,  A„,  tali  che  tre  consecutivi  qualun- 
que {***)  non  siano  in  una  stessa  retta,  unendo  me- 
diante un  segmento  ciascun  punto  col  seguente  e  l'ul- 
timo punto  col  primo,  si  forma  una  figura  che  si  chiama 
poligono. 

I  punti  dati  si  dicono  i  vertici  del  poligono  ;  i  seg- 
menti sopra  indicati  si  dicono  i  lati. 

Un  polìgono  si  indica  nominando  successivamente 


(*)  La  dimostrazione  non  vale  per  il  caso  ir  cui  il  punto 
i  (diverso  da  E)  appartenga  ad  una  delle  due  retta  date. 
Ma  per  questo  caso  il  teorema  è  vero  manifestamente. 

(**)  Se  jlf  od  jV  coincidesse  con  È',  le  perpendicolari  sa- 
rebbero disuguali,  perchè  una  sarebbe  perpendicolare  e  l'altra 
obliqua  ad  una  delle  rette  date.  [160], 

(*»*)  Consideriamo  come  consecutivi  anche  i  tre  A'  ~i, 
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i  vertici  nell'  ordine  in  cni  sono  dati  o  nell'  ordine 
opposto.  Si  può  anche  cominciare  da  un  vertice  qua- 
lunque; in  tal  caso  l'ultimo  ed  il  primo  si  considerano 
come  due  vertici  consecutivi. 

Se  ci  sono  lati,  i  quali  abbiano  comune  un  punto 
che  non  sia  un  vertice,  il  poligono  si  chiama  infrec- 
ciato. Noi  escludiamo  poligoni  cosi  fatti  dalle  nostre 
considerazioni. 

Se  tutti  i  vertici  e  quindi  anche  tatti  i  lati  di  un 
poligono  giacciono  in  uno  stesso  piano,  il  poligono  si 
dice  piano;  altrimenti  è  gobio. 

Un  poligono  piano  si  dice  convesso  se,  rispetto 
alla  retta  a  cui  appartiene  un  suo  lato  qualunque,  tutti 
gli  altri  lati  cadono  da  una  stessa  banda. 

Rammentiamo  che  nella  Planimetria  non  si  con- 
siderano altro  che  poligoni  piani  ;  e  quando  diremo  di 
qualche  proprietà  di  un  poligono  in  generale  inten- 
deremo sempre  che  il  poligono  sia  convesso. 

Un  poligono  piano  è  una  linea  chiusa,  dalla  quale 
il  piano  resta  diviso  in  due  parti.  La  parte  finita  si 
dice  superficie  del  poligono  ;  ed  ogni  suo  punto  (  che 
non  sia  però  su  nessun  lato)  si  dice  interno  al  poli- 
gono ;  qualunqiie  punto  dell'  altra  parte  si  dice  esterno 
al  poligono. 

Spesso  la  superfìcie  di  un  poligono  si  accenna  di- 
cendola semplicemente  poligono,  senz'altro. 

La  linea  formata  dai  lati  di  un  poligono  si  dice 
contorno  del  poligono  ;  ed  il  segmento,  che  si  ottiene 
sommando  i  lati  di  un  poligono,  si  dice  perimetro  del 
poligono. 

In  un  poligono  convesso,  gli  angoli  convessi,  for- 
mati ciascuno  da  due  lati  consecutivi  del  poligono,  si 
diconO;  senz'  altro,  gli  angoli  del  poligono.  Gli  adia- 
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centi  degli  angoli  di  \in  poligono   si    dicono  angoli 
esterni  del  poligono. 

Ciascun  angolo  di  un  poligono  si  dice  compreso 
dai  Iati  che  Io  formano,  e  adiacente  a  ciascnno  di 
questi  lati. 

Quanti  sono  i  vertici  di  un  poligono,  tanti  sono  i 
lati,  tanti  gli  angoli. 

Secondo  che  il  numero  dei  lati  è  3,  4,  5,  6,  .  .  , 
8,  ...  10, ...  12  ...  15  ...,  il  poligono  si  dice  trian- 
golo, quadrangolo,  pentagono,  esagono, . . .  ottagono, . . . 
decagono,  .  .  .  dodecagono,  .  .  .  pentedecagono  .  .  . 

Un  poligono,  che  abbia  tutti  i  lati  eguali  tra 
loro,  si  dice  equilatero  ;  ae  ha  tutti  gli  angoli  eguali 
tra  loro  si  dice  equiangolo  ;  infine,  se  ha  ad  un  tempo 
tutti  i  lati  eguali  e  tutti  gli  angoli  eguali,  il  poligono 
si  dice  regolare. 

1«9.  Sopprimendo  un  lato  di  un  pohgono,  resta 
una  linea  che  si  dice  spezzata.  Le  estremità  del  lato 
soppresso  si  dicono  estremità  della  spezzata;  ma  si 
possono  dire  anch'  esse  vertici  della  spezzata.  Allora 
in  una  spezzata  il  numero  dei  vertici  è  di  una  unità 
maggiore  del  numero  dei  Iati.  Del  resto  una  spezzata 
può  essere  piana  o  gobba,  intrecciata  o  no,  convessa 
o  non  convessa, 

l«8.  Qualunque  segmento,  che  abbia  le  sue 
estremità  sul  contorno  di  una  figura,  e  non  giaccia 
interamente  sul  contorno  di  essa,  si  dice  corda  della 
figura. 

In  un  poligono  una  corda,  che  abbia  le  sue  estre- 
mità in  due  vertici  (non  successivi),  si  dice  diagonale 
del  poligono. 

le».  Anticipiamo  la  spiegazione  di  alcune  altre 
denominazioni,  affine  di  poterne  far  uso  negli  esercizi. 
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In  un  triangolo  la  corda,  che  unisce  un  vertice 
col  punto  di  mezzo  del  lato  opposto,  si  dice  mediana, 
corrispondente  a  quel  vertice  o  a  quel  lato.  In  ogni 
triangolo  ci  sono  tre  mediane. 

In  un  triangolo  la  corda,  che  dimezza  un  angolo, 
si  chiama  bisettrice,  corrispondente  a  quell'angolo,  o 
al  lato  opposto,  svil  quale  finisce.  In  ogni  triangolo  vi 
sono  tre  bisettrici. 

In  ogni  triangolo  la  perpendicolare,  tirata  da  un 
vertice  sul  lato  opposto  (distanza  di  quel  vertice  da 
quel  lato)  si  dice  altezza  del  triangolo,  corrispon- 
dente a  quel  vertice,  o  a  quel  lato.  In  ogni  triangolo 
vi  sono  tre  altezze. 

Per  brevità,  talvolta,  si  accenna  un  angolo  di  ini 
triangolo  coji  la  sola  lettera  maiuscola,  che  indica  il 
vertice  ;  e  il  lato  opposto  con  la  stessa  lettera  mi- 
nv  scola. 

Dinoteremo,  rispettivamente,  la  mediana,  la  bi- 
settrice e  V  altezza  uscenti  dal  vertice  A  { corrispon- 
denti al  lato  a)  coi  simboli  m„,  i,, ,  ft^;  e  coup  ii 
perimetro. 

Talvolta  in  un  triangolo  isoscele  si  dice  vertice, 
semplicemente,  il  verti-ce  opposto  alla  base  {}>).  E 
per  lato  (?),  senz'altro,  si  deve  intendere  uno  dei 
lati  eguali. 

Due  punti  si  dicono  simmetrici  rispetto  all'aw- 
se  [162]  del  segmento  che  li  imisce. 

i70.  Teor.  Una  retta  non  può  avere  in  co- 
mune col  contorno  di  un  poligono  convesso  piU  di  due 
plinti. 

nini.  Infatti,  se  la  retta  avesse  in  comune  col 
contorno  un  terzo  punto,  uno  dei  tre  punti  cadrebbe 
necessariamente  tra  gli  altri    dne,  e  allora  la  retta 
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a  cui  appartiene  Ìl  Iato  che  passa  per  qael  punto 
lascerebbe  gli  altri  due  punti  da  bande  opposte;  e 
ciò  contro  l' ipotesi  clie  il  poligono  sia  convesso. 

HI.  Teor.  Ciancun  lato  di  un  poligono  qualun- 
que è  minore  della  xomma  di  iutti  gli  altri. 

DIm.   Sia   un   poligono   qualunque   ABCDE. 

Dico  che  uno  qualunque  dei  lati,  ad  es.  il  lato  A  B, 

è  minore  della  somma  di  tutti  gli  altri.  Perciò  unisco 

il  vertice  A  con  tutti  gli  altri  vertici  del  poligono, 

eil  osservo  clie,  essendo  [144]  nel 

"  tris.ago\o  ABC,  AB  <BC^  AC, 

jf-rrr-\         e  nel  triangolo  4  CU, 
!/'>''       \  AC  <  CD^AD, 

F 1        egh  è  AB  <BC^CD^AD. 

Infine,  essendo  nel  triangolo: 
ADE,  AD   <  DE  Ar  EA,  abbiamo: 

AB   <  BC  -f   CD  -\-   DE  ^  EA. 

I^e.  Cor.  Il  perimetro  d' una  spezzata  è  mag- 
giore del  segmento  die  ne  unisce  le  estremità. 

113.  TeoF.  Un  raggio,  uscente  da  impunto  interno 
ad  un  poligono,  incontra  il  contorno  del  poligono. 

nim.  Infatti,  unendo  quel  punto  con  tutti  i  vertici 
del  poligono,  si  trova  che  quel  raggio  in  uno  dei  trian- 
goli risultanti  incontra  [61]  il  lato  opposto  al  vertice 
end' esce,  e  quel  lato  è  parte  del  contorno  del  po- 
ligono. 

IT*.  In  un  piano  un  poligono  si  dice  inviluppato 
da  un  altro  poligono,  se  esso  è  una  parte  di  questo 
poligono  { o  in  altre  parole,  se  nessun  punto  del  con- 
torno del  primo  poligono  è  esterno  al  secondo). 

115.  Teor.  Il  perimetro  di  un  poligot 
è  minore  del  perìmetro  di  qualunque  altro  j 
che  lo  inviluppi. 
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Diin.  Sia  il  poligono  convesso  ABCDEF,  e 
AHKLMKOnn  altro  poligono  che  Io  inviluppa.  Vo- 
glio provare  ciie  il  perimetro  dei  primo  è  minore  del 
perimetro  del  secondo. 

A  tal   fine,  perchè  i   vertici 
D  %A  F  del  primo  poligono   ea-  j^-        i/A 

dono    nell'  interno    del    secondo,         0^^^-^^~~'- -  - 
prolungo  CD  ed  EF  fino  ad  in-        ^  /yN 

centrare   in   P  e    Q   Ìl  contomo     oA^'^-s  y'^  / 

dell'inviluppante.  Ed  ora,  essendo       ^~~~~-^iA^— ^ 
[144]: 

DP-\-  PE  >  DE,  ed  FQ-\-QA>  FA, 
il  perimetro  del  poligono  ABCFEQ  è  maggiore  del 
perimetro  del  i-oligono  ABCDEF.  E  perchè  la  spez- 
zata CKLMP  è  maggiore  del  segmento  CP  col 
quale  ha  in  comune  le  estremità,  e  la  spezzata  SA' OQ 
e  maggiore  Ai  EQ,eà  è  AH  -\-  HB  >  ^5,  il  peri- 
metro del  poligono  AHKLMNO  è  maggiore  del 
perimetro  del  poligono  j1Z?CPSQ.  Per  conseguen- 
za il  perimetro  del  poligono  AHKLMNO  è  mag- 
giore del  perimetro  del  poligono  ABCDEF. 

I9«.  Cor,  1°.  Se  due  poligoni,  uno  dei  quali  invi- 
luppa l'altro,  hanno  parte  del  contorno  in  comune,  il 
teorema  precedente  ha  luogo  anche  prescindendo  dalla 
parte  del  conforno  che  è  comune. 

m.  Cor.  a°.  La  somma  dei  segmenti,  che  uni- 
scono ttn  punto  preso  nelV  interno  di  un  triangolo  con 
le  estremità  d'un  lato,  è  minore  della  somma  degli 
altri  due  lati.  [176]. 

1*8.  T«or.  Se  in  due  poligoni  d'egual  numero  di 
lati,  prescindendo  da  un  iato  e  dagli  angoli  ad  esso 
adiacenti,  sui  quali  non  si  fa  nessuna  ipotesi,  tutti  i 
lati  e  gli  angoli  sono  ordinatamente  uguali,  anche  quel 
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lato  e  quegli  angoli  sono  rispettivamente  uguali,  ed 
anche  t  poligoni  sono  eguali. 

Dilli.  Nei  poligoni  d'egual  numero  dilati  ABCDE, 

FHKLM,    pre- 

^'  .  j      scindendo  dai  Iati 

Oj,^^^  4ì:,  i^Medagli 

angoli  ad  essi  a- 
D  \   ^      diacenti  (sui  quali 

/  non  si  fa  nessuna 

B  e  1 1 K  ipotesi),  i  Iati  e  gK 

angoli  siano  ordi- 
natamente (*)  uguali. 

Sovrapponiamo  l'angolo  B  all'angolo  H  in  modo 
elle  il  lato  B  j1  cada  sul  raggio  HF.  Essendo  BA^  HF, 
il  punto  ^  cadrà  in  /-'.  Eassndo  A(B)C=  F{I1)K, 
il  lato  BC  cadrà  sul  raggio  HK.  Essendo  BC  ^  IIK, 
il  punto  C  cadrà  in  K.  Così,  continuando,  si  trova  che 
i  poligoni  coincidono  compiutamente  ;  epperò  resta 
provato  che,  ecc. 


(*)  Dicendo  che  i  lati  e  gli  angoli  dei  poligoni  sono  ordi- 
natamente uguali,  s' intende  dire  che  due  elementi  uguali  sono 
similmente  disposti,  rispetto  a,  due  altri  eguali,  dimodoché  due 
lati  consecutivi  d'un  poligono  sono  rispettivamente  uguali  a 
due  consecutivi  dell'  altro  e  sono  eguali  gli  angoli  compresi. 

Due  poligoni  d'egual  numero  di  lati  potrebbero  avere 
tntti  gli  elementi  rispettivamente  uguali  e  non  essere  «guali. 
Ad  es.,  se  nel  poligono  ABCDE,  tirata  la  diagonale  AD,  sia 
D{A)B  =  C{D)A,  ribaltando  il  poligono  ABCD  in  modo 
che  si  scambino  tìi  posto  i  vertici  ^  e  D ,  si  ottieoe  un  poligono 
che  ha  tutti  gli  stessi  lati  ed  angoli  del  primitivo  e  che  non  è 
uguale  (  in  generale  )  al  primitivo. 
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(*»*.  I  numeri,  che  sono  scritti  in  fine  di  taluni  esercizi, 
)  le  proposizioni  del  testo  sulle  quali  principalmente 
si  fonda  (od  almeno  si  può  fondare)  la  dimostrazione  del  teo- 
rema, o  la  risoluzione  del  problema.  Ma  quando  i  detti  numeri 
sono  in  quel  carattere  stesso,  che  si  è  usato  per  uumerare  gli 

s;io.  Quando  i  numeri  sono  più  d'uno,  essi  accennano  le  pro- 
posizioni ausiliarie  in  quell'ordine  in  cui  esse  occorrono). 

1.  Se  due  rette,  che  dividono  due  angoli  adiacenti,  sono  per- 
pendicolari tra  loro,  e  una  dimezza  uno  degli  angoli,  l'al- 
tra è  anch'essa  la  bisettrice  dell'altro  angolo.  —  Se  le  bi- 
settrici di  due  angoli  consecutivi  sono  perpendicolari  tra 
loro,  i  lati  non  comuni  dei  due  angoli  sono  per  diritto. 

2.  Se  degli  angoli,  formati  da  quattro  raggi  uscenti  da  uno 
stesso  punto,  il  primo  è  aguale  al  terzo  e  il  secondo  al 
quarto,  i  quattro  raggi  formano  due  rette.  Sa  dei  quattro 
angoli  sopra  accennati  il  primo  è  uguale  al  terzo,  le  bi- 
settrici degli  alti-i  due  sono  per  diritto.  [128J. 

3.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  dimezzano  scambie- 
volmente, il  quadrangolo  ha  i  lati  opposti  eguali  e  gli  an- 
goli opposti  eguali. 

4.  Se  un  quadrangolo  ha  i  lati  opposti  eguali,  anche  gli  an- 
goli opposti  sono  eguali,  e  le  diagonali  si  dimezzano 
scambi  evolmente. 

5.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  dimezzano  scam- 
bievolmente e  sono  eguali,  il  quadrangolo  è  equiango- 
lo. —  Se  le  diagonali  si  dimezzano  scambievolmente  e  sono 
perpendicolari  tra  loro,  il  quadrangolo  è  equilatero. 

6.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  sono  eguali  e  si  dimez- 
zano scambievolmente  ad  angoli  retti,  il  quadrangolo  è 
regolare. 

7.  In  un  triangolo  il  piede  di  una  altezza  si  trova  sul  lato 
sul  quale  è  calata,  o  sul  prolungamento  di  questo  lato,  se- 
condo che  ambidue  gli  angoli  adiacenti  al  lato  sono 
acuti,  oppure  uno  è  acuto  e  l'altro  ottuso.  (Dal  teor.  132, 
indirettamente). 
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8.  L'angolo,  compreso  dai  segmenti  tirati  alle  estremità  Ai 
nn  lato  di  un  triangolo  da  un  punto  preso  nell'interno  del 
triangolo,  è  maggiore  dell'angolo  compreso  dagli  altri 
due  lati  del  triangolo.  (Si  prolunghi . . .  [132")). 

9,  Se  un  poligono  ha  i  vertici  in  un  cerchio  (cioè  è  iscritto 
in  UQ  cerchio)  ed  è  equilatero,  esso  è  anche  equiangolo. 

1 0.  Iscrivere  in  un  cerchio  dato  un  poligono  regolare  di  8,  o 
di  le,  o  di  32  lati . . , 

11.  Se  un  quadrangolo  è  iscritto  in  un  cerchio, la  somma  di  due 
angoli  opposti  è  uguale  alla  somma  degli  altii  due.  [108]. 

t2.  Secondo  che  una  mediana  è  maggiore,  nguale,  o  minore 
della  metà  del  lato  a  cui  è  condótta,  l'angolo  opposto  a 
qnesto  lato  è  minore,  uguale,  o  maggiore  della  somma 
degli  altri  due.  B  reciprocamente.  [140, 108]. 

13.  Due  punti  A,  B  sono  situati  da  una  stessa  banda  di  una 
retta  CZ);  e  la  retta  Jtìincontra  la  CDinE.  Si  dimostri 
che  la  differenza  delle  distanze  del  punto  £  dai  punti 
A,B  è  maggiore  della  diiFerenaa  delle  distanze  di  qualsivo- 
glia altro  punto  della  CD  dai  medesimi  punti  A  e  B.  [1^5]. 

14.  Dimostrare  l'eguaglianza  di  due  triangoli  che  hanno  i 
lati  rispettivamente  ugnali,  e  ciò  fondandosi  unicamente 
sui  teoremi  106  e  108,  (Si  dispongano  i  due  triangoli  cosi 
che  abbiano  nn  lato  in  comune  e  cadano  da  bande  oppo- 
ste di  questo  lato.  Bisogna  poi  nnire  i  vertici  opposti  al 
lato  comune,  e  distinguere  tre  casi). 

15.  Se  due  triangoli  hanno  un  lato  e  le  altezze  corrispondenti 
agli  altri  due  lati  rispettivamente  ugnali,  essi  sono  eguali. 

16.  Se  due  triangoli  isoBoeli  hanno  gli  angoli  alla  base  rispet- 
tivamente uguali,  ed  eguali  le  altezze  corrispondenti  alle 
basi,  o  quelle  corrispondenti  ai  lati  eguali,  essi  sono 

1 7.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  l'angolo  al  i'ertice  e  la  me- 
diana uscente  dal  vertice  rispettivamente  uguali,  essi 
sono  eguali. 

13.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  e  l'angolo  opposto  a  uno 
di  qnesrì  rispetti;  amente  uguali,  gli  angoli  opposti  al- 
l'altro iato  o  sono  eguali,  o  sono  supplementari.  (Me- 
diante sovrapposizione) 

19,  Dimostrare,  indipendentemente  dal  teor.  144,  che  ciascun 
lato  di  un  Irìargolo  è  maggiore  deUa   differenza  tra  gli 
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altri  due.  (Dal  maggiore  dei  dae  lati  si  taglia  una  parte 
uguale  all'altro;  ecc.,  [188, 126, 142]). 

20.  Se  due  triaugoli  ABC,  DEF  haano  eguali  i  lati  BC , 
EF  ed  eguali  gli  augoli  cppoati,  e  l'acgolo  iu  B  k  mag- 
giore dell'angolo  in  E,  l'angolo  ia  C  è  minore  di  quello 
in  F.  (Mediante  sovrapposizione,  e  provando  che  il  ver- 
tice A  non  può  cadere  dentro  del  triangolo  D  EF.  [8,132]  ). 

2 1.  Se  in  due  poligoni  d'egual  numero  d^  lati,  prescindendo  da 
un  angolo  e  dai  lati  che  lo  comprendono,  sui  quali  noa 
si  fa  nessuna  ipotesi,  i  lati  e  gli  angoli  sono  ordinata- 
mente nguali,  anche  quell'angolo  e  quei  lati  sono  rispet- 
tivamente uguali.  (Sì  uniscano  tra  loro,  in  ciascuno  dei 
poligoni,  i  vertici  attigni  a  quello  dell'angolo,  di  cui  si 
vtto!  provare  l'eguaglianza.  Cosi  si  può  trar  profìtto  dal 
teorema  178 1. 

22.  Se  in  due  poligoni  d'egual  numero  di  lati,  prescindendo  da 
tre  angoli  consecutivi,  sui  quali  non  ai  fa  nessuna  ipotesi, 
i  lati  e  gli  angoli  sono  ordinatamente  uguali,  anche  qnei 
tre  angoli  sono  rispettivamente  uguali.  (8i  uniscano  tra 
loro,  in  ciì  uno  dei  poligoni,  i  vertici  del  primo  e  dei 
terzo  dei  tre  angoli  [li 8  154]), 

23.  Se  si  unisce  un  punto  qualunque  0  con  tutti  i  vertici  di  un 
poligono  e  SI  prolunga  ciascun  segmento  dalla  parte  del 
punto  0  di  ina  parte  uguale  a  se  stesso,  e  si  uniscono  poi 
ordinatamente  le  estremità  dei  prolungamenti,  si  ottiene 
un  poligon    eguale  al  primitivo. 

24.  Se  da  due  punti  partono  dei  segmenti  ugnali,  ciascuno  a 
ciascuno,  e  formanti,  ciascuno  col  seguente,  angoli  ordi- 
natamente uguaK,  e  si  uniscano  ordinatamente  da  una 
parte  e  dall'altra  le  estremità  di  quei  segmenti,  si  otten- 
gono due  poligoni  eguali. 

25.  Se  si  hanno  due  poligoni  eguali,  e  divisi  ad  arbitrio  i  lati  di 
un  poligono,  ciascuno  in  due  parti,  si  tagliano  nello  stesso 
modo  ì  lati  dell'altro  poligono,  e  si  unisce  in  ciascuno  dei 
poligoni  ciascuno  dei  punti  di  divisione  con  quello  che  di- 
vide il  lato  seguente,  si  ottengono  due  poligoni  eguali,  (Il 
teorema  vale  anche  se  uno  o  più  lati  vengono  divisi  in  tre 
parti;  e  se  su  qualche  lato  non  si  fa  cadere  nessun  vertice 
del  nuovo  poligono  ;  e  anche  se  si  fa  cader  qualche  vertice 
del  poligono  iscritto  in  un  vertice  del  polìgono  dato). 
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26.  Se  sui  lati  di  un  poligono  regolara  ai  prendono,  partendo 
dai  velatici,  dei  segmenti  tutti  eguali  tra  loro,  e  l'estremità 
di  ciascun  segmento  si  unisce  con  quella  del  segmento 
susseguente,  si  ottiene  an  polìgono  regolare. 

27.  Se  un  poligono  regolare  ha  più  di  quattro  lati,  e  ai  uni- 
scono a  due  a  due  i  vertici  che  soao  separati  da  un  solo 
vertice,  si  ottengono  rette,  che  intersecandosi  formano 
un  nuovo  poligono  regolare. 

28.  Se  una  spezzata  a  zig-zag  ha  lati  eguali  ed  angoli  eguali, 
i  punti  di  mezzo  dei  lati  sono  in  linea  retta.  [130]. 

29.  Due  rette  perpendicolari  a  una  terza  non  hanno  nessun 
punto  in  comu  e.  (Se  si  incontrassero,  allora  si  avrebhe 
esempio  di  un  triangolo... [lliiJJ). 

30.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  angoli  alterni  {*)  eguali, 
od  angoli  corrùpondinti  eguali,  esse  non  hanno  nessun 
punto  in  comune.  (Dui  punto  medio  di  quel  segmento 
delia  terza  retta,  che  è  compreso  tra  le  due  prime,  si  ca- 
lino le  perpendicolari  su  queste  due  rette.  Provando  [130] 
che  !e  due  perpendicolari  sono  per  diritto,  si  riduce  la 
questione  all'esercizio  precedente.  Per  la  seconda  parte 
dell'esercizio  basta  pei  ricorrere  al  teor.  129). 

31.  Se  ciascuna  di  due  rette  taglia  i  lati  di  un  angolo  in  punti 
equidistanti  dal  vertice,  le  due  rette  non  possono  incon- 
trarsi. (Si  dimezzi  rangole.  [29]). 

32.  Se  si  prolunga,  di  là  dai  vertice,  uno  dei  lati  eguali  di  uà 
triangolo  isoscele,  e  ai  dimezza  l'angolo  esterno  risul- 
tante, la  bisettrice  non  può  incontrare  la  retta  a  cui  ap- 
partiene la  base  del  triangolo.  {Si  dimezzi  auche  l'angolo 
.lv.rlio..[29J), 

33.  Qualunque  vetta  perpendicolare  alla  bisettrice  dell'angolo 
al  vertice  di  un  triangolo  isoscele  (in  un  punto  preso  nel- 
l'interno del  triangolo)  taglia  i  due  lati  eguali  in  due 
punti  equidistanti  dalla  base  del  triangolo.  [29,57]. 

34.  Ciascun  lato  di  un  triangolo  è  minore  del  semiperimetro 
del  triangolo.  [1-14]. 

35.  La  somma  dei  segmenti  tirati  ai  vertici  di  un  triangolo 
da  un  punto  situato  nell'interno  del  triangolo  è  minore 

(■]  Il  signilicató  delle  parule  alterno  e  corriapondenle  è  dichiaralo  ai 
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del  perimetro  del  triangolo,  ma  maggiore  del  semiperi- 
metro. [177, 144J. 

36.  La  somma  delle  diagonali  di  un  quadrangolo  è  minore  del 
perimetro  e  maggiore  del  semiperimetro  del  quadrangolo. 

37.  La  somma  delle  altezze  di  un  triangolo  è  minore  del  peri- 
metro del  triangolo. 

38.  Se  da  un  punto  M  di  un  lato  di  un  angolo  acuto  si  cala  la 
perpendicolare  MN  sull'altro  lato,  poi  da  A'  la  NP  per- 
pendicolare sul  primo  lato,  e  da  P  nuovamente  la  perpen- 
dicolare ecc.  e  cosi  via  indefl sitamente,  un  punto,  che 
percorra  la  spezzata  J/A'P.,.,  si  avvicina  sempre  più  al 
vertice,  senza  poter  mai  arrivarvi.  [160 f. 

39.  Se  due  punti  si  muovono  sui  lati  di  un  angolo  retto  od  ot- 
tuso, allontanandosi  dal  vertice,  la  loro  distanza  diventa 
sempre  più  grande.  Può  accadere  il  contrario,  se  l'angolo 
è  acuto. 

40.  Tirare  tra  i  lati  di  un  angolo  dato  un  segmento  in  modo 
che  sia  dimezzato  da  una  dafa  corda  dell'angolo.  [109, 118]. 

41.  Se  in  un  triangolo  isoscele  per  !e  estremità  della  base  si 
tirano  due  rette  che  sì  seghino  in  un  punto  della  mediana 
corrispondente  alla  base,  queste  due  rette  incontrano  i 
lati  eguali  in  due  punti  ohe  sono  equidistanti  dalla  base 
del  triangolo. 

42.  Se  più  segmenti  poeti  sopra  una  stessa  retta  ed  aventi  il 
punto  di  mezzo  in  comune  sono  basi  dì  triangoli  isosceli, 
i  vertici  di  codesti  triangoli,  che  sono  opposti  alte  basì,  si 
trovaco  sopra  una  stessa  retta. 

43.  Se  sopra  i  lati  di  izn  angolo  si  prendono,  partendo  dal 
vertice,  due  segmenti  eguali  AB,  AC, e  consecutivamente 
altri  due  segmenti  eguali  BD,CE,  e  tirati  i  segmenti  CD, 
BE,  BÌ  unisce  il  loro  punto  d'intersezione  col  vertice  del- 
l'angolo dato,  l'angolo  viene  cosi  diviso  per  metà. 

44.  In  un  triangolo  isoscele  le  mediane  s'incontrano  in  uno 
stesso  punto  [43]. 

45.  Se,  diviso  in  due  ad  arbitrio  un  lato  di  un  triangolo  equi- 
latero, si  tagliano  nello  stesso  modo  gli  altri  lati,  e  cia- 
scun punto  di  divisione  si  unisce  col  vertice  opposto,  si 
ottengono  tre  rette,  che,  intersecandosi,  formano  un  trian- 
golo equilatero. 

46.  SÌB.ABCD  UQ  quadrangolo  regolare.  Sui  lati  AB,  BC, 
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CD,  DA  ai  prendano  quattro  segmenti  eguali  AE,BF, 
CH,  DK,esì  tirino  le  rette  A  H,  B  K,  CE,  D  F.  Queste, 
ice onttau dosi,  formano  un  quadrangolo  regolare. 

47.  Se  la  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo  dimezaa  il 
lato  opposto,  i  lati  dell'angolo  dimezzato  sono  eguali.  (Si 
prolunghi  la  bisettrice  di  là  dal  lato  dimezzato  di  un  seg- 
mento uguale  alla  bisettrice.  [141]). 

48.  Le  bisettrici  de^li  angoli  di  un  triangolo  s'incontrano  in. 
uno  atesso  punto.  (Tirate  due  bisettrici,  si  prova  che  il 
punto  d'incontro  è  equidistante  dai  Iati  del  triangolo.  Si 
uuisce  questo  punto  col  terzo  vertice,  e  si  prova  che 
questa  retta  è  la  terza  bisettrice). 

49.  Dimezzare  un  angolo  dato  senza  adoperare  il  vertice  del- 
l'angolo. (Si  tirino  due  secanti ...  È  una  applicazione  dei 
precedente  esercizio). 

50.  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  triangolo  equilatero  for- 
mano nel  punto  d'incontro  tre  angoli  eguali, 

51.  Iscrivere  in  un  cerchio  dato  un  triangolo  equilatero,  e  un 
esagono  regolare.  (Preso  un  triangolo  equilatero  qualun- 
que, se  ne  dimezzino  gli  angoli  [48],  poi  si  costruiscano 
nel  centro  del  cerchio  angoli  eguali  a  quelli  compresi  dalle 
bisettrici). 

52.  Dividere  un  angolo  retto  in  tre  parti  eguali.  (Se  da  uno 
degli  angoli  compresi  dalle  bisettrici  di  un  triangolo  equi- 
latero si  toglie  un  retto,  resta  un  angolo  che  è  un  terzo 
di  retto  ). 

53.  Se  per  le  estremità  e  per  il  punto  dì  mezzo  di  un  seg- 
meuto  f'i  tirano  tre  perpendicolari  al  segmento,  qua- 
lunque punto  della  perpendicolare  intermedia  è  equidi- 
stante dalle  altre  due. 

54.  Se  due  punti  A,  B  sono  situati  da  una  stessa  banda  di 
una  retta  data,  ed  4', B' sono  i  punti  simmetrici  ò.iA,B 
rispetto  alla  retta  stessa,  unendo  un  punto  0  qualunque  di 
codesta  retta  coi  quattro  punti,  si  ottengono  due  angoli 
AOB,A'OB',  che  sono  eguali. 

55.  Riferendosi  al  precedente  esercizio,  dimostr.T.re  che  è 
AB  ~  A' B',A}I'  ^  A' }'i,  e  che  questi  due  ultimi  seg- 
menti sì  segano  sulla  retta  data.  (Si  uniscano  i  punti -4 
ed  A'  con  quello  in  cui  BB'  sega  la  retta). 

56.  Dimostrare  che,  se  si  prendono  sui  due  segmenti  AB,  A' B' 
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indicati neir esercizio  54,  due  segmenti  eguali  AM,A'  M' , 
i  punti  M ed  M'  sono  simiaetrici  rispetto  alla  retta  data, 

57.  Dimostrare  che  se  la  retta,  che  passa  per  i  punti  A  e  B, 
indicati  nell'eaercizio  54,  incontra  la  retta  ivi  stesso  ac- 
cennata, aaclie  la  retta  A' B'  passa  per  quel  punto. 

58.  Se  si  trovano  i  punti,  che  sono  simmetrici  ai  vertici  di  un 
poligono  rispetto  a  una  retta,  e  si  uniscono  questi  punti 
ordinatamente  tra  loro,  si  ottiene  un  poligono  eguale 
al  dato. 

59.  Due  punti  simmetrici  rispetto  a  una  retta  data  4iì  sono 
equidistanti  da  una  retta  qnalunque,  che  sia  perpendico- 
lare ad  AB;  e  anche  i  piedi  delle  perpendicolari  sono 
sininietrici  rispetto  a  codesta  retta. 

60.  Costruire  col  solo  compasso  il  punto  che  è  simmetrico  ad 
un  altro  rispetto  alla  retta  che  passaper  due  altri  punti  dati. 

6  f.  Come  si  può  riconoscere,  col  mezzo  del  solo  compasso,  se 
tre  punti  dati  sono  in  linea  retta?  (Si  costruiscano  due 
punti  simmetrici  rispetto  alla  retta,  che  passa  per  due  dei 
dati.  Ecc.  ), 

62,  Come  si  può  riconoscere,  per  mezzo  del  solo  compasso, 
se  la  retta  che  passa  per  due  dati  punti  A  e  B  è  perpen- 
dicolare alla  retta  che  passa  per  due  punti  dati  C  e  D? 
(Si  trova  il  punto  E  simmetrico  ad  A  rispetto  alla  retta 
CI»;poi[6l]). 

63,  Data  una  retta  e  due  punti  da  una  stessa  banda  di  essa, 
trovare  sulla  retta  un  punto  tale  che  i  segmenti,  che 
lo  uniscono  coi  punti  dati,  t'ormino  con  la  retta  angoli 
eguali.  (Si  costruisce  il  punto,  che  con  uno  dei  dati  è 
simmetrico  rispetto  alla  retta  data). 

64,  Dimostrare  che  la  somma  dei  due  segmenti,  che  risol- 
vono il  problema  precedente,  è  minore  della  somma  dei 
segmenti  tirati  dai  due  punti  a  qualsivoglia  altro  punto 
della  retta.  (Si  unisce  il  nuovo  punto  con  quello  sim- 
metrico a  uno  dei  dati,  che  si  è  trovato  per  risolvere  il 
problema.  [144]  ). 

65,  Unii'e  due  punti,  dati  fra  i  lati  di  un  angolo,  con  una 
spezzata  trilatera,  avente  i  vei-tici  sui  lati  dell'angolo 
dato,  e  tale  che  ciascun  lato  di  codesto  angolo  formi  an- 
goli eguali  con  quei  lati  della  spezzata  che  lo  incontrano. 

65.  Dato  un  angolo  acuto  e  un  punto  A  fra  i  lati  dell'angolo, 
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trovare  su  qupiti  Hti  due  [.unti  B  e  C   tali  che  il  tiian 
golo  ABC  abbia  il  minor  perimetro  po^'sibile   (  '^i  Loatrui 
scano  e  si  uniscano  tta  loro  i  punti  che  &0110  &immetrici 
ad  A  n^^petto  ai  lati  dell  angolo  1 

67.  In  un  triangolo  ciascuna  mediana  è  minore  dalla  semi 
somma  dei  due  Iati  che  con  essa  concorrono  nello  stesso 
vertice  (Bisogni  prolungare  la  mediana  d  un  •'egmento 
uguale  alla  mediana)  La  somma  dellp  mediane  e  minore 
del  penmetio  del  tmngolo  ed  è  maggiore  del  <:emi 
perimetro 

68.  Se  due  lati  di  un  triangolo  «ono  disngiali,  K  me  liana 
che  ha  con  essi  in  comune  una  c'iti  emita  fi  col  iato  mig 
giore  angolo  mmoTP  (&i  prolunghi  la  mediana  d  un  seg 
mento  ad  essa  eguale).  —  L'altezza  invece  fa  co!  lato 
maggiore  angolo  maggiore. 

69.  Se  due  Iati  di  un  triangolo  sono  disuguali,  la  bisettrice 
dell'angolo  compreso  da  questi  lati  cade  tra  la  mediana  e 
l'altezza  nscenti  dallo  stesso  vertice.  (E  una  conseguenza 
dell'esercizio  precedente). 

70.  Se  sopra  una  retta,  e  consecutivamente,  si  prendono  dei 
segmenti  uguali,  in  numero  dispari,  e  sulla  somma  di  que- 
sti segmenti  si  costruisce  ad  arbitrio  un  triangolo  iso- 
scele, e  poi  si  unisce  il  vertice  coi  punti  di  divisione  della 
base,  l'angolo  al  vertice  resta  diviso  in  parti,  l' intermedia 
delle  quali  è  maggiore  delle  rimanenti.  Queste  sono  a  due 
a  due  uguali,  e  tanto  più  piccole  quanto  più  discoste  dal- 
l'intermedia. [68]. 

7  I.  La  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo  taglia  il  lato 
opposto  in  parti  rispettivamente  minori  degli  altri  due 
lati.  [132,  142]. 

72.  In  un  triangolo  la  bisettrice  di  un  angolo  contenuto  da 
lati  disuguali,  taglia  il  terzo  lato  in  parti  disuguali;  ed  è 
maggiore  la  parte  adiacente  al  lato  maggiore. 

73.  Ciascuna  delle  bisettrici  di  un  triangolo  resta  divisa  dal 
punto  d'incontro  delle  bisettrici  per  modo  che  la  parte,  che 
ha  una  estremità  nel  vertice  dell'angolo  dimezzato,  è  mag- 
giore dell'  altra.  (Conseguenza  dei  due  esercizi  precedenti). 

74.  Ogni  mediana  è  maggiore  della  bisettrice  uscente  dalle 
stesso  vertice,  purché  i  lati  che  contengono  l'angolo  di- 
mezzato non  siano  eguali.  [69], 
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75.  In  un  triangolo  ogni  bisettrice  è  minore  della  s 
dei  lati  dell'angolo  dimezzato.  —  La  somma  delle  biaet- 
trici  è  minore  del  perimetro  del  triangolo.  [74,  67]. 

76.  In  un  triangolo  su  Iati  eguali  cadono  altezze  uguali;  e  su 
lato  maggiore  cade  altezza  minore.  —  E  reciprocamente. 
{Bisogna  distinguere  più  casi.  [140,  132]). 

77.  In  un  triangolo  a  lati  eguali  corrispondono  mediane 
uguali  ;  a  lato  maggiore  corrisponde  mediana  minore.  —  E 
reciprocamente.  (Se  è  AB  >  AU,  »  D  eÒ.  E  sono  i  punti 
di  mezzo,  si  consideri  dapprima  il  triangolo  ADE  [liO, 
12C].  Poi,  preso  sa.  DB  un  segmento  DF=EC,  si  con- 
frontino [IM]  i  triangoli  EDG,  ED F.  Hesta  poi  a  pro- 
vare essere  EB>  EF). 

78.  In  un  triangolo  a  lati  eguali  corrispondono  bisettrici 
eguali  ;  a  maggior  lato  corrisponde  bisettrice  minore.  —  E 
reciprocamente.  (Si  comincia  a  provare  che  la  bisettrice 
corrispondente  al  minore  dei  tre  lati  è  maggiore  di  ciascuna 
delle  altre  due.  La  dimostrazione  è  piuttosto  diffìcile). 

79.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  lati  e  la  mediana  corri- 
spondente al  terzo  lato.  (Preso  un  triangolo  qualunque,  e 
tirata  una  mediana,  si  supponga  che  il  triangolo  sia  quello 
che  si  vuol  costruire.  Si  prolunghi  la  mediana  di  un  seg- 
mento eguale  ad  essa  . . .  Cosi,  connesso  col  triangolo  do- 
mandato, risulta  un  triangolo,  che  si  pu6  costruire.  Ecc.). 

80.  Se  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  triangolo  equilatero 
si  tirano  tre  segnienti  uguali  e  perpendicolari  ai  lati,  tutti 
e  tre  rispettivamente  dalla  stessa  banda  del  triangolo,  o 
dalla  banda  opposta,  e  si  uniscono  le  estremità  di  codesti 
segmenti,  si  ottiene  un  triangolo  equilatero. 

81.  Se  per  ì  vertici  di  un  triangolo  equilatero  si  tirano  tre 
segmenti  eguali  e  perpendicolari  ai  lati,  in  modo  che  cia- 
scun segmento,  rispetto  alla  retta  a  cui  è  perpendicolare, 
cada  dalla  stessa  banda  che  ii  triangolo  o  da  bande  op- 
poste, e  si  uniscono  le  estremità  di  questi  segmenti,  si  ot- 
tiene un  triangolo  equilatero. 

82.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  e  una  mediana  rispettiva- 
mente uguali,  essi  sono  egualità  |  Si  distingueranno  due 
casi.  Per  quello  in  cui  la  mediana  è  la  corrispondente  al 
terzo  lato,  ai  prolungherà  la  mediana  di  un  segmento  ad 
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83.  Se  due  triangoli  hanno  un  lato,  la  somma  degli  altri  due,  e 
uno  deffli  angoli  adiacenti  al  primo  lato,  rispettivamente 
uguali,  essi  sono  eguali.  (Presi  due  triangoli,  e  supposto 
che  essi  siano  i  triangoli  in  questione,  si  prolunghino  due 
lati,  quelli  adiacenti  all'angolo  eguale,  di  segmenti  eguali 
rispettivamente  agli  altri  due  lati,  così  da  formare  la  due 
somme  che  si  sa  essere  ugnali.  Considerando  i  due  trian- 
goli, che  ne  risultano,  si  può  poi  provare  l'eguaglianza 
dei  due  primi). 

84.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  i  perimetri  e  le  altezze  co- 
rispondenti  alle  basi  rispettivamente  uguali,  essi  sono 
egnali. 

85.  Se  due  triangoli  hanno  perimetri  ugnali  e  dne  angoli 
rispettivamente  uguali,  essi  sono  eguali.  (Siano  ABC, 
DEF  ì  triangoli,  i  cui  perìmetri  sono  eguali,  e  sia 
A{B)C  =  D{E]F  ^  G{A)B  =  F(D)E.  Manifesta- 
mente la.  difficoltà  si  riduce  a  provare  che  è  AB  ^  DE. 
Non  siano  eguali;  sia,  ad  es  ,  jI  C  >  DEeBB  =  D  E.  Si 
costruisca  in  fi  l'angolo  KHB  eguale  a  C(A)B.  lì  lato 
HK  non  può  incontrare  [30]  il  lato  AC;  incontra  [173] 
quindi  BC  in  K.  Cosi  si  trova  che  i  triangoliate',  HBK 
dovrebbero  avere  perimetri  eguali.  E  ciò  non  può  [171] 


86.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  un  an^ 
ad  esso,  e  la  somma  degli  altri  due  lati. 

87.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  il  perimetro  e  l'al- 
tezza corrispondente  alla  base. 

88.  Se  per  due  punti  vi,  if  d'una  retta,  e  da  una  stessa  banda 
di  essa,  si  tirano  due  segmenti  AG,  BD  eguali  e  per- 
pendicolari alla  retta,  codesta  e  la  retta  CD  non  hanno 
nessun  punto  comune.  (Si  proverà  che  le  due  rette  sono 
perpendicolari  a  quella  che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei 
segmenti  AB,  CD). 

89.  Riferendosi  alla  figura  dell'esercizio  precedente,  si  mostri 
che  CD  non  può  essere  minore  di  A  B.  (Dimostrazione  in- 
diretta. Sul  prolunga m.ento  di  .dS  si  prendano  dei  seg- 
menti uguali  ad  .4B,  e  siano  Svi',  i'S',  i?'.4"  ecc.;  si 
conducano  pervi',  B',  J"  ecc.  le  vi'  C',B'  D' ,  A"  C"  eca. 
perpendicolari  ad  vi  fi  ed  egnali  ad  AC.  Supponendo  sia 
CD  <  viiì,  si  può  pervenire  alla  conclusione  che  la 
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spezzata  ^  CD  C"Z)'C"' -D"-B"..  ;  è  minore  del  seg- 
mento AB"  ...). 

90.  Qualunque  retta,  cbe  passi  per  il  punto  di  mezzo  di  un 
segmecto  AB,  o  cte  sia  perpendicolare  all'asse  del  seg- 
mento ABj  è  equidistante  dai  punti  A,  B, 

91.  Se  una  retta  è  equidistante  da  due  punti  A,  £,  essa,  o 
passa  per  il  punto  di  mezzo  del  segmento  AB,  o  non  ha 
con  la  retta  A  E  nessun  punto  comune. 

92.  Una  retta,  che  incontri  il  prolungamento  di  un  segmento 
od  il  segmento  stesso  in.uu  punto  che  non  sia  D  punto  di 
mezBO,  ha  dalle  estremità  del  segmento  distanze  disu- 
guali. 

93.  Se  da  due  punti,  presi  sopra  tm  lato  di  un  angolo,  si  calano 
le  perpendicolari  suU'  altro  lato,  le  due  perpendicolari 
sono  disuguali,  ed  è  maggiore  quella  che  è  più  distante 
dal  vertice.  (Indirettamente,  giovandosi  dell'  esercizio  pre- 
cedente). 

94.  Se  due  punti  acorrono  sopra  i  lati  di  un  angolo,  allonta- 
nandosi dal  vertice,  e  in  modo  che  le  loro  distanze  dal 
vertice  siano  sempre  uguali  tra  loro,  la  distanza  tra  i  due 
punti  va  sempre  crescendo.  (Si  dimezzi  l'angolo). 

95.  Sia  ^  iì  C  un  triangolo  isoscele,  e  S  C  la  base.  Preso  su  j1  C 
un  punto  D  ad  arbitrio,  sul  prolungamento  di  jliì  si 
prenda  J3i'^  CZ>.  Polsi  conduca  ED.  Dimostrare  ohe 
ED  è  dimezzata  (in  K)  dalla  base.  E  reciprocamente: 
se  £Z>  è  dimezzata  dalla  base,  è  BE:=  C'Z).  Si  osservi  poi 
che  fra  i  triangoli,  che  hanno  un  angolo  in  comune  e 
eguale  la  somma  dei  lati  che  contengono  l'angolo  comune, 
l'isoscele  ha  maggior  superficie.  (Da  7)  e  da  i^  si  calino 
le  perpendicolari  DE,  EH  sulla  BC,  e  si  considerino, 
prima  i  triangoli  DC'J',  EBH,  poii  ina  D FK,  E H K). 

96.  Dedurre  dall'esercizio  precedente  questa  conseguenza  che 
il  poligono  regolare,  che  ha  i  vertici  nei  punti  di  mezzo 
dei  lati  di  un  poligono  regolare  dato,  è  quello  tra  i  poli- 
goni, che  si  possono  ottenere  operando  come  indica  l'eser- 
cìzio 26,  che  ha  la  minima  superficie. 

97.  Se  per  D,  punto  di  mezzo  della  base  B  C  di  un  triangolo 
isoscele  ABC,  ai  tira  una  retta  che  tagli  il  prolungamento 
di^J5ìn£eillato.dCinf,  è  DE>DFbBE^  CF. 
(Dall'angolo  CBE  si  tagli  una  parte  eguale  all'angolo 
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DO  A.  Poi,  preso  su  BA  un  segmento  BH  ^  CF,  si 
tiri  DA'.  [72]). 

98.  Se  si  prendono  sopra  una  retta  quanti  si  vogliano  seg- 
menti eguali  consecutivi  AB,  BC,  CD ... ,  e,  preso  fuori 
della  retta  un  punto  0  e  tirati  i  segmenti OjI,  OB,  OC..., 
si  prolungano,  ciascuno  d'un  segmento  eguale  a  se  stesso, 
si  ottengono  punti  A',  B' ,  C ...  equidistanti  dalla  retta 
data.  E  i  segmenti  ^'B',  B' C,  CD' ...  sono  eguali  tra 

99.  Fra  i  triangoli  isoperimetri,  costruiti  sulla  medesima  base, 
l'isoscele  ha  la  massima  superficie.  (Sia  ABC  il  triangolo 
isoscele,  e  DBC  l'altro  triangolo.  Bisogna  provare  dap- 
prima [177]  che  i  perimetri  devono  segarsi.  Posto  che  B  D- 
seghi  jlCìn  .E,  si  prende  saEBxin  segmento  EF  ugnala 
al  minore  [142]  EC,  e  su  E  A  un  segmento  EH-^ED. 
Poi  si  osserva  essere  BF  -]-  FA  >  AB;  donde  si  può  de- 
durre la  conseguenza  che  è  FA  -\-  AE'>  FH--\-  HE,  Ist 
quale  prova  trovarsi  il  punto  H  tra  A  ed  E;  ecc.). 

1 00.  Se  un  segmento  si  muove  in  modo  che  una  estremità  scorra 
sopra  una  retta  data,  e  si  mantiene  perpendicolare  a  co- 
desta retta,  l'altra  estremità  del  segmento  descrive  una 
linea  che  è  divisa  in  due  parti  eguali  da  qualsivoglia  suo 
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CAPITOLO  IV 
DEL    CERCHIO 


Prime  proprietà  d'un  cerchio. 

i99.  Teor.  Una  retta  ed  un  cerchio  non  possono 
avere  pia  di  due  punti  in  comune. 

Ulm.  Presi  sopra  un  cerchio  qualunque  due 
punti  qualunque  A,B  si  tiri  la  retta  AB.  Se  mai 
questa  retta  passa  per  il  centro  0,  possiamo  asserire 
senz'  altro  [94]  che  essa  non  ha  altri  punti  in  comune 
col  cerchio.  Supponiamo  che  non 
passi  per  il  centro,  e  uniamo  il 
centro  con  A  e  B;  cosi  ci  risulta 
un  triangolo  isoscele  OAB,  per- 
chè è  OA^OB.  Ora,  perchè  il 
segmento,  che  unisce  un  punto 
qualunque    della    base    di    un 

triangolo  isoscele  o  dei  prolungamenti  della  base 
col  vertice  opposto,  non  è  uguale  al  lato  del  trian- 
golo [148],  nessun  punto  della  retta,  diverso  dai  due 
A  e  B,  può  appartenere  al  cerchio.  [93]- 

I80.  Cor.  1".  Nessuna  parte  d'un  cerchio  è  un 
segmento. 

Infatti,  sopra  un  segmento  ci  sono  più  di  due 
punti  in  linea  retta,  ed  un  cerchio  non  può  avere 
con  una  retta  più  di  due  punti  in  comune. 

ISI.  Cor.  *".  Non  c'è  che  un  solo  piano  che  con- 
tenga tutti  i punti  d'un  cerchio. 

Infatti  tre  punti  qualunque  d'un  cerchio,  non  es- 
sendo in  una  atessa  retta  [1T9],  determinano  un 
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piano  [49],  e  questo  coincide  [49]  con  quello  in  cai 
fu  descritto  il  cercltio. 

188.  Teor.  Un  cerchio  ha  un  centro  solo. 
Dlm.  Sia  un  cerchio  qualunque  descritto  con 
centro  0.  Dico  che  nel  piano  del  cerchio  non  esiste 
nessun  altro  punto,  il  quale,  come  il  centro  0,  goda 
la  proprietà  di  essere  ugualmente  distante  da  tutti  i 
punti  del  cerchio. 

Preso  un  punto  A  ad  arbi- 
trio, si  tiri  la  retta  AO.  Questa 
retta,  poiché  passa  per  il  cen- 
tro, incontra  il  cerchio  [94]  in 
due  punti  B, Cede  OB=OC. 
Per  conseguenza  [122]  i  segmen- 
ti AB  &à  AC  sono  disuguali  ;  e  tanto  basta  per  poter 
dire  che  il  punto  A  non  si  potrebbe  considerare  come 
un  altro  centro  del  cerchio  (giacché  il  centro  d'un 
cerchio  ha  eguaì  distanza  da  tutti  i  punti  del  cerchio  ). 
i88.  Tcor.  Due  cercM,  che  abbiamo  raggi  eguali, 
sono  eguali. 

Itliii.  Due  cerchi  abbiano  raggi  eguali.  Dico  che 
sono  eguali. 

Si  trasporti  uno  dei  cerchi  sull'  altro,  in  modo 
che  i  eentri  e  i  piani  dei  cerchi  coincidano.  Ciò 
fatto,  si  può  dire  che  ciascun  punto  di  ciascuno  dei 
due  cerchi  ha  dal  centro  dell'altro  distanza  eguale 
al  raggio  dì  codesto  cerchio;  epperò  [93]  ciascun 
punto  di  ciascuno  dei  due  cerchi  cade  sull'altro  cer- 
chio. I  cerchi  sono  dunque  eguali,  e.  d.  d. 

184.  Cor.  1",  Un  cerchio  è  individuato,  quando 
ne  sia  dato  il  piano,  il  centro  e  il  raggio  ;  o,  ciò  che 
fa  lo  stesso,  il  piano,  il  centro  e  un  punto  qualsivoglia 
del  cerchio. 


Hosted  by 


Google 


Che  infatti  tutti  i  cerchi,  descritti  con  quel  cen- 
tro e  con  quel  raggio,  coincidono.  [183]. 

18*.  Cor.  *".  Se  il  piano  d'un  cerchio  vien  fatto 
scorrere  su  se  stesso,  rotando  intorno  al  centro  [65], 
il  cerchio  scorre  su  se  stesso. 

Infatti  il  cerchio  nella  posizione  primitiva  e  in 
una  nuova  posizione,  assunta  rotando,  si  possono  con- 
siderare come  due  cerchi  posti  in.  uno  stesso  piano, 
con  centro  comune  e  raggi  eguali. 

18«.  Teor.  La  retta,  chepassaper  il  centro  eper 
il  punto  di  mezzo  d'una  corda,  è  perpendicolare  alla 
corda. 

Dilli.  Sia  un  cerchio  di  centro 
O,  una  corda  AS  e  sia  C  il  punto 
di  mezzo  della  corda  AB.  Dico 
che  OC  &  perpendicolare  ad  AB. 
Infattipoichè  nei  triangoli  OjIC, 
OBC  è  OC  comune,  OA=OB 
ed  AC  =  CB,  è  [151]  anche 
A{C}0  =  0(C)B. 

18?.  Teop.  La  perpendicolare,  calata  dal  centro 
d'un  cerchio  sopra  una  corda  qualunque,  divide  la 
corda  per  metà. 

Dlm.  Infatti,  se  la  corda  non  fosse  dimezzata 
dalla  perpendicolare,  unendo  il  centro  col  punto  di 
mezzo  della  corda,  si  otterrebbe  un'  altra  perpendico- 
lare alla  corda  [186],  e  cosi  da  uno  stesso  punto  sa- 
rebbero tirate  ad  una  stessa  retta  due  perpendicolari 
distinte,  il  che  non  può  essere,  [136]. 

188.  Teor.  La  perpendicolare  condotta  ad  una 
corda  nel  punto  di  mezzo  {l'asse  della  corda)  passa 
per  il  centro  del  cerchio. 

nim.  Infatti,  se  la  perpendicolare  non  passasse 
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per  il  centro,  unendo  il  centro  col  punto  di  mezzo 
della  corda,  si  otterrebbe  un'  altra  perpendicolare  alia 
corda  nel  medesimo  punto,  e  ciò  non  può  darsi.  [114}. 
Questa  proposizione  è  anche  conseguenza  della 
proprietà  dell'asse  d'un  segmento  di  contenere  tutti 
i  punti  che  sono  equidistanti  dalle  estremità  del  seg- 
mento. [163]. 

18».  Prohl.  Trovare  il  centro  d'un  cerchio  dato. 
Hlsol.  Sui  cerchio  dato  si  prendano  ad  arbitrio 
tre  punti  A,  B,  C,  e  tirino  le  corde  AB,  BC,  e  poi 
i  loro  assi  DP,  EH.  Queste 
rette  devono  incontrarsi,  e  il 
punto  d'intersesdone  è  il  centro 
ricercato. 

Uiin.  Sappiamo  [188]  che 
l'asse  di  qualsivoglia  corda  passa 
per  il  centro  del  cerchio.  Am- 
bedue le  rette  DF,  E  H  devono  adunque  passare  per 
il  centro,  epperò  esse  hanno  un  punto  almeno  (il  cen- 
tro) in  comune.  Ma  bisogna  provare  che  non  può 
darsi  che  le  due  perpendicolari  coincidano,  giac- 
fi  che,   se    questo    caso   potesse   av- 

venire, la  costruzione  indicata  non 
varrebbe  sempre  a  determinare  il 
centro  d'un  cerchio  dato.  A  tal  fine 
si  osservi  che,  poiché  ima  delle  per- 
pendicolari passa  per  D  e  l'altra 
per  E,  se  esse  coincidessero,  si 
confonderebbero  ambedue  con  la  retta  DE,  e  allora 
esisterebbe  uu  triangolo  7>  5  £  con  due  angoli  retti 
EDB,  BED,  il  che  non  può  essere.  [134]. 

In  conehiusione,  non  può  darsi  che  le  due  rette 
DE,  EH  non  abbiano  nessun  punto  comune,  né  che 
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esse  coincidano;  esse  adunque  s'incontrano  neces- 
sariamente, e  il  punto  d'incontro  è  [188]  il  centro 
del  cerchio. 

190.  Cor.  l".  Se  due  cerchi  hanno  ire  punti  co- 
muni, essi  coincidono. 

Infatti  la  costruzione,  clie  si  facesse  per  trovare 
il  centro  di  uno  dei  cerchi  (usando  dei  tre  punti 
comuni  ai  cerchi),  determinerebbe  nel  tempo  stesso 
il  centro  dell'altro  cerchio.  I  due  cerchi,  giacendo  in 
uno  stesso  piano  [181],  avendo  il  centro  e  un  punto 
comune,  coincidono.  [184]. 

IBI.  Cor.  »".  Un  cerchio  è  individualo,  quando 
sono  dati  tre  suoi  punti  qualunque. 

I08.  Cor.  3^.  Due  cerchi  descritti  con  raggi  di- 
versi, non  possono  diventar  coincidenti.  (Infatti  non 
potrebbero  aver  più  di  due  punti  comuni). 

Di  due  cerchi  descritti  con  raggi  diversi,  quello 
che  ha  il  raggio  maggiore  si  dice  il  maggiore,  e  l'al- 
tro il  minore. 

193.  Teor.  Se  ire  segmenti  condotti  ad  un  cerchio 
da  uno  stesso  punto  sono  eguali,  quel  punto  è  il  centro. 

Dim.  Sia  un  cerchio  ABC',ei  tre  segmenti  0  A, 
OB,  OC,  condotti  ad  esso  da  uno 
stesso  punto  0,  siano  eguali  tra 
loro.  Dico  che   il  punto   0  è  il 
centro  del  cerchio. 

A  tal  uopo,  divise  per  metà 
le  corde  Ali,  BCin.  D  ed  E,  si 
tirino  le  rette  OD,  OE.  Ora, 
poiché  nei  triangoli  OAD,  0 BD  i  lati  sono  rispet- 
tivamente uguali,  è  A{D)0  ^  0{D)B.  La  retta 
OD  è  dunque  l'asse  della  corda  OB,  epperò  [188] 
essa  passa  per  il  centro  del  cerchio.  Similmente  si 
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prova  che  il  centro  del  cerchio  deve  trovarsi  anche 
sulla  retta  OE,  epperò  esso  è  il  punto  0. 

Archi  di  cercliio. 

l»4.  Un  punto  d'un  cerchio  non  Io  divide  in  due 
parti  (come  avviene  nella  retta),  ma  due  punti  lo  di- 
vidono in  due  parti;  ciascuna  di  queste  si  dice  arco 
(di  cerchio).  I  due  punti  sono  i  lermini,  le  estremità 
di  ciascun  arco. 

Si  può  supporre  che  un  arco 
(come  il  cerchio  a  cui  appartie- 
ne) sia  stato  descritto  dall'estre- 
mità d'un  raggio  rotando  intorno 
al  centro.  Il  punto  di  partenza 
si  dice  origine  dell'arco. 
Dovendo  indicare  archi  posti  in  «no  stesso  piano, 
supporremo  che  le  rotazioni  abbiano  luogo  nello 
stesso  verso  che  per  gli  angoli,  e  nomineremo  prima 
l'origine  e  poi  l'altra  estremità  dell'arco.  Cosi  nella 
nostra  figura,  l'arco  AB  è  quello  che  passa  per  il 
punto  C,  e  l'arco  BA  è  il  rimanente  del  cerchio,  (II 
primo  arco,  perchè  passa  per  il  punto  C,  si  può  anche 
indicare  dicendo:  arco  ACB). 

Un  arco  si  dice  compreso  da  un  angolo,  se  ha  gli 
estremi  sui  lati  dell'angolo  ed  ogni  altro  suo  punto  è 
interno  all'angolo. 

1»5.  Un  angolo,  il  cui  vertice  sia  nel  centro 
d'un  cerchio,  si  dice  angolo  al  centro  rispetto  a  quel 
cerchio  ;  e  per  arco  corrispondente  a  quell'angolo  s'in- 
tende l'arco  compreso  tra  i  lati  di  quell'angolo. 

Si  suol  anche  dire  che  un  angolo  al  eentro  insiste 
sull'arco  corrispondente. 


Hosted  by 


Google 


I06.  TeoF.  In  cerchi  eguali  {o  in  uno  stesso  cer- 
chio), se  due  angoli  ai  centro  sono  eguali/  gli  archi  cor- 
rispondenti sono  eguali. 

Dlni.  Siano  due  cerchi  eguali  (B)  &A  [E)  (*), 
{ cioè  descritti  con  raggi  e- 
guali)  ;  e  i  due  angoli  al  cen- 
tro ^  5  C,  D  £  F  siano  egua- 
li. Dico  che  i  due  archi  AC, 
DFsouo  eguali. 

Se  sovrapponiamo  l'uno  all'altro  i  due  angoli 
eguali,  ad  es.  l'angolo  B  all'angolo  E,  in  modo  che  il 
lato  BA  cada  su  DE,  il  lato  BC  cade  su  EF,  il 
punto  A  in  D,  il  punto  C  in  i^  e  un  cerchio  sull'altro, 
e  quindi  anche  l'arco  AC  sull'arco  DF. 

i»9.  Vor.  1".  Ogni  diametro  d'un  cerchio  divide 
il  cerchio  in  due  parti  eguali. 

Infatti  i  due  archi,  ne'  quali  un  cerchio  è  diviso 
dalle  estremità  d'un  diametro,  corrispondono  a  due 
angoli  al  centro  che  sono  eguali,  perchè  piatti  am- 
bi due, 

l»8.  Cor,  «".  Per  dimezzare  un  arco  dato,  ba' 
sia  [196]  dividere  per  metà  l'angolo  al  centro  corri- 
spondente. 

I»».  Xeor.  In  un  cerchio,  angolo  al  centro  mag- 
giore insiste  Sii  arco  maggiore. 

Dlni.  Nei  cerchio  (0)  siano  i  due  angoli  al  cen- 
tro AOB,  COD  disuguali,  e  sia  il  primo  il  maggiore. 
Dico  che  l'arco  AB  è  maggiore  dell'arco  CD. 

(*)  Per  brevità,  qnaado  non  sia  poaaibile  equivoco,  si  in- 
dica un  cerchio  nominandone  solo  il  centro.  Supposto  noto  il 
piano  d'un  cerchio,  iì  cerchio  si  indica  compiutamente  di- 
cendo ad  83.:  cerchio  (OA),  dove  0  sia  il  centro  ed  OAun 
raggio  qualunque. 
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Si  tagli  [152]  dall'angolo  maggiore  l'angolo  AOE 
uguale  al  minore  C{0)D.  L'ar- 
co -4  E  è  [I9tì]  uguale  all'arco 
CD;  epperò  l'arco  AB  è  mag- 
giore dell'arco  CD  (una  parte 
del  primo  è  uguale  al  secondo). 
soo.  Teor.  In  un  cerchio, 
■su  archi  eguali  insistono  angoli 
al  centro  eguali. 
niuk.  Infatti,  se  gli  angoli  fossero  disuguali,  tali 
sarebbero  [199]  anche  i  due  archi;  e  ciò  contro  l'ipotesi. 
«Ol.  Teor,  In  tm  cerchio,  nu  arco  maggiore  in- 
siste angolo  al  centro  maggiore. 

nii».  L'angolo  corrispondente  all'arco  maggiore 
non  può  essere  uguale  all'altro  angolo,  ne  minore,  per- 
chè l'arco  corrispondente  sarebbe  allora  eguale  [196] 
all'altro  arco,  o  minore  [199];  e  ciò  contro  l'ipotesi. 
aos.  Un  punto  C,  che  appartenga  ad  un  arco  A  B, 
divide  l'arco  in  due  parti,  di  cui  l'arco  AB  si  dice 
somma. 

Si  sommano  archi  di  cerchi  eguali  (o  d'uno  stesso 
cerchio)  costruendo  nel  centro  d'uno  dei  cerchi  un 
angolo  che  sia  la  somma  di  quelli  al  centro  corrispon- 
denti agli  archi  dati.  [196]. 

E  si  trova  la  diiFerenza  di  due  archi  di  cerchi 
uguali  (o  d'uno  stesso  cerchio),  costruendo  nel  cen- 
tro d'uno  dei  cerchi  un  angolo  eguale  alla  differenza 
dei  due  angoli  al  centro  corrispondenti  agli  archi  dati. 
Poiché  la  somma  di  più  angoli  è  indipendente 
dall'ordine  in  cui  si  succedono,  tanto  vale  per  La 
somma  degli  archi. 
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Posizione  rispettiva  d'una  retta  e  d'un  cerchio. 

S03.  Te»p.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  cen- 
tro d'un  cerchio  è  minore  del  raggio^  la  retta  ha  col 
cerchio  due  punti  in  comune;  ogni  altro  punto  della 
retta,  se  è  compreso  tra  quei  due,  è  interno  al  cerchio  ; 
altrimenti  è  esterno. 

lltm.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  ABÌa  retta,  e  la 
perpendicolare  0(7  calata  dal  centro  sulla  retta  [161] 
sia  minore  del  raggio  del  cerchio. 

Intanto,  poiché  OC  è 
minore  del  raggio,  il  pnnto 
C  è  [93]  interno  al  cerchio, 
e  per  conseguenza  [97]  la 
retta  ha  in  comime  col  cer- 
chio due  [179]  punti  situati 
da  bande  opposte  di  0.  Chia- 
miamo D,  E  questi  punti,  ed  uniamoli  col  centro. 

Ora,  essendo  OD  ^  0£,  il  triangolo  ODE  è  iso- 
scele ;  epperò,  prendendo  sulla  base  un  punto  qualun- 
que F,  e  tirando  OF,  abbiamo  [148]  0  F  <  0  D;  e 
prendendo  su  un  prolungamento  di  DE  un  punto  H 
ed  unendolo  con  0,  abbiamo  OH  >  OD.  Per  conse- 
guenza [93]  ogni  punto  della  retta  AB,  che  è  com- 
preso tra  D  ed  E,  è  interno  al  cerchio,  ed  ogni  punto 
dei  prolungamenti  di  DE  e  fuori. 

a04.  Poiché  nei  punti  D  ed  E  la,  retta  dianzi 
considerata  passa  dall'interno  all'esterno  del  cerchio, 
e  viceversa,  si  dice  che  la  retta  sega  il  cerchio  in  quei 
punti,  od  anche  che  è  una  secante  del  cerchio  in 
D  ed  E. 

SOA.  Teor.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  cen- 
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tro  d'un  cerchio  è  minore  del  raggio,  la  retta  ha  col 
cerchio  in  comune  un  punfo  solo,  ed  ogni  altro  punto 
della  retta  è  fuori  del  cerchio. 

Uini.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  ed  ^  B  la  retta. 
E  la  perpendicolare  0  C,  calata  dal  centro  sulla  retta, 
sia  eguale  al  raggio  del  cerchio. 

Intanto,  poiché  OC  è  uguale 
al  raggio  del  cerchio,  il  punto  C 
appartiene  al  cerchio.  Ma  ogni 
\  altro  segmento,  tirato  dal  centro 

MB  a  qualsivoglia  altro  punto  M 
della  retta,  è  [160]  maggiore  della  perpendicolare 
OC;  quindi  ogni  punto  della  retta,  diverso  dal  punto 
C,  è  fuori  del  cerchio  [93]. 

906.  Una  retta  ed  un  cerchio,  che  giacciono  in 
uno  stesso  piano  ed  abbiano  un  solo  punto  comune, 
si  dicono  tangenti  in  quel  punto  ;  il  punto  comune  si 
dice^Mw^o  di  contatto.  (Ordinariamente  si  dice  che  è 
la  retta  tangente  del  cerchio;  che  lo  tocca  in  quel 
punto). 

»«7.  L'ultimo  teorema  si  può  ora  enunciare  nel 
modo  seguente: 

La  retta  perpendicolare  a  un  raggio  di  un  cer- 
chio, nelV  estremità,  è  tangente  al  cerchio  nelV  estrc' 
mità  di  quel  raggio.  Ogni  altro  punto  della  retta  è 
fuori  del  cerchio. 

e08.  Teor.  Per  qualunque  punto  d'un  cerchio 
si  può  condurre  una  tangente  al  cerchio  in  quel  punto, 
e  una  soltanto. 

Ulm.  Sia  un  cerchio  di  centro  0,  e  su  questo  un 
punto  A  qualunque. 

Intanto,  se  tiriamo  il  raggio  OA,  e  poi  la  retta 
BC  perpendicolare  ad  0  A  nel  punto  J.,  abbiamo[207] 
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nna.  retta  tangente  al  cerchio  nel  pnnto  dato.  Eesta 
dunque  a  provare  che  per  A  non  si  può  condurre  nes- 
sun'altra  retta,  che  sia  tangente  al  cercliio  in  A.  A 
tal  fine  si  tiri  per  A  una  retta  DE  a.d  arbitrio,  di- 
versa dalla  BC.  Allora,  poiché  l'angolo  OAC  è  ret- 
to, tale  non  è  l'angolo  OA  E  ; 
epperò  la  OF,  perpendicolare 
alla  DE,  calata  dal  centro 
0,  è  necessariamente  distinta 
dalla  OA.  E  perchè  [160]  la 
perpendicolare  è  minore  d'o- 
gni obliqua,  la,  0F&  minore 
del  raggio  0  A  ;  quindi  la  ret- 
ta Dfi  è  u»a  secante  del  cerchio,  ed  vi  è  uno  dei 
punti  d'intersezione.  [203]. 

SO».  Cor.  Il  raggio,  che  va  al  punto  di  contatto 
di  una  tangente  d'un  cerchio,  è  perpendicolare  alla 


Infatti,  se  cosi  non  fosse,  tirando  la  perpendico- 
lare al  raggio  nella  sua  estremità,  si  otterrebbe  una 
seconda  tangente  [207]  al  cerchio  nello  stesso  punto. 
E  sappiamo  [208]  che  una  sola  è  la  retta  tangente  ad 
un  cerchio  in  uno  stesso  punto. 

«IO.  liemnia.  Per  un  punto  di  un  cerchio  si  può 
sempre  tirare  una  corda  del  cerchio,  che  sia  eguale  a 
un  dato  segmento,  il  quale  non  superi  il  diametro. 

Diui,  Sia  dato  un  cerchio,  e  su  questo  un  punto  A; 
e  sia  pur  dato  un  segmento,  che  non  superi  il  dia- 
metro del  cerchio.  Si  tratta  di  provare  che  si  può 
condurre  per  A  una  corda  eguale  al  segmento  dato- 
Condotta  la  retta,  che  passa  per  A  e  per  il  centro 
del  cerchio,  su  questa,  partendo  da  A,  si  prendano 
due  segmenti  A  B,  .d.C  eguali  al  dato. 
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Quando  questo  segmento  fosse  uguale  al  diame- 
tro del  cerchio,  lo  stesso  diametro,  che  ha  uaa  estre- 
mità nel  punto  A,  sa- 
rebbe una  corda  egua- 
le al  segmento  dato,  e 
condotta  per  A. 

Ma  quando  il  seg- 
mento dato  è  minore 
dei  diametro,  il  punto 
B  cade  dentro  del  cerchio  ;  il  punto  C  poi  è  esterno. 
Pertanto  il  cerchio  di  centro  A  e  raggio  AB^AC 
incontra  il  cerchio  dato  [89]  ;  e,  se  i*  è  un  punto  co- 
mune ai  due  cerchi,  la  corda  AD^  AB  it  uguale 
al  dato  segmento. 

911.  Probi.  Per  un  punto  dato  fuori  d' un  cer- 
chio condurre  una  tangente  al  cerchio. 

Rl»»\.  Sia  0  il  eentro  d'un  cerchio,  ed  A  un 
punto  qualunque  esterno  al  cerchio.  Si  tratta  di  con- 
durre per  A  una  retta,  che  sia  tangente  al  cerchio- 
Si  descriva  a  tal  fine  un  cerchio  con  centro  A  e 
raggio  eguale  ad  .i  0  ;  e  in  questo  cerchio  e  per  il  suo 
punto  0,  si  tiri  una  corda  OB  eguale  al  diametro  del 
cerchio  dato.  E  ciò  si  può 
fare  [210],  dappoiché  il 
segmento,  al  quale  dev'es- 
sere uguale  la  corda,  è  mi- 
nore [92]  del  diametro  del 
cerchio  in  cui  si  vuole  a- 
dafctare  la  corda. 

Ed  ora,  poiché  il  seg- 
^  mento  OBk,  uguale  al  dia- 

metro MN,  il  punto  B  è  fuori  [93]  del  cerchio,  ep- 
però  la  corda  OB  taglia  il  cerchio  dato;  se  C  è  il 
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punto  d'intersezione,  la  retta  AB  è  la,  tangente  do- 
mandata. 

nini.  Infatti,  poiché  OB  è  uguale  a  un  diame- 
tro de!  cerchio  dato,  ed  OC  è  un  raggio  del  cerchio 
stesso,  egli  è  OC  ^  CB.  Ma  allora  la  retta  A  C ,  per- 
chè passa  per  il  centro  del  cerchio  (A)  e  per  il  punto 
di  mezzo  della  corda  OB,  è  [186]  perpendicolare  ad 
OB,  e  quindi  anche  al  raggio  OC  del  cerchio  dato 
nell'estremità  C.  Perciò  [207]  essa  è  tangente  a  que- 
sto cerchio. 

919.  Teor.  Da  ttn  punto  dato  fuori  di  un  cerchio 
si  possono  condurre  al  cerchio  due  tangenti  e  due  sole. 

lllui.  Sia  un  cerchio  di  centro  0,  ed  A  un  punto 
esterno,  Noi  abbiamo  già  [211]  appreso  a  condurre 
per  A  una  tangente  al  cerchio.  Tale  sia  la  ^  B,  e  sia 
B  il  punto  di  contatto,  sicché  [209]  l'angolo  ABO  è 
retto.  Ora,  fatto  C{A)0  =  0(^)5,  si  tiri  0-D  per- 
pendicolarmente ad  AC.  Confrontando  i  triangoli 
ODAf  OBA,  sì  vede  che  hanno  0^  in  comune, 
hanno  eguali  per  costruzione  gli  angoli  in  ^ ,  ed  egua- 
li, perchè  retti,  gli  angoli  in  D 
e  in  B.  Per  conseguenza  [154] 
è  OD  ^  0 B,  epperò  i>  è  un 
punto  del  cerchio  dato  ;  ed  AC 
è  [207]  una  tangente  del  cer- 
chio in  D.  Cosi  si  è  provato  che 
da  un  punto  esterno  ad  un  cer- 
chio si  possono  sempre  condur- 
re due  tangenti.  Ci  rimane  a  provare  che  se  ne  pos- 
sono tirare  due  soltanto. 

A  tal  fine  imaginiamo  che  AB  ed  A])  siano  due 
delle  tangenti,  che  si  possono  condurre  al  cerchio  dal 
punto  A ,  e  che  B  e  D  siano  i  punti  di  contatto.  I 
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raggi  OB,  OD  sono  [209]  perpendicolari  alle  tan- 
genti ;  epperò,  essendo  che  i  triangoli  rettangoli  OAB, 
OAD  tanno  eomiine  l'ipotenusa,  ed  è  OB  ^  07), 
è  anche  [155]  0{A)B  ^  I>(A)0.  Cosi  possiamo 
dire,  in  generale,  che  le  tangenti  condotte  ad  un  cer- 
chio da  uno  stesso  punto  formano  angoli  eguali  col 
raggio,  che  esce  da  codesto  punto  e  passa  per  il  cen- 
tro del  cerchio.  Ne  vien  la  conseguenza  che  le  tan- 
genti sono  due  sole,  perchè  per  un  punto  non  si  pos- 
sono condurre  che  due  sole  rette  che  facciano  angoli 
eguali  con  un  raggio  uscente  da  quel  punto. 

CI3.  II  segmento  di  una  tangente  ad  un  cerchio, 
condotta  da  un  punto  estemo,  compreso  tra  questo 
punto  e  il  punto  di  contatto,  suol  dirsi,  senz'  altro, 
una  tangente  condotta  al  cerchio  dal  punto  esterno. 
Così,  riferendoci  alla  dimostrazione  precedente,  ed 
osservando  essere  OB  ^  OD,  possiamo  dire  che: 
«14.  Le  tangenti,  condotte  ad  un  cerchio  da  un 
punto  esterno,  sono  eguali  tra-  loro,  e  fanno  angoli 
eguali  col  segmento  che  unince  il  loro  punto  comune 
col  centro. 

»ifi.  Teor.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  cen- 
tro di  un  cerchio  è  maggiore  del  raggio,  ogni  punto 
della  retta  è  fuori  del  cerchio. 

Diiu.  Sia  0  il  centro  del 
Cerchio,  A  Bis.  retta,  e  la  per- 
pendicolare 0  C  calata  dal  cen- 
tro sulla  retta  sìa  maggiore  del 
raggio.  Si  deve  provare  che 
ogni  punto  della  retta  è  fuori 
del  cerchio. 
Intanto,  perchè  OC  è  maggiore  del  raggio,  il 
punto  C  è  fuori  [93]  del  cerchio,  E  poi  fuori  del  cer- 
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chio  ogni  altro  pimto  2f  ilella  retta  AB,  perchè  ogni 
obliqua  è  [lOU]  maggiore  della  perpendicolare. 

3IS.  'l'f^or.  Secondo  che  una  retia  ha  due  punti, 
uno  solo,  0  nesuun  punto  in  comune  con  un  cerchio, 
la  distanza  fra  il  centro  e  la  retta  è  minore,  ugua- 
le, 0  maggiore  del  raggio. 

Uim.  Infatti,  le  ipotesi  contrarie  conducono  a 
conseguenze  che  sono  in  oontradizione  col  dato.  [203, 
205,  215]. 

9VS.  Probi.  Costruire  un  triangolo,  che  abbia 
due  lati  eguali  a  due  segmenti  dati,  e  l'angolo  op- 
posto a  uno  di  essi  eguale  ad  un  angolo  dato. 

Risol.  Sia  C{A)B  l'angolo  dato;  chiamiamo  o 
e  (ì  i  due  segmenti,  e  sia  k  il  segmento  a  cui  dev'  es- 
sere ugnale  il  lato  opposto  all'angolo  dato. 

Sopra  un  lato  dell'angolo  si  prenda  un  segmento 
A D  che  sia  eguale  a  jì.  A  e  D  sono  due  vertici 
del  triangolo  da  co- 
strnire.  Il  terzo  ver- 
tice deve  trovarsi 
sul  lato  AB;  e  per- 
chè deve  avere  dal 
punto  D  distanza  e- 
guale  ad  a,  deve  [87]  trovarsi  sul  cerchio  che  ha 
centro  in  .D  e  raggio  a.  Descritto  questo  cerchio,  se 
esso  incontra  in  F  il  lato  .d  iJ ,  il  triangolo  i)  A  F  so- 
disfa il  problema, 

Oss.  L'angolo  dato  può  essere  acubo,  retto  od 
ottuso. 

I.  L'angolo  dato  sia  acuto,  e  si  cali  da  D  la  per- 
pendicolare DE  sul  lato  AB. 

l".  Se  è  «  <  DF,  il  cerchio  con  centro  J)  e 
raggio  a  non  ha  [215]  nessun  punto  comune  con  ìa 
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retta  AB,  e  ciò  prova  che  il  problema  in  tal  caso 
non  ammette  soluzione,  che  non  esiste  cioè  triangolo 
con  tre  elementi  egnaK  rispettivamente  ai  dati,  e 
disposti  come  richiede  ìl  problema. 

2°.  Qnando  è  «  ^  DE,  il  cerchio  e  la  retta  hanno 
in  comune  [205]  il  solo  pianto  E,  e  il  triangolo  do- 
mandato è  il  triangolo  rettangolo  ADE. 

3".  Quando  è  a'>  DE,  ed  a  <,  AD,  il  cerchio 
taglia  [203, 160]  il  raggio  -4fi  in  due  punti  F,  F' ,  e  i 
due  triangoli  ADF,  ADF'  sodisfanno  ambidue  al 
problema. 

4°.  Se  è  «  =  AD,  i!  cerchio  taglia  [203,  160]  il 
raggio  AB  nel  punto  ^  e  in  un  altro  punto  H,  op- 
però il  problema  ammette  per  unica  soluzione  il  trian- 
golo isoscele  ADH. 

5".  Quando  infine  è  «  >  AD,  il  cerchio  taglia 
[203,  l(iO]  il  lato  AB  in  un  punto  X  e  il  prolunga- 
mento del  lato  in  un  altro  punto  K' .  la.  questo  caso 
il  problema  ha  per  unica  soluzione  il  triangolo  ADK; 
perchè  il  triangolo  ADK'  ha  bensì  due  lati  eguali  ai 
dati  segmenti,  ma  l'angolo  opposto  al  lato  DK',  e 
che  dovrebb' essere  uguale  all'angolo  acuto  dato,  è 
invece  supplementare  di  questo  angolo. 

II.  Quando  l' angolo  dato  è  retto,  perchè  il  pro- 
blema ammetta  soluzione,  è  necessario  e  sufficiente 
che  il  lato  opposto  all'  angolo  dato  sia  maggiore 
dell'  adiacente.  Il  cerchio,  che  bisogna  descrivere, 
taglia  il  lato  opposto  in  un  punto  e  il  prolungamento 
in  un  altro.  Ambidue  i  triangoli  risultanti  sodisfanno 
alle  condizioni  volute;  sono  però  [1Ò5]  eguali,  e  così 
le  due  soluzioni  si  riducono  infine  ad  una  sola. 

III.  Quando  l'angolo  dato  è  ottuso,  il  piede  della 
perpendicolare  DE  cade  sul  prolungamento  del  lato 


Hosted  by 


Google 


—  100  — 
AB.  In  questo  caso,  perchè  il  cerchio  tagli  il  lato 
A  B ,  non  basta  che  il  raggio  superi  la  perpendico- 
lare, ma  si  richiede  [160]  che  superi  anche  il  lato 
DA  adiacente  all'angolo  dato;  allora  il  cerchio  ta- 
glia una  volta  il  lato  AB  &Y altra  il  prolungamento, 
epperciò  il  problema  ammette  una  soluzione  sol- 
tanto. 

Corde  nel  cerchio. 

»I8.  Una  corda  d'un  cerchio,  quando  non  passa 
per  il  centro,  divide  il  cerchio  in  due  parti  disu- 
guali. [197]. 

Per  indicare  la  corda,  che  unisce  le  estremità  di 
un  arco  dato,  si  dice  :  la  eorda  sottesa  da  quell'arco. 
Per  converso,  trattandosi  d'un  cerchio,  e  volendo  in- 
dicare l'arco  ohe  ha  le  estremità  in  comune  con  una 
data  corda,  si  dice  :  l'arco  che  sottende  quella  corda.  Ma 
perchè  in  un  cerchio  sono  due  gli  archi  che  sotten- 
dono una  data  eorda,  stabiliiimo  che,  quando  si  parla 
dell'  arco  che  sottende  una  data  corda,  dei  due  archi 
si  intenda  il  minore. 

81».  Xeor.  In  un  cerchio,  se  due  corde  sono  ugua- 
li, gli  archi  che  le  sottendono  sono  eguali  ;  e  se  sono 
disuguali,  la  corda  maggiore  è  sottesa  da  arco  maggiore. 

DIm.  Sia  un  cerchio  con  centro  0 ,  e  in  esso  due 
corde  uguali  AB,  CD.  Dico  che  gli  archi  AB,  CD, 
che  le  sottendono,  sono  eguah. 

Infatti,  poiché  i  triangoli  OAB,0  CD ,  hanno  Ì 
lati  rispettivamente  uguali,  è  [151]  anche: 

A(0)B  =  C{0)D. 
Per  conseguenza  [I9G]  l'arco  AB  è  uguale  all'arco  CD. 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  la  corda  AB 
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I  della  CD.  Dico  che  l'arco  AB  h  mag- 
giore dell'arco  CD. 

Infatti,  poiché  nei  triangoli  OAB,  OCD  i  lati 
concorrenti  in  0  sono  eguali,  e  il 
lato  AB  h  maggiore  del  lato  CD, 
è  [150]  A{0)B  >  C{0)D. 
Quindi  [199]  anche  l'arco  AB  è 
maggiore  dell'arco  CD. 

SCO.  Teor.  In  ttn  cerchio,  se 
due  archi  sono  eguali,  essi  sotten- 
dono corde  uguali  ;  e  se  sono  disugnali,  e  minori  di 
mezzo  cerchio,  l'arco  maggiore  sottende  corda  mag- 
giore. 

Ulm.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  ed  AB,  CD  i 
doe  archi  eguali.  Dico  che  le  corde  A  B ,  CD  sono 
eguali. 

Si  considerino  i  due  triangoli  OAB,  OCD.  Poi- 
ché gli  angoli  in  0  sono  eguali,  come  quelli  che  [200] 
insistono  sa  archi  egiiali,  e  i  lati  che  concorrono  in 
0  sono  egaali,  è  [149]  anche  A  B  '^  CD. 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  l'arco  AB 
(senza  superare  mezzo  cerchio)  sia  maggiore  del- 
l'arco CD.  Si  deve  provare  che  la  corda  AB  h  mag- 
giore della  CD. 

In  questo  caso,  poiché  [201]  su  arco  maggiore 
insiate  angolo  al  centro  maggiore,  abbiamo: 

A{0)B  >  C{0)D. 

Ed  ora,  osservando  i  triangoli  AOB,  COD,  si  con- 
chiude [150]  essere  ^B>  CD. 

881.  Teor.  In  un  cerchio  un  diametro  è  mag- 
giore di  qualunque  corda,  che  non  passi  per  il  centro. 

■lini.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  e  in  questo 
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un  diametro  AB  e  mia  eorda  CD  qualunque,  che  nou 
passi  per  il  centro.  Dico  essere  AB"^  CD. 

Infatti,  poiché  la  somma  dei 
lati  OC,  OD  del  triangolo  COD 
è  maggiore  [144]  del  terzo  CD,  ed 
èco  =  AO,  e  OD  =  OB,  aa- 
che  la  somma  dei  segmenti  A  0 , 
OB^  cioè  il  diametro  AB,h  mag- 
giore della  corda  CD. 

«SS.  Teor.  In  un  cerchio,  se  due  corde  .nono 
uguali,  esHB  hanno  dùtanze  uguali  dal  centro. 

Dini.  Siano  due  corde  uguali  AB,  CD.  Dico 
che  esse  sono  equidistanti  dal  centro,  die  sono  eguali 
cioè  le  perpendicolari  OE,  OF  calate  dal  centro 
sulle  due  corde. 

Intanto,  perchè  la  perpendi- 
colare, calata  dal  centro  Kopra  una 
corda,  divide  [187]  la  corda  per 
metà,  e  le  corde  AB,  CD  sono 
eguali,  sono  eguaU  anche  le  metà 
EB,  CF.  I  triangoli  rettangoli 
OBE,  OCF  hanno  adunque  l'ipo- 
tenusa e  un  cateto  rispettivamente  uguali;  quindi  è 
anche  [155]  OE~OF. 

S«a.  Tcor.  Se  due  corde  di  un  cerchio  sono  disu- 
guali, la  maggiore  ha  dal  centro  distanza  minore. 

Dliti.  Siano  due  corde  AB, 
CD  disuguali,  e  sia.  AB  >  CD. 
Conduco  le  perpendicolari  OE, 
OF.  Dico  essere  OE  <0F. 

Infatti,  poiché  la  perpendico- 
lare, calata  dal  centro  sopra  una 
corda    dimezza   [187]   la  corda,   ed  è    AB 
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anche  BE,  metà  di  jlif,  è  maggiore  di  CF,  che  è 
una  metà  di  CD.  Se  ora  coasideriamo  i  triangoli 
rettangoli  OEB,  0 FC,  troviamo  che  hanno  le  ipote- 
nuse uguali,  e  che  il  cateto  B  E  del  primo  è  maggiore 
del  cateto  CF  deli'  altro.  Ne  segue  [156]  che  l'altro 
cateto  0  E  del  primo  triangolo  è  minore  di  0  F. 

334.  Teor.  In  un  cerchio,  se  due  corde  sono  equi- 
distanti dal  centro,  esse  sono  eguali. 

Wtm.  Le  corde  infatti  non  possono  essere  disu- 
guali, perchè  in  tal  caso  anche  le  distanze  dal  centro 
sarebbero  [223]  disuguali,  e  ciò  contro  l'ipotesi. 

3S5.  Teor.  In  un  cerchio,  se  due  corde  hanno 
dal  centro  distanze  disuguali,  la  piti  vicina  è  mag- 
giore della  piit  lontana. 

Dini.  Siano  AB,  CD  due  corde  di  uno  stesso 
cerchio,  e  la  ^  B  sia  più  vicina  al  centro  che  non  la 
CD.  Dico  che  la  -4-B  è  maggiore  della  CD. 

Infatti,  non  può  la,  Ali  essere  uguale  alla  CD, 
perchè  in  tal  caso  essa  avrebbe  [222]  dal  centro  la 
stessa  distanza  che  la  CD,  e  ciò  contro  l'ipotesi. 

Né  potrebh 'essere  AB  <.  CD,  perchè  in  tal  caso 
la.  AB  avrebbe  [223]  dal  eentro  distanza  maggiore  di 
quella  della  CD,  e  ciò  pure  contro  l'ipotesi. 

Così,  poiché  non  può  essere  AB  ^  CD,  né 
AB  <  CD,  è  necessariamente  AB>  CD. 


Posizione  rispettiva  di  due  cerchi. 

»3e.  Iienini».  Fra  le  distanze  dei  punti  d'un 

cerchio  da  tino  stesso  punto  che  non  sia  il  centro,  quella 
che  passa  per  il  centro  è  maggiore  d'ogni  altra,  e 
quella  un  cui  prolungamento  passa  per  il  centro,  è 
minore  d'ogni  altra. 
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Ulni,  Dobbiamo  distinguere  due  casi,  secondo 
cioè  che  il  punto  giace  nell'interno  del  cerchio,  od  è 
esterno. 

1".  Sia  0  il  centro  del  cerchio  ed  A  un  punto  in- 
terno al  cerchio,  ma  che  non  sia  il  centro.  Tirando 
per  A  il  diametro  BC,  abbiamo  in  jÌC  il  segmento 
che  unisce  il  punto  A  ad  un  punto 
del  cerchio  passando  per  il  centro, 
e  m  AB  quel  segmento  un  cui 
prolungamento  passa  per  il  cen- 
tro. Si  vuol  provare  che  AC  è 
maggiore  ed  AB  minore  d'ogni 
altro  segmento  condotto  da  A  fino  al  cerchio. 

A  tale  intento,  preso  sul  cerchio  un  punto  M  ad 
arbitrio,  diverso  però  da  B  e  da  C,  e  condotto  il  seg- 
mento A  M,  si  tiri  il  raggio  OM. 

Ed  ora,  essendo  OC  ^  OM,  aggiungendo  AO  in 
comune,  abbiamo  che  AC  è  uguale  alla  somma  dei 
segmenti  AO,  OM.  Ma  questa  somma  è  [144]  mag- 
giore di  AM;  quindi  è  anche  AC>  AM. 

Osserviamo  ancora  il  triangolo  j1  Oil/.  Poiché  [144] 
ciascun  Iato  di  un  triangolo  è  minore  della  somma 
degli  altri  due,  0  3/,  ed  in  sua  vece  OB  è  minore 
della  somma  dei  lati  AO,  A M.  Tolto  ^ 0  di  comu- 
ne, risulta  che  AB  k  minore  (iìAM. 

2°.  Sia  ora  un  punto  A  esterno  al  cerchio.  Con- 
dotto AO,  &  prolungato  que- 
sto segmento  fino  in  B,  abbia- 
mo in  AB  ÌX  segmento  che 
passa  per  il  centro;  AC  in- 
vece è  il  segmento  un  cui  pro- 
lungamento passa  per  il  cen- 
tro. Si  deve  provare  che  AB  h  massimo  ed  .il  C  mi- 
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nimo  fra  tutti  i  segmenti,  che  uniscono  il  punto  A  con 
punti  del  cerchio. 

Sia  M  un  punto  qualunque  del  cerchio,  diverso 
da  C  e  da  B.  Si  tiri  ^  M  e  il  raggio  0  M. 

Ed  ora,  poiché  è  OB  ^  OM,  aggiungendo  di  co- 
mune A 0,  egli  &  AB  eguale  alla  somma  dei  due  seg- 
menti AO,  OM.  Ma  [144]  questa  somma  è  maggiore 
di  AM]  quindi  è  anche  AB>  ^M 

Osserviamo  di  nuovo  il  triangolo  A  0  M.  Poiché 
ciascun  lato  di  un  triangolo  è  minore  della  somma  de- 
gli altri  due,  il  lato  AOè  minore  della  somma  ili  AM 
ed  OM.  Ma  è  OC  ^  OM;  quindi  il  rimanente  AC  è 
minore  del  rimanente  A  M. 

SS*.  Oh8.  Quando  il  punto  A  appartenga  al  cer- 
chio, in  questo  caso  il  segmento  che  passa  per  il  centro 
è  un  diametro;  l'altro  segmento  è  nullo.  I!  teorema  sus- 
siste adunque  anche  in  questo  caso,  perchè  [221]  un 
diametro  è  maggiore  di  qualsiasi  eorda  che  non  passa 
per  il  centro. 

S«8.  Teor,  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer~ 
chi  è  maggiore  della  somma  dei  raggi,  ciascun  cerchio 
è  tutto  fuori  dell'altro. 

S!ni.  Siano  A  e  B  i  centri  di  duo  cerchi  di  raggi 
a  e  ^,  e  sia: 

AB  >   «-1-^, 
e  per  conseguenza: 

y  Quindi,  facendo  AA'^a, 

V-^l^        si  ha  .4' 5  >  ^.  Pertanto 
'*    ^  [87,  93]  il  punto  A'  ap- 

partiene   al   cerchio   (A) 
ed  è  fuori  del  cerchio  (B). 

Ma  fra  le  distanze  dei  punti  del  cerchio  (A)  dal 
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punto  B,  queUa  del  punto  A'  è  minore  d'ogni  al- 
tra, perchè  [22G]  è  la  distanza  un  cui  prolungamento 
passa  per  il  centro  del  cerchio,  E  poiché  la  minore 
distanza  è  maggiore  di  j5,  tutti  i  punti  del  cerchio 
(A)  hanno  da  B  distanza  maggiore  di  ^,  epperò  [93] 
sono  tutti  fuori  del  cerchio  {B). 

Nello  stesso  modo  si  prova  che  il  cerchio  {B)  è 
tutto  fuori  del  cerchio  {A). 

8»».  Te»r.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer- 
chi è  uguale  alla  somma  dei  raggi,  i  due  cerchi  hanno 
un  solo  punto  in  comune,  e  questo  è  situato  sul  seg- 
mento che  unisce  i  centri.  E  ogni  altro  punto  di  cia- 
scuno dei  cerchi  è  fuori  dell'altro  cerchio. 

Ulm.  Siano  A  e  B  i  centri  di  due  cerchi  di  raggi 


AB  =  ,  +  !> 
e  per  conseguenza  : 
AB  —  a   =   ^. 
Quindi,  facendo  AC^  a, 
si  ha  CB  =  B.  Pertanto 
il  punto  C  appartiene  ad 
ambidue  ì  cerchi. 

Ma  fra  le  distanze  dei  punti  del  cerchio  (A)  dal 
punto  B,  quella  dei  punto  C  è  minore  d'ogni  altra, 
perchè  [22G]  è  la  distanza  un  cui  prolungamento  passa 
per  il  centro  del  cerchio.  E  poiché  questa  distanza  è 
uguale  a  ^,  tutti  gii  altri  punti  del  cerchio  (A)  hanno 
da  B  distanza  maggiore  di  /3,  epperò  |93]  sono  tutti 
fuori  del  cerchio  (B). 

Nello  stesso  modo  si  prova  che,  eccettuato  il  punto 
C,  ogni  punto  del  cerchio  (B)  è  fuori  del  cerchio  (A). 

»30.  Teor.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer- 
chi  è  minore  della  somma  dei  raggi  e  maggiore  della 
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loro  dijferenza,  i  due  cerchi  hanno  due  punti  e 
quali  sono  posti  fuori  della  retta  dei  centri  e  sono  sim- 
metrici rispetto  a  questa  retta.  Dai  due  punti  comuni 
ciascun  cerchio  è  diviso  in  due  archi,  che  sono,  uno 
interno  e  l'altro  esterno  all'altro  cerchio. 

Iflm.  Siano  A.  B  i  centri  di  due  cerchi,  di  raggi 
a  e  fi.  Supponiamo,  per  il  caso  che  i  raggi  siano  disu- 
guali, che  aia  a  il  l'aggio  maggiore.  E  sia  : 

AB  <  a  +  ^,  (1) 

AB  >  a-  jì.  (2) 

Cominciamo  ad  osservare  che  ciascuno  dei  seg- 
menti AB,  a  e  /3  è  minore  della  somma  degli  altri 
due.  Per  conto  di  AB  questa  relaaione  è  accennata 
esplicitamente  nell'  enunciato  del  teorema.  Per  conto 
di  ^,  essendo  j3  ^  «,  è  in  ogni  caso  : 

fi   <  a-j-  AB. 
^^  ^        _,^    Infine,  aggiungendo  il  segmen- 

/      to  ^  ai  due  segmenti  significati 
j^      dai  membri  della  disuguaglian- 

/ za  (2),  otteniamo  a  <  AH  A^-  fi. 

^  Sappiamo  poi  [101,   102] 

che,  se  sono  dati  tre  segmenti, 
ciascuno  dei  quali  sia  minore 
della  somma  degli  altri  due,  e, 
facendo  centro  nelle  estremità  d' uno  qualsivoglia  di 
essi,  si  descrivono  due  cerchi  con  raggi  rispettiva- 
mente uguali  agli  altri  due  segmenti,  i  cerchi  hanno 
un  pnnto  almeno  in  comune,  e  questo  fuori  della 
retta  dei  centri.  Tanto  possiamo  dunque  dire  dei  no- 
stri due  cerchi;  e  sia  C  il  punto  comune. 

Ed  ora  ai  cali  da  C  la  CD  perpendicolare  ad  AB, 
e  si  faccia  DE^  CD.  Poiché  la  retta  AB  è  Passe 
del  segmento  CE,  i  punti  A  e  Ji  sono  equidistanti 


A_ 
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da  C  ed  ^  [163],  epperò  anche  il  punto  E  è  comune 
ai  due  cerchi,  I  cerchi  non  hanno  poi  altri  punti  co- 
muni, giacché  se  ne  avessero  un  terzo,  avrebbero  me- 
desimo centro  [190],  e  allora  la  distanza  dei  centri 
non  potrebb'essere  maggiore  della  differenza  dei  raggi 
(neanche  nel  caso  in  ciii  i  raggi  fossero  eguali). 

Chiamiamo  ora  M,  N  i  punti  [94]  in  cui  la  retta 
AB  incontra  il  cerchio  {A).  Le  distanze  BM,  BN 
sono,  una  maggiore  [226],  e  l'altra  minore  di  BC; 
epperò,  essendo  BC^  ^,  possiamo  dire  [98]  che  dei 
due  punti  M,X,  uno  è  intemo  l'altro  estemo  al  cer- 
chio (B).  Per  conseguenza  un  punto,  che  percorra  il 
cerchio  (A),  nel  percorrere  uno  dei  due  archi,  in  cui 
il  cerchio  è  diviso  dai  punti  M,  N,  deve  incontrare  il 
cerchio  (-B)  per  uscire,  e  nel  percorrere  l'altro  arco 
deve  incontrarlo  nuovamente  per  rientrare,  E  perchè 
i  due  cerchi  non  hanno  altri  punti  comuni  che  i  due 
C  e  E,  uno  di  questi  dev'essere  il  punto  d'uscita  e 
l'altro  quello  d'entrata;  e  per  conseguenza  dei  due 
archi,  in  cui  il  cerchio  (A)  è  diviso  dai  punti  C,  E, 
uno  è  tutto  interno  e  l'altro  tutto  esterno  al  cer- 
chio B. 

Similmente  si  prova  che  dei  due  archi,  in  cui  il 
cerchio  (B)  è  diviso  dai  punti  C,  E,  uno  è  tutto  in- 
terno e  l'altro  tutto  estemo  al  cerchio  {A). 

X31.  Xeop.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer- 
chi è  uguale  alla  differenza  dei  raggi,  i  cerchi  hanno 
un  punto  comune,  il  quale  cade  su  quel  prolungamento 
del  segmento  dei  centri  che  è  dalla  banda  del  centro 
del  cerchio  minore;  ogni  altro  punto  del  cerchio  mag- 
giore è  fuori  del  cerchio  minore  ;  e  ogni  altro  punto  di 
questo  cerchio  è  interno  all'altro  cerchio. 

DliUt  Cominciamo  ad  osservare  che  i  raggi  dei 
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due  cerchi  non  possono  essere  ug'-iali,  dacché  in. tal 
caso  la  distanza  dei  centri  sarebbe  nulla,  e  quindi 
due  cerchi  coinciderebbero.  Chiamiamo  A  il  eentro 
del  cerchio  maggiore  ed  a  il  suo  raggio  ;  chiamiamo 
B  il  centro  e  (3  il  raggio  dell'altro  cerchio.  L' ipotesi 
è  significata  dall'eguaglianza: 
AB^a  —  j3, o in  altro  modo 
dalla  seguente:  AB-^-^^ec. 
Sul  prolungamento  di  AB, 
partendo  da  Ì5,  si  prenda  un 
segmento  BC  ^  /3.  Cosi,  es- 
sendo  AC  =  AB  -^  ^, 
AC ^  a.  Perciò  il  punto 
spetta  ad  entrambi  i  cerchi, 

Sia  fra  le  distanze  dei  punti  del  cerchio  (A)  dal 
punto  B,  quella  del  punto  C  è  minore  d'ogni  altra, 
perchè  [226j  è  la  distanza  un  cui  prolungamento  passa 
per  il  centro  del  cerchio.  E  poiché  questa  distanza  de. 
punto  C  da  5  è  uguale  a  ^,  tutti  gli  altri  punti  de! 
cerchio  (A)  hanno  da  B  distanza  maggiore  di  ^,  ep- 
però  [yS]  sono  tutti  fuori  del  cerchio  (B). 

Resta  provare  che  ogni  punto  del  cerchio  minore, 
fatta  eccezione  per  il  punto  C,  cade  neirinterno  del 
cerchio  maggiore.  A  ta!  fine  si  osservi  che  fra  le  di- 
stanze dei  punti  del  cerchio  (£)  dal  punto  A,  quella 
del  punto  C  è  maggiore  di  ogni  altra,  perchè  [226] 
la  distanza  che  passa  per  il  centro  del  cerchio.  E  poi- 
ché questa  distanza  del  punto  C  da  j4  è  uguale  ad  a. 
tutti  gli  altri  punti  del  cerchio  (B)  hanno  da  A  di- 
stanza minore  di  «,  epperò  [93]  sono  tutti  nell'interno 
del  cerchio  (A)  (*). 

("j  Sembrerebbe  clie  bastasse  provare  clie  ogni  punto  del 
cerciiio  minore  è  interno  al  maggiore,  per  poter  conchiudere 
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■*s«.  Te»r.  Se  fa  distanza  dei  centri  di  due  cer- 
chi '  minore  della  differenza  dei  raggi,  il  cerchio  mag- 
giore è  tutto  fuori  del  minorcy  e  questo  è  tutto  nelV  in- 
terno del  primo. 

niin.  Cominciamo  ad  osservare  che  i  raggi  dei 
due  cerchi  non  possono  essere  uguali,  dacché  iu  tal 
caso  la  distanza  dei  centri  dei  due  cerchi  (neanche 
se  i  centri  coincidessero)  non  potrebb' essere  minore 
della  differenza  dei  raggi.  Chiamiamo  A  il  eentro  del 
cerchio  maggiore  ed  a  il  suo  raggio  ;  chiamiamo  B  il 
centro  e  /3  il  raggio  dell'altro  cerchio.  L' ipotesi  è  si- 
gnificata dalla  disuguaglianza; 

AB  <  a-^, 
o  in  altro  modo  dalla  se-  \. 

guente  : 

AB  +  /J  <  ». 

SliI  prolungamento 
di  AB  si  prenda  un  S' 
mento  BB'  ^  fi.  Così, 
essendo  A  B'^  AB' -'-fi, 
ed  ^e  +  /J  <  K,  è  an- 
che AB'  <  a.  Pertanto  il  punto  B',  appartiene  al  cer- 
chio (B),  e  cade  nell'interno  del  cerchio  (A).  Se  poi 
si  fa  A  A'  ^  a,  il  punto  A'  viene  a  cadere  sui  prolun- 
gamento di  BB'^fi,  epperòfuorì  del  cerchio  (B). 

Ora  si  osservi  che  fra  le  distanze  dei  punti  del 
cerchio  (A)  dal  punto  B,  quella  del  punto  A'  è  mi- 
nore &'  ogni  altra,  perchè  [226]  è  la  distanza  un  cui 

l'altra  parte  del  teorema.  Ma  non  abbiamo  la  pi-oposiaione  ;  se 
iiu»  figura  è  tetta  interna  ad  un'altra,  questa  è  tutta  fuori 
della  prima.  Infatti,  ad  es.,  ee  dividiamo  un  angolo  in  tre  parti, 
ogni  punto  dell'angolo  intermedio  è  dentro  dell'angolo  dato,  e 
questo  non  è  tutto  fuori  dell'altro. 
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prolungamento  passa  per  il  centro  del  cerchio.  E  poi- 
ché la  minore  distanza  è  maggiore  di  /5,  tutti  i  punti 
del  cerchio  (A)  hanno  da  B  distanza  maggiore  di  j3, 
epperò  [93]  sono  tutti  fuori  del  cerchio  (B). 

Resta  a  provare  che  ogni  punto  del  cerchio  mi- 
nore è  interno  al  cerchio  maggiore.  Perciò  osserve- 
remo che  fra  le  distanze  dei  punti  del  cerchio  (B) 
dal  punto  A,  quella  del  punto  B'  è  maggiore  d'ogni 
altra,  perchè  [226 1  è  la  distanza  che  passa  per  il  cen- 
tro del  cerchio.  E  poiché  la  maggiore  distanza  è  mi- 
nore di  a,  tutti  i  punti  3el  cerchio  (B)  hanno  da  A 
distanza  minore  di  a,  epperò  [93]  sono  tutti  nell'in- 
terno del  cerchio  {.4). 

»aa.  Teor.  Se  dtie  cerchi  hanno  in  comune  un 
punto,  che  non  sia  sulla  retta  dei  centri,  allora  la  di- 
stanza dei  centri  è  minore  della  somma  ed  è  maggiore 
della  differenza  dei  raggi. 

Dtni.  Infatti,  unendo  il  punto  comune  coi  centri 
dei  cerchi,  si  ottiene  un  triangolo,  un  cui  lato  è  la  di- 
stanza dei  centri  e  gli  altri  due  sono  due  raggi  dei 
cerchi.  [144,  145]. 

«ai.  Cor.  1'.  Se  due  cerchi  hanno  mi  punto  co- 
mune, che  non  sia  sulla  retta  dei  centri,  essi  ha  mio  un 
altro  punto  comune.  [233,  230]. 

«35.  Cor.  S".  Se  due  cerchi  hanno  un  solo  punto 
comune,  questo  appartiene  alla  retta  dei  centri.  [234]. 

S3fi.  Teop.  Se  due  cerchi  hanno  un  nolo  punto 
comune,  la  distanza  dei  centri  è  uguale  alla  somma  o 
alla  diff'erenza  dei  raggi,  secondo  che  ciascun  cerchio  è 
esterno  all'altro,  oppure  uno  è  interno  all'  altro.  [235, 
228,  232]. 

881'.  Teor.  8e  due  cerchi  non  hanno  nessun 
punto  comune,  ìa  disianza  dei  centri  è  maggiore  della 
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dei  vaggi  o  minore  della  differenza  dei  raggi, 
secondo  che  ciascun  cerchio  è  tutto  fuori  dell' altro, 
oppure  uno  dei  cerchi  è  interno  all'altro.  [228,  229, 
230,  231]. 

sas.  Due  Gerelli,  se  hanno  un  solo  punto  comune, 
si  dicono  tangenti  in  quel  punto  (si  toccano  in  quel 
punto),  ii  quale  si  dice  punto  di  contato. 

I  due  cerchi  si  dicono  tangenti  esternamente,  se 
ciascuno  è  esterno  all'altro;  e  sono  tangenti  interna- 
mente, se  uno  dei  due  è  interno  all'altro. 

Due  cerchi,  se  hanno  due  punti  comuni,  ai  dice 
che  si  segano  in  quei  due  punti. 

339.  Te»i*.  Se  due  cerchi  si  toccano,  essi  hanno 
medesima  tangente  nel  punto  di  contatto. 

nim.  Infatti,  poiché  il  punto  di  contatto  si  trova 
sulla  retta  dei  centri  [235],  la  perpendicolare  a  que- 
sta retta  in  quel  punto  è  tangente  [207]  ad  ambidue 
i  cerchi  (*). 

Esercizi. 

1 0 1.  Due  corde  di  uno  stesso  cerchio,  se  nou  sono  ambedue  due 
diametri,  non  possono  dimezzarsi  scambievolmente.  (Indi- 
rettamente. [186, 114]). 

102.  Condurre  per  un  punto,  dato  nell'intenio  di  un  cerchio, 
una  corda  in  modo  che  essa  eia  dimezzata  dal  punto 
dato.  [186]. 

103.  Se  una  retta  taglia  due  cerclii  concentrici,  i  segmenti  di 
essa,  compresi  tra  i  cerchi,  sono  egnaU  tra  loro.  [187]. 

Ì04.  Se  due  covda  uguali  si  tagliano,  le  parti  dell'una  sono  ri- 
spettivamente uguali  alle  parti  dell'  altra. 

105.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  essi  si  tagliano  in  parti 
rispettivamente  uguali.  [19G]. 

106.  Due  cerchi  non  possono  tagliarsi  scambievolmente  per 

(*)  A  tal  punto  si  potrebbe  passare  alla  lettura  dei  tre 
primi  capìtoli  della  Stereometria. 
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107.  Dne  corde,  condotte  per  le  estremità  di  un  diametro  efor 
manti  con  questo  angoli  aitemi  eguali,  sono  eguali.  I  lort 
punti  di  mezzo  e  il  centro  sono  in  linea  retta. 

108.  Tirare  per  un  punto,  dato  nell'interno  di  nn  cerchio,  1: 
più  piccola  corda  possibile. 

t09.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  lati  e  l'altezza  relativa  a 

terzo  lato. 
I  IO.    (Jostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  un  angolo  adiacente 

e  l'una  o  l'altra  delle  mediane  uscenti  dai  vertici  degl 

altri  due  angoli. 
MI,    Condurre  in  un  cerchio  una  corda,  cosi cte  (prolungata. 

se  il  punto  è  esterno  )  passi  per  un  punto  dato,  ed  abbia  le 

estremità  equidistanti  da  nn  altro  punto  dato. 

112.  Con  centro  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cer- 
chio dato. 

113.  Riconoscere,  col  solo  compasso,  se  la  distanza  tra  due 
punti  dati  è  uguale  alla  somma  di  due  dati  segmenti.  [229]. 

114.  Con  centri  dati  descrivereduecerchi,  che  si  tocchino  ester- 
namente, e  i  cui  raggi  abbiano  data  differenza. 

1 15.  Con  centri  dati  descrivere  due  cerchi,  che  si  tocchino  in- 
ternamente, e  i  cui  raggi  formino  una  somma  data. 

116.  E  dato  un  cerchio  e  una  retta.  Condurre  una  tangente  al 
cerchio,  la  quale  non  abbia  con  la  retta  data  nessun  punto 
in  comune.  [29]. 

1 1 7.  Dato  un  triangolo  equilatero  e  un  punto  dove  che  sia,  de- 
scrivere un  cerchio,  ohe  disti  egualmente  dai  vertici  del 
triangolo  e  dal  punto  dato 

118.  Se  due  cerchi  eguali  si  tigbano  e  si  conduce  una  retta 
perpendicolare  alla  corda  i,omune  i  segmenti  della  retta 
compresi  tra  i  cerchi  sono  eguali  tra  loro. 

119.  Se  un  cerchio  è  tutto  interno  ad  un  altro,  e  una  retta  li 
taglia  tutti  e  due  in  modo  che  le  parti  di  essa,  comprese 
tra  i  cerchi,  siano  eguali,  essa  retta  è  perpendicolare  alla 
retta  dei  centri. 

120.  Se  un  cerchio  è  iscritto  in  un  angolo,  tutti  i  triangoli  ta- 
gliati via  dall'angolo  dato  con  tangenti  al  cerchio,  con- 
dotte in  modo  die  il  cerchio  rimanga  fuori  di  ciascun 
triangolo,  hanno  perimetri  nguali.  [214].  —  E,  &e  si  con- 
giunge il  centro  con  le  estremità  di  una  di  queste  tangenti, 
l'angolo  che  si  ottiene  è  costante  (uguale  alla  metà  del- 
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l'angolo  compreso  dai  raggi,  che  vanno  ai  punti  di  con- 
tatto dei  lati  dell'  angolo  dato  ). 

121.  Se  un  poligono,  di  numero  pari  di  lati,  è  circoscritto  (*)  ad 
un  cerchio,  la  somma  dei  lati  di  posto  pari  è  ugnale  alla 
somma  dei  lati  di  poeto  dispari. 

122.  Se  una  spezzata  circoscritta  ad  un  cercMoha  i  lati  eguali, 
gli  angoli  di  posto  pari  sono  eguali  tra  loro  ;  e  cosi  i  ri- 


123.  Descrivere  un  qaadrangolo  regolare,  ohe  abbia  i  vertici 
sui  due  archi  interni  di  due  cerchi  eguali  che  si  tagliano, 

124.  In  cerchi  disuguali,  corde  uguali  hanno  dai  centri  rispet- 
tivi distanze  disuguali  ;  e  se  due  corde  hanno  dai  centri 
distanze  uguali,  esse  sono  disuguali.  [187]. 

t2S.  Per  segnare  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  ad  un  cer- 
chio, passanti  per  un  punto  dato  fuori  del  cerchio,  basta: 
descrivere  il  cerchio  concentrico  al  dato  e  che  passa  perii 
punto  dato  ;  quindi  tirare  la  tangente  al  cerchio  dato  nel 
punto  in  cui  esso  è  incontrato  dal  segmento  che  unisce  il 
eentro  col  punto  esterno  ;  e  infine  unire  i  punti,  ne'  quali 
codesta  tangente  iacontra  [97]  il  maggiore  dei  due  cerchi, 
col  loro  centro. 

126.  Due  corde,  peipendicolari  a  uno  stesso  diametro,  compren- 
dono archi  eguali;  e,  reciprocamente,  se  due  corde,  che 
non  si  tagliano,  comprendono  archi  eguali,  il  diametro 
perpendicolare  ad  ona  è  perpendicolare  anche  all'altra. 

127.  Due  corde,  perpendicolari  a  una  terza  ed  equidistanti  dai 
tei-mini  di  questa,  sono  eguali. 

128.  Circoscrivere  a  un  cerchio  una  spezzata  equilatera,  i  cui 
lati  siano  eguali  a  un  segmento  dato. 

129.  Ciascuno  di  due  cerchi  è  esterno  all'altro.  Quale  è  la  più 
grande,  e  quale  la  più  piccola  delle  distanze  tra  un  punto 
di  uno  dei  cerchi  e  un  punto  dell'altro?  [172]. 

130.  Un  cerchio  è  tutto  nell'interno  di  un  altro,  senz'aver  con. 
questo  il  centro  in  comune.  Quale  è  la  più  grande,  e  quale 
la  più  piccola  delle  distanze  tra  un  punto  di  uno  dei  cerchi 
e  un  punto  dell'  altro  ? 

131.  Il  minore  di  due  cerchi  è  tutto  nell'interno  dell'altro,  e  i 
due  cerchi  non  sono  concentrici.  Fra  le  corde  del  mag- 

{')  [Io  ccrohio  9i  dice  iscriitn  in  un  poiigano,  se  tocca  (utLi  i  iati  del 
poiigoao.  Per  coiiverBo  il  poiigouo  si  dica  circuscr.do  al  cercbio. 
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giore,  tangenti  al  minore,  quale  è  la  più.  grande,  e  quale 

132.  Tra  i  segmenti,  che  si  possono  condurre  a  un  cerchio  da 
un  punto  che  non  è  il  centro,  due,  elle  facciano  angoli 
eguali  col  minimo,  sono  eguali  tra  loro  ;  e  se  fanno  angoli 
dieaguali,  quello,  che  fa  angolo  maggiore,  è  minore.  [160]. 

133.  Condurre  la  tangente  a  un  cerchio  in  un  suo  punto  dato, 
senza  usare  del  centro.  (Si  prendono  sul  cerchio,  partend  o 
dal  punto,  due  archi  eguali . , .  ). 

(34.  Tirare  una  retta,  ohe  tocchi  due  cerchi  eguali  ed  esterni 
l'uno  all'altro.  [121,211]. 

1 35.   Costruire  un  triangolo,  dati  ft  a  ,  m.  n  t  «  &■ 

f36.  Se  due  cerchi  eguali  hanno  i  centri  sopra  nn  terzo  cerchio, 
e  questo  ae  taglia  uno,  esso  taglia  anche  l'altro.  E  i  due 
primi  cerchi  sono  divisi  dal  terzo  in  parti  rispettivamente 

1 37.  Se  due  poligoni  d' egiial  numero  di  lati  sono  circoscritti  a, 
due  cerchi  eguali,  e  sono  rispettivamente  ugnali  le  di- 
stanze dei  vertici  dai  centri,  i  poligoni  sono  eguali. 

138.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  ogni  segmento  terminato 
ai  due  archi  interni,  oppure  ai  due  esterni,  e  condotto  per 
il  punto  dove  la  corda  comune  è  tagliata  dalla  retta  dei 
centri,  è  divìso  per  metà  da  questo  punto. 

f39.  Trovare  un  punto,  che  sia  equidistante  da  due  punti  dati 
A,  B ,  e  che  ahbia  data  distanza  da  un  terzo  punto  C, 

(Attesa  r  infinita  varietà  di  questioni  geometriche,  che 
possono  essere  proposte,  è  impossibile  indicare  un  m,e- 
todo  generale  per  risolvere  tutti  i  problemi  di  Geome- 
tria. Esistono  però  dei  metodi,  che  si  possono  applicare 
a  intere  classi  di  questioni;  il  piti  generale  è  quello  in 
cui  si  fa  liso  dei  luoghi  [86]  geometrici.  Di  questo  me- 
todo daremo  qui  un  breve  cenno. 

La  risoluzione  della  maggior  parte  dei  problemi  geo- 
metrici sì  riduce  infine  alla  determinazione  di  unpunto. 
E  la  difficoltà  dipende  ordinariamente  da  ciò  che  coiai 
punto  deve  sodisfare  nel  tempo  stesso  a  piìi  condizioni. 
In  tal  caso  sì  considerano  queste  condizioni  separata- 
mente l'una  daWaltra;  ciascuna  sarà  sodisfatta  da  in- 
numerevoli punti,  da  tutti  i  punti  di  una  certa  figura,  in- 
somma da  un  luogo  geometrico.  Se  questi  luoghi  saranno 
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rette  o  cerchi,  e  si  saprà  trovarli,  nel  punto  comune,  si 
avrà  il  punto  richiesto.  Che  se  ì  luoghi  descritti  avessero 
piil  punii  comuni,  o  nessuno,  si  conchiuderebbe  rispetti- 
vamente che  ilproblema  ammette  altrettante  soluzioni,  o 
che  non  ne  ammette  nessuna. 

Ad  eS;  nel  problem,a  precedente  si  vede  chiaro  che  il 
punto  domandato  deve  sodisfare  a  due  condizioni  di- 
stinte; a  quella  di  essere  equidistante  dai  duepunti  A  e 
B,  e  a  quella  di  avere  dal  punto  G  una  distanza  data. 
Alla  prìm,a  sodisfanno  tutti  e  unieam,ente  [163]  i  punti 
dell'asse  del  segmento  AB;  alla  seconda  condizione  so- 
disfanno tutti,  e  soltanto  i  punti  del  cerchio,  che  ha 
centro  in  Gè  raggio  eguale  alla  distanza  data.  Pertanto 
il  punto  cercato  deve  triwarsi  ad  un  tempo  e  sulla  retta 
e  sul  cerchio  accennati. 

Se  si  tratta  di  un  caso  particolare,  la  retta  e  il  cerchio 
ai  descrivono,  e,  secondo  che  hanno  nessuno,  uno,  o  due 
punti  in  comune,  nessun  punto,  uno,  o  due  sono  i  plinti 
domandati.  Ma  quando  si  tratta  di  accennare  soltanto  il 
come  si  risolva  il  problema,  allora  si  può  anche  trala- 
sciar di  fare  una  figura  ,■  allora  la  considerazione  delle 
particolarità,  che  possono  presentarsi,  costiluisee  un 
complemento  necessario  della  trattazione  del  problema, 
complem,ento  che  si  dice  dìscusaione  del  problema; /at?- 
dove  le  considerazioni  preliminari,  dalle  quali  risulta  il 
da  farsi,  costituiscono  ciò  che  si  dice  V  smalisi  del  prò- 
bletaa. 

Da  quanto  precede  riesce  manifesta  l'importanza  di 
conoscere  molti  luoghi  geometrici,  che  siano  però  rette,  o 
cerchi.  Ora  ne  accenneremo  parecchi,  e  poi  proporremo 
problemi,  nei  quali  si  possa  farne  applicazione). 
140.  Quale  figura  è  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  rag- 
gio, ohe  passano  per  un  punto  dato  ? 
I4f.    Luogo  dei  centri  dei  cerchi  che  passano  per  due  punti  dati. 

142.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano  una  retta  in  un 
punto  dato, 

143.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano  due  rette  che  si 
tagliano. 

144.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano,  esternamente  o 
internamente,  un  cerchio  in  un  punto  dato. 
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145.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  t 
(internamente  od  esternamente)  trn  cerchio  dalo. 

146.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano  due  dati  cerchi 
concentrici. 

147.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio^  che  hanno  con 
un  dato  cerchio  in  comune  una  corda  eguale  a  un  dato 
segmento. 

148.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  dimez- 
zano un  cerchio  dato. 

149.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  delle  corde  di  un  cerchio,  che 
sono  eguali  a  un  dato  segmento. 

(50.  Luogo  dei  punti  da  cui  ai  possono  condnrre  a  un  cerchio 
dato  tangenti  eguali  a  un  dato  segmento. 

15  I.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  tagliano 
un  cerchio  dato  sotto  angolo  dato  (tali,  cioè,  che  le  rispet- 
tive tangenti  nel  punto  d' incontro  comprendono  un  an- 
golo dato). 

152.  Descrìvere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  un 
punto  dato,  ed  abbia  il  centro  sopra  una  retta  data,  o  so- 
pra un  cerchio  dato.  [140], 

153.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  due 
ponti  dati.  [140]. 

J54.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati,  ed 

abbia  il  centro  sopra  un  cerchio  dato.  [  141]. 
155.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  una  retta 

data  in  nn  punto  dato.  [142, 140]. 
i56.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  date  rette  le  quali 

si  tagliano,  e   che  abbia  il    centro    sopra   un  cerchio 

dato.  [143]. 

157.  Da  un  punto  sono  tirate  le  tangenti  ad  un  cerchio.  Si  de- 
scriva un  altro  cerchio,  che  tocchi  le  due  tangenti  e  il 
cerchio  dato.  [143]. 

158.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cer- 
chio dato  in  un  punto  dato.  [144, 140]. 

159.  Descrivere  un  cerchio,  che  abbia  raggio  dato,  passi  per  un 
punto  dato,  ed  abbiadata  distanzadaunpunto dato, [226]. 

tBO,  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  l'ipotenusa  di  un  trian- 
golo rettangolo,  e  un  cateto  in  un  punto  dato,  [142, 143]. 

1 6 1.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cer- 
chio dato,  ed  abbia  il  centro  sopra  una  retta  data.  [145]. 
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162.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  abbia  il  cen- 
tro sopra  un  cerchio  dato,  e  che  tocchi  un  altro  cerchio 
dato.  fI45]. 

163.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  dati  cerchi  concen- 
trici, e  paesi  per  un  punto  situato  tra  ì  due  cerchi.  [146]. 

164.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  un 
punto  dato  e  tocchi  un  dato  cerchio.  [140, 145], 

165.  Con  raggio  dato  descrivere  nn  cerchio,  che  tocchi  due 
cerchi  dati.  [145]. 

166.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  un 
punto  dato,  e  dimezzi  un  cerchio  dato.  [140, 148]. 

(67.  Iscrivere  e  circoscrivere  nn  cerchio  a  un  triangolo  eq^ui- 

latero.  [143]. 
t68.   Iscrivere  nn  cerchio  in  un  triangolo  qualunque.  [143]. 

169.  Iscrivere  un  cerchio  in  un  quadrangolo,  nel  quale  sono 
eguali  tra  loro  due  lati  consecutivi,  ed  eguali  tra  loro  an- 
che gli  altri  due  lati.  [143]. 

170.  Tirare  una  corda,  che  sia  perpendicolare  a  un  diametro 
dato,  ed  eguale  a  un  dato  segmento.  [I49|. 

171.  Trovare  sopra  un  cerchio  un  punto,  che  abbia  da  un  dia- 
metro dato  data  distanza.  [170]. 

172.  In  un  cerchio  tirare  una  corda,  che  sia  eguale  a  un  seg- 
mento dato,  e  che  sia  dimezzata  da  un'  altra  corda  se- 
gnata nel  cerchio.  [149]. 

173.  Da  un  punto  dato  tirare  a  un  cerchio  dato  una  secante  in 
modo  che  la  parte  di  questa,  che  è  compresa  nel  cer- 
chio, sia  eguale  a  un  dato  segmento.  [149]. 

174.  Da  un  punto  dato  condurre  a  un  cerchio  dato  una  secante 
in  guisa  che  r  angolo  al  centro,  che  insiste  sull'arco  ta- 
gliato via  dalla  secante,  sia  eguale  a  un  angolo  dato.  [149]. 

175.  Descrivere  mezzo  cerchio,  che  abbia  le  estremità  sopra  ttn 
iato  di  un  triangolo  adiacente  ad  angoli  acuti,  e  che  toc- 
chi gli  altri  due  lati  del  triangolo.  [143]. 

176.  Tirare  una  retta,  che  abbia  data  distanza  da  un  punto 
dato,  e  sia  equidistante  da  due  punti  dati. 

177.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  abbia  il  centro 
sn  cerchio  dato  (  o  su  retta  data  ),  e  che  tagli  un  altro  cer- 
chio dato  in  modo  che  la  corda  comune  sia  eguale  a  un 
dato  segmento.  ['47]. 

178.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tagli  due  dati 
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cerchi  in  modo  che  le  corde  comuni  siano  eguali  rispetti- 
Yamente  a  due  dati  segmenti.  |I47]. 

I.  Descrivere  con  raggio  dato  tin  cerchio,  che  passi  per  un 
dato  punto,  ed  abbia  con  un  dato  cerchio  in  comune  una 
corda  eguale  a  un  segmento  dato.  [140,147]. 

I.  Sopra  un  cerchio  (  od  una  retta  )  trovare  un  punto  cosi, 
che  le  tangenti  da  esso  condotte  a  un  dato  cerchio  siano 
e^ali  a  un  dato  segmento.  {150]. 

.  Descrivere  tre  cei'chi  eguali  io  modo  che  ciascuno  tocchi 
gli  altri  due  eduelati  dinn  triangolo  equilatero  dato.  [143]. 

I.  Dato  xtn  cerchio  e  una  retta,  tirare  una  secante  in  modo 
clie  le  parti  di  questa  comprese,  tma  nel  cerchio,  l'al- 
tra fra  il  cerchio  e  la  retta,  siano  eguali  a  due  dati  seg- 
menti. [149, 150]. 

'>.  Costruire  un  triangolo,  date  l'altezza  e  la  mediana  rela- 
tive a  un  lato,  e  dato  il  raggio  del  cerchio  circoscritto. 
(Si  costruirà  dapprima  il  triangolo  di  cui  l'altezza  eia 
mediana  sono  due  lati.  Poi  si  determinerà  il  centro  del 
cerchio  circoscritto.  [140, 16S]  ). 

■-  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  somma  degli  altri 
doe,  e  l'altezza  relativa  a  uno  di  questi  lati. 

i.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio  cosi  che  le  tan- 
genti, condotte  ad  esso  da  due  punti  dati,  siano  egnali 
rispettivamente  a  due  dati  segmenti. 

i.  In  un  cerchio  tirare  una  corda  in  modo  che  la  differenza 
tra  i  due  archi,  in  cui  essa  divide  il  cerchio,  sia  eguale  a 
«n  dato  arco  dello  stesso  cercliio. 

'.  E  dato  un  cerchio,  una  tangente,  e  un  punto  su  questa.  Si 
descriva  un  cerchio,  che  tocchi  esternamente  il  dato,  ab- 
bia il  centro  sulla  tangente,  e  passi  x>er  il  punto  dato.  (  Si 
porti  sulla  tacgente,  partendo  dal  punto,  un  segmento 
eguale  al  raggio  del  cerchio  ). 

.  Per  un  punto  dato  fuori  di  un  cerchio  condurre  a  questo 
una  secante  in  raodo  che  il  segmento  compreso  ne!  cerchio 
e  quello  compreso  tra  il  cerchio  e  il  punto  dato  siano 
eguali.  (La  questione  si  riduce  a  costruire  un  triangolo  di 
cui  sono  noti  due  lati  e  la  mediana  relativa  al  terzo  lato  ). 

.  Costruire  tre  cerchi  di  dati  centri,  che  si  tocchino  a  due 
a  due.  [168]. 

.  Un  cerchio  e  ana  retta  non  hanno  nessun  punto 
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Quale  è  la  più  grande,  quale  la  più  piccola  tra  le  distanze 
deipuati  del  cerchio  dalla  retta?  [226, 160]. 

191.  Sono  dati  due  punti  Ae^  B  sopra  un  cerchio,  e  un  terzo 
punto  G  esternamente.  Si  vuol  tirare  per  A  %  B  due 
corde  AÀ'  e  B  B'  in  modo  che  gli  archi  da  esse  compresi 
siano  eguali,  e  che  la  retta  A' B'  passi  per  C,  (  Si  tagli  la 
retta  ^'iJ'  col  cerchio  concentrico  col  dato  e  che  passa 
perC..,..[l26|). 

192.  Dato  tm  punto  A  e  dae  cerchi  di  centri  B,  C,  tirare  per  A 
un  segmento  che  abbia  le  estremità  sui  due  cerchi,  e  che 
sia  diviso  per  metà  dal  punto  A.  { I  segmenti,  che  sono 
dimezzati  dal  punto  A  e  che  hanno  una  estremità  sopra 
uno  dei  cerchi,  su  cte  linea  hanno  l'altra  estremità?  ). 

193.  Per  un  punto  dato  tirare  un  segmento,  che  abbia  una 
estremità  sopra  un  cerchio  dato  e  l'altra  su  retta  data, 
in  modo  poi  che  sia  dimezzato  dal  punto  dato.  (Si  cali  dal 
punto  ia  perpendicolare  sulla  retta;  la  si  dimezzi...). 

194.  Costruire  un  triangolo,  dati  a,  h  i, ,  m  o  • 

195.  Costruire  un  quadrangolo  ABCD,  dati  AC,  CD,  DB, 
A[C)D  e  C{A}  B. 

I  96.  Dato  un  triangolo  rettangolo,  descrivere  un  cercHo  che 
tocchi  l'ipotenusa,  che  passi  per  il  vertice  dell'angolo 
retto,  e  che  abbia  il  centro  sopra  un  cateto.  (  Si  dimezzi 
l'angolo  opposto  al  cateto,  che  sì  considera). 

197.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  quadrangolo,  di  cui  si  cono- 
scono due  lati  opposti  e  la  distanza  dei  punti  di  mezzo  di 
codesti  lati. 

198.  Due  cerchi  hanno  per  diametri  due  raggi  formanti  un 
diametro  di  un  terzo  cerchio.  Si  descriva  un  cerchio,  che 
tocchi  tutti  e  tre  i  cerchi  dati. 

199.  Si  determini,  usando  del  solo  compasso,  i  punti  in  cui  la 
retta,  determinata  da  due  punti  dati,  taglia  un  dato  cer- 
chio. { Si  costruisca  il  punto  simmetrico  al  centro  rispetto 
alla  retta  data.  Poi,  facendo  centro  ne!  nuovo  punto  e  con 
raggio  eguale  a  quello  del  cerchio  dato,  si  descriva  un 
cerchio ...  Si  discuteranno  i  vari  casi  ). 

200.  Le  altezze  di  un  triangolo  acutangolo  passano  per  uno 
stesso  punto. 
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CAPITOLO  V 
LETTE      PARALLELE 


Rette  parallele. 

SAO.  Due  rette  d'uno  stesso  piano,  se  vengono 
tagliate  in  due  punti  distinti  da  una  terza  retta  (  che 
diremo  trasversale  delle  due  prime  ),  formano  con 
questa  otto  angoli,  relativamente  ai  quali  si  sono 
adottate  le  seguenti  denominazioni. 

Gli  angoli  o,  6,^,  5  si  di- 
cono esterni  ;  gli  altri  quattro  si 
dicono  interni  (rispetto  alle  A  B, 
CD). 

Due  angoli,  come  i  due  a  ed 
m,  uno  esterno,  l'altro  intemo, 
non  adiacenti  e  posti  da  una  stes- 
sa banda  della  trasversale,  si  dicono  corrispondenti. 

Due  angoli,  come  i  due  e  ed  n,  ambidue  interni, 
non  adiacenti,  e  situati  da  bande  opposte  della  tras- 
versale, si  dicono  alterni. 

Due  angoli,  come  i  due  e  ed  m,  ambidue  interni 
e  situati  da  una  stessa  banda  della  trasversale,  si  di- 
cono coniugati. 

«41.  Teor.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  an- 
goli alterni  eguali,  esse  non  hanno  nessun  punto  co- 
mune (non  s'incontrano  mai). 

Dlni.  Le  rette  AJB,  CD  formino  con  la  MF  nei 
punti  H,  K  i  due  angoli  alterni  KHA,  HKD  che 
siano  eguali.  .Dico  che  le  rette  AB,  CD  non  s'in- 
contrano. 
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Infatti,  se  i  raggi  H  A ,  KC  s' incontrassero,  chia- 
mando Af  il  punto  d'incontro,  ci  sarebbe  un  triangolo 
MHK,  nel  quale  l'angolo  ester- 
no IIKD  sarebbe  eguale  al- 
l'interno opposto  KHA;  e  ciò 
non  può  essere.  [132). 

Se  s'incontrassero  i  raggi 
IIB,  KD,  chiamando  K  il  punto 
d'incontro,  ci  sarebbe  un  trian- 
golo KHK,  nel  quale  l'angolo  esterno  KHA  sarebbe 
uguale  all'interno  opposto  HKD;  e  ciò  è  impossibile. 

(Non  si  può  pensare  che  s'incontrino  i  raggi  HA, 
KD,  perchè  essi  giacciono  da  bande  opposte  della 
EF.  E  per  la  stessa  ragione  non  possono  incontrarsi 
i  raggi  ^_B,  KC). 

Le  due  rette  AB,  CD  non  hanno  adunque  nes- 
sun punto  comune  (*). 

*4».  Sef.  Due  rette,  che  giacciono  in  uno  stesso 
piano  (**)  e  che  non  s'incontrano,  si  dicono  parallele. 

948.  Cor.  1",  Se  due  rette  fanno  con  una  terza 
due  angoli  corrispondenti  eguali,  esse  sono  parallele. 

Infatti,  se  sono  eguali  gH  angoli  corrispondenti 
EHB,  HKD,  poiché  anche  K(H)A  è  uguale  ad 

{*)  Più  semplicemente  (cioè  fondandosi  su  minor  numero 
di  premesse)  si  può  dimostrare  il  precedente  teorema,  mo- 
strando (mediante  sovrapposizione)  l'eguaglianza  delle  due 
figure  elle  sono  da  bande  opposte  della  trasversale.  Donde 
segue  che  le  rette  AB,  CD,  se  si  incontrassero  da  una  ban- 
da, dovrebbero  incontrarsi  anche  dall'altra  della  trasversale 
e  questo  doppio  incontro  non  può  aver  luogo.  [26,  3"]. 

(**)  Nella  Planimetria  la  condizione  che  le  due  rette  giac- 
ciano in  uno  stesso  piano  è  sempre  sottintesa  ;  epperà,  do- 
vendo provare  che  due  date  rette  si 
vare  che  non  s'incontrano. 
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E{H)B  [129],  i  due  angoli  alterni  KHÀ ,  HKD  sono 

eguali,  epperò  [241]  le  rette  AB,  CD  sono  parallele. 

^ ,  S44.  Cor.  S".  *S'e  due  rette 

1  fanno  con  una  terza  due  an- 

goli   coniugati    supplementari, 

esse  sono  parallele, 
— 5"  Infatti,  se  i  due  angoli  con- 

\  iugati  B  HK,  HKD  sono  aup- 

'  plementari,   poiché   anche   gli 

angoli  adiacenti  KHA,  BHK  sono  supplementari 
[126],  ed  angoli  supplementari  di  uno  stesso  sono 
eguali  tra  loro  [81],  i  due  angoli  alterni  KHA,  HKD 
sono  eguali,  epperò  [241]  le  rette  AB,  CD  sono  pa- 
rallele. 

31S.  Cor.  3°.  Due  rette  perpendicolari  ad  ima 
terza,  sono  paralleli'. 

Questa  proposizione  è  un  caso  particolare  di  eia- 
scuna  di  quelle  dei  |§  241,  243,  244. 

34li.  Teor.  Per  mi  punto,  situato  fuori  di  una 
retta,  si  può  condurre  una  parallela  alla  retta. 

Dilli.  Sia  un  punto  A  e  una  retta  BC  non  pas- 
sante per  A.  Si  vuol  provare  che  per  A  si  può  con- 
durre una  retta  parallela  alla  BC. 

Preso  sulla  BC  an  punto  D  ad  arbitrio,  si  tiri 

la  retta  AD,  e  si  costruisca  [152]  in  ^  e  sulla  AD 

l'angolo  BAD  eguale  all'angolo  BDA.  La  retta  AE, 

cosi  ottenuta,  e  la  retta  BC 

A  £  sono  parallele  [241],  appunto 

1  perchè  fanno  con  la  retta  AD 

\ gH  angoli  alterni £^Z),£D^ 

B  r^        e  eguali  tra  loro.  Conehiudiarao 

i  che  veramente  per  ecc. 

«4*.  Abbiamo  veduto  [246]  che,  dato  un  punto  ed 
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una  retta  che  non  passi  per  esso,  si  può  sempre  con- 
durre per  il  punto  una  retta  che  sia  parallela  [51, 
242]  alla  data.  Ora  viene  spontanea  la  domanda: 
La  retta,  che  si  trova  con  l'indicata  costruzione,  gode 
essa  sola  la  proprietà  di  passare  per  il  punto  dato  e 
di  non  incontrare  la  retta  data?  (*). 

Il  che  equivale  a  chiedere:  8e  ogni  altra  retta, 
che  passi  per  A,  e  non  coincida  con  la  A  E,  incon- 
tri necessariamente  la  B  C. 

Osservando  la  figura,  ci  si  trova  indotti  ad  am- 
mettere, senza  difiicoltà,  che  in  fatto  ogni  retta,  che 
passa  per  A  e  non  coincide  con  la,  AE,  incontra  ne- 
cessariamente la  retta  BC(**).  Accettiamo  dunque 

(*)  Questa  domanda  è  tanto  più  giustificata,  in  quanto 
che  nella  eostruzione  indicata  nel  §  24tì  c'è  dell'arbitrario.  Si 
può  sospettare  che,  cambiando  la  posizione  del  punto  D,  ri- 
eulti  in  tìne  una  retta  diversa  dalla  AE. 

{**)  Si  sono  fatti  parecchi  tentativi  (un  centinaio  a  di- 
rittnra)  per  dimostrare  codesta  proposizione:  ma  tutti  con 
risaltamenti  infelici.  Non  mancano  i  casi,  in  cui  ciò  eia  do- 
vuto a  paralogismo  ;  più  spesso,  tacitamente  od  espressamen- 
te, la  pretesa  dimostrazione  si  fonda  su  nuovo  postulato.  In  tal 
caso  essa  non  si  può  accettare,  perchè,  al  punto  in  cui  siamo, 
dimostrare  che  in  un  piano  per  un  punto  dato  passa  una  retta 
soltanto,  che  non  incontri  un'  altra  retta  situata  nel  piano 
stesso,  vuol  dire  dedurre  questa  verità  per  forza  di  logica  dai 
postulati  o  dai  teoremi  già  stabiliti. 

L'esito  infelice  dei  numerosi  conati,  tendenti  a  dimo- 
strare la  proposizione  geometrica  in  discorso,  fece  infine  pen- 
sare che,  o  essa  non  sia  vera,  o  che  sia  indipendente  da'  po- 
stulati precedenti.  Fu  dimostrato  che  ha  luogo  appunto  questa 
indipendenza  ;  epperò  si  è  abbandonato  l'idea  di  trovare  una 
dimostrazione,  che  si  sa  ormai  impossibile. 

Tra  i  postulati,  dai  quali  si  può  dedurre  logicamente  la 
propoiizione  in  discorso,  uno  semplicissimo  è  questo  :  Esiste 
un  quadrangolo,  che  ha  tutti  gli  angoli  retti  {aa  quadrato). 
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per  indubitato  il  seguente  fatto  geometrieo,  le  cui 
conseguenze,  quando  si  possono  accertare  sperimen- 
talmente, si  trovano  in  costante  accordo  con  la  realtà. 
%4S.  Postulalo  della  parallela. 

Dato  un  punto  e  una  retta,  che  non  passi  per  esso, 
per  il  punto  non  si  può  condurre  che  una  sola  retta, 
che  sia  parallela  alla  data  {*). 

Questo  fatto  geometrico  ai  può  accertare  sperimentalmente, 
laddove  q^uello  espresso  dal  postulato,  che  siamo  per  ammet- 
tere, non  ei  può  accertare  ia  nessuna  maniera. 

(*}  Cioè,  per  il  punto  non  si  può  condarre  che  una  retta 
sola,  la  quale  non  incontri  la  retta  data,  pur  giacendo  [51j 
con  essa  in  un  Taedesirao  piano. 

Questo  postulato  è  più  semplice  di  quello  equivalente 
d'EuCLiDB,  perchè  indipendente  dal  concetto  di  misura.  Code- 
sto postulato  non  gode  perà  dello  atesso  grado  di  evidenza 
degli  altri,  perchè  esso  ha  luogo  compiutamente  fuori  del 
campo  della  nostra  esperienza. 

DeHnlzIone  generale  di  pnrallela.  Consideriamo  una 
retta  vi  S  e  un  punto  C,  che  non  giaccia  sulla  retta;  tiriamo 
per  questo  punto  la  retta  CD  perpendicolare  alla  retta  data, 
e  poi  la  vetta  EF  perpendicolare  alla  CD.  Sappiamo  [245] 
che  le  due  rette  AB,  EFnoa.  s'incontrano. 

Imaginiamo  ora  che  la  retta  CD  moti  intorno  al  punto 
C,  e  sia  nel  senso  in  cui  girano  le  lancette  degli  orologi.  In 
questa  ipotesi  il  punto,  nel  quale  la  retta  mobile  incontra  la 
AB ,  va  allontanandosi  sni  raggio  DA;  viene  poi  il  momento 
in  cui  questo  punto  d'intersezione  più  non  esiate,  perchè  la 
retta  mobile  non  incontra  più  la  retta  AB,  Come  sparisca  il 
punto,  non  si  può  comprendere  (*)  ;  ma  al  più  tardi  la  retta 
mobile  finisce  di  tagliare  la  A  B,  quando  essa  ha  raggiunta  la 
posizione  delia  EF,  quando  cioè  il  raggio,  che  esce  da  C  e 
passa  per  D,  ha  descritto  un  angolo  retto. 


(')  Giacché  lino  a  tanto  che  [s  retta  mobile  taglia  ìa  à  a, 
tepsezione  resta  da  percorrere  tulio  un  raggio,  rispetto  al  quali 
segmento  percorso. 
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«41*.  t.'«v.  t.'\  Due  rette,  paralleU  ad  una  tf.rza, 
nono  parallele  tra  loro. 

Infatti,  se  le  due  prime  rette  s'incontrassero,  per  il 
punto  d' incontro  passerebbero  due  rette  distinte,  pa- 

Voleudo  per  ora  lasciare  impregiudicata  la  questione, 
imaginiamo  che  sia  HK  la  prima  posizione  nella  quale  la  retta 
mobile  aon  incontra   più.  la 
retta  A  B.  La  retta  HK,  che 
non  incontra  la  AJJ,  pur  gia- 

ilesimo  piano,  e  che,  girata  in 
un  senso  conveniente  intorno 
al  punto  C,  d'un  angolo  co- 
munque piccolo,  viene  a  ta- 
gliare la  J,  iì,  ai  dice  paral- 
lela alla  AB  condotta  per  il 
punto  C. 

Costruiscasi  ora  l'angolo  MCD  eguale  all'angolo  C  DH. 
Attesa  l'eguaglia aza  manifesta  delle  due  parti,  nelle  quali  la 
figura  è  tagliata  dalla  retta  CD,  si  coraprende  che  la  retta  MN 
noB  incontra  la  A  B,  pur  giacendo  con  questa  in  uu  medesimo 
piano;  ma  che  verrebbe  a  tagliare  la  AB,  purché  la  si  girasse 
intorno  al  punto  V,  in  un  senso  conveniente,  sia  pnre  d'un  an- 
golo piccolss  imo.  Pertanto  anche  la  retta  MN  si  deve  dite 
parallela  alla  AB  condottaper  ilpunto  C, 

Dacia  che  precede  si  concbiude  clie,  se  l'angolo  DCH 
(  angolo  di  parallelistno)  è  minore  di  un  retto,  in  tal  caso  per 
il  punto  dato  si  possono  condurre  due  parallele  alla  retta  data. 
Vi  è  poi  un'infinità  di  rette  (quelle  passanti  per  C  e  situate 
negli  angoli  HCy  e  KCM)  le  quali,  pur  giacendo  con  la  -4  JS 
in  un  medesimo  piano,  passano  per  il  punto  C  e  non  incon- 
trano la  retta  AB  (*). 

Ci  Secondo  In  nostra  [919]  deliniiione  di  parallela,  anche  queste  r^tle 

lione  si  riserbB  allo  due  HK,  MS,  le  quali,  oltre  della  proprietà  di  non  in- 
contrare la  JS,  hannn  questa  di  diventar  secanti  della  AB,  non  appena  siano 

per  quanto  piccolo. 
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rallele  tutte  e  due  alia  terza  retta  ;  e  ciò   oontraria- 
mente  al  postulato  della  parallela. 

SSO.  Cor,  a",  ^e  due  rette  sono  parallele,  e  una 
terza  retta  ne  incontra  una,  essa  incontra  anche  l'altra. 
Infatti,  se  una  retta  .EjF, 
che  incontra  la   AB,   non  in- 
contrasse la  CD,  che  è  parallela 
alla^P,  per  il  punto  d'incontro 
H  passerebbero  due  rette  A  B 
ed  EF,   tutte  e  due  parallele 
~C  d"  alla  CD;  e  ciò  non  può  essere. 

[248]. 
951.  Temr.  Se  due  parallele  sono  tagliate  da  una 
terza  retta,  gli  angoli  alterni  sono  eguali  tra  loro. 

nini.  Le  rette  parallele  AB,  CD  siano  taglia- 
te [250]  dalla  EF  nei  punti  //,  E.  Dico  che  gli  angoli 
alterni,  ad  es.  i  due  G {K } H ,  B  {H)  K  sono  eguali. 

Se  questi  due  angoli  non 
sono  eguali,  uno  dei  due  sarà 
maggiore;  sia  B{H)K>  C{K)H; 
si  tagli  dal  maggiore  l'angolo 
N{H)  K,  che  sia  eguale  al  mi- 
nore C{K)H.  La  retta  MN 
è  quindi  distinta  dalla  AB. 

Ma  se  l'angolo  di  parallelismo  è  retto,  le  due  parallele  IIK 
ed  NM  vengono  [128]  a  coincidere  in  una  stessa  retta  EF; 
epperò  in  questo  caso  per  il  punto  C  non  passa  che  una  sola 
retta  parallela  alla  AB,  e  ogui  altra  retta  condotta  per  C 
tagliala  AB  necessariamente. 

Lasciando  indeterminato  l'angolo  di  parallelismo  e  se- 
guitando nelle  deduzioni,  si  ottiene  una  Geometria  cosi  detta 
astratta,  della  quale  la  Geometria  euclidea,  che  noi  sviluppe- 
remo nel  seguito,  non  ò  che  un  caso  particolare;  quel  caso  cioè 
in  cui  l'angolo  di  parallelismo  è  retto. 
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Ora  le  rette  M K,  CD,  perchè  fanno  con  la  EF 
gli  angoli  alterni  C(S')fl",  iV"(//)£' eguali,  sono  pa- 
rallele. Cosi  per  il  punto  H  vediamo  passare  due 
rette  AB,  M  K  parallele  ambedue  alla  CD.  Ciò  non 
può  [248]  essere  ;  epperò  resta  provato  che  gli  angoli 
CKH,  BHK  sono  eguali. 

959.  Cor.  1°.  Se  due  parallele  sono  tagliale  da 
una  terza  retta;  gli  angoli  corrispondenti  sono  eguali. 

Infatti,   poiché  gli  angoli 
alterni   BHK,   CKH  sono  e-  \ 

guali  [251],  e  l'angolo  AHE  è ^ 

uguale  all'angolo  B//A:  [129],  \ 

anche  gli  angoli  A //£,  CKH ^\ jj- 

sono  eguali.  A 

9d3.  Cor.  9".  Se  due  pa^ 
rallele  sono   tagliate  da  una  terza  retta,   gli   angoli 
coniugati  sono  supplementari. 

Infatti,  poiché  gli  angoli  ^(H)^,  H{K)D  sono 
eguali,  perchè  alterni  fatti  da  due  parallele  con  una 
terza  retta,  e  B(H)K  è  supplementare  [126]  di 
K(H}A,  anche  [81]  B{H)K  e  H{K)D  sono  sup- 
plementari. 

sai.  Cor.  3".  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  una 
terza  retta  è  perpendicolare  ad  una,  essa  è  perpendi- 
colare anche  all'altra. 

Questa  proposizione  si  può  considerare  come  con- 
seguenza di  ciascuna  delle  tre  precedenti.  [250]. 

a*5.  TeoF.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  an- 
goli coniugati,  che  non  siano  supplementari,  esse  s'in- 
contrano e  per  V  appunto  da  quella  banda  della  terza 
retta,  dove  sono  gli  angoli  coniugati  la  cui  somma  è 
minore  di  due  retti. 

]>lni.  Sappiamo  che,  se  una  retta  taglia  due  rette 
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che  siano  parallele,  gli  angoli  coniugati  ohe  ne  risul- 
tano sono  supplementari  [253].  Per  conseguenza,  se 
due  rette  fanno  con  una  terza  angoli  coniugati  che 
noa  siano  supplementari,  esse  non  possono  essere 
parallele;  ma  si  devono  incontrare.  E  l'incontro  non 
può  accadere  dalla  banda  dove  sono  gli  angoli  con- 
iugati che  danno  una  somma  maggiore  di  due  retti, 
perchè  in  ogni  triangolo  la  somma  di  due  angoli  è 
minore  di  due  retti.  [133]. 

sac  Teor.  Se  due  rette  ^ono  ri-tpettivamente  per- 
pendicolari a  due  altfe  che  si  segano,  si  segano  an- 
ch'esse. 

nini.  Siano  due  rette  AB,  CD  the  s'incontrano 
in  E,  e  due  altre  rette  FK,  HL  rispettivamente  per- 
pendicolari alle  prime.  Dico  che  le  rette  FK,  H  L  si 
devono  incontrare. 

Infatti,  se  no^  s'incontraB- 
sero,  se  fossero  parallele,  allora 
la  retta  CD,  perche  perpen- 
dicolare alla  HL,  sarebbe  [254] 
perpendicolare  anche  alla  FK; 
e  allora  per  uno  stesso  punto  E 
passerebbero  due  rette  CD,  AB  perpendicolari  am- 
bedue ad  una  stessa  retta  FK,  il  che  non  può  essere 
[114,  136].  Cosi  resta  provato  che  le  rette  FK,  HL 


Somma  degli  angoli  di  un  poligono. 

*ó3.  Teor.  In  ogni  triangolo  un  angolo  esterno 
è  uguale  alla  somma  dei  due  angoli  interni  opposti. 

Dim.  Sia  il  triangolo  ABC,  e  si  prolunghi  un 
lato,  ad  es.  il  lato  BC,  in  D.  Dico  che  l'angolo  ester- 
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no  AC D  è  ugaale  alla  somma  dei  due  angoli  interni 
opposti  AB  e,  e  AB. 

Sappiamo  già  [132J  che  nn 
angolo  esterno  è  maggiore  di 
ciascuno  dei  due  interni  oppo- 
sti. Per  conseguenza  dall'an- 
golo ACD  &ì  può  tagliar  via 
unapartei^(C)i3,  che  sia  egua-      "  k  v 

le  ad  A{B)  C,  ed  il  raggio  CE  cade  necessariamente 
nell'angolo  ACD. 

Ora,  perchè  le  rette  BA^  CE  formano  con  la  BD 
gli  angoli  corrispondenti  ABC,  ECD  eguali,  esse 
sono  [243]  parallele.  Gli  angoli  AC  E,  CAB  sono  poi 
eguali,  come  alterni  fatti  dalle  parallele  AB,  CE  con 
la  AC.  Per  conseguenza  la  somma  dei  due  angoli 
AC  E,  ECD,  cioè  a  dire  tutto  l'angolo  ACD,  è  uguale 
alla  somma  dei  due  angoli  CAB,  ABC. 

858.  'JTeor.  La  somma  degli  angoli  d'tm  trian- 
golo è  uguale  a  due  retti. 

Diin. Sia  un  triangolo  qualunque  ABC;  dico  che 
la  somma  de'  suoi  tre  angoli  è  uguale  a  due  retti. 

Si  prolunghi  uno  dei  lati,  ad  es.  il  lato  BC  in  1). 
Sappiamo  che  la  somma  dei  due  angoli  CAB,  ABC 
è  uguale  all'angolo  esterno  op- 
posto ACD.  Così,  aggiungendo 
di  comune  l'angolo  BCA,  tro- 
viamo che  la  somma  dei  tre 
angoli  del  triangolo  è  uguale 
alla  somma  dei  due  angoli  a- 

diacenti  BCA,  ACD.  Ma  quest'ultima  somma  è  [126] 
uguale  a  due  retti  ;  tale  è  per  conseguenza  anche  la 
,  degli  angoli  del  triangolo. 

«5».  Cor.  i".  Se  la  somma  di  due  angoli  di  un 
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triangolo  è  uguale  alla  somma  di  due  angoli  di  un 
altro  triangolo,  anche  gli  angoli  rimanenti  sono  eguali 
tra  loro.  Ed  inversamente,  se  ecc. 

Infatti,  poiché  la  somma  degli  angoli  di  un  trian- 
golo è  uguale  alla  somma  degli  angoli  dell'altro,  sot- 
traendo d'ambe  le  parti  quelle  somme,  o  quegli  an- 
goli che  sono  eguali  per  ipotesi,  si  ottengono  resti 
eguah. 

SOO.  Cor.  8".  /  due  angoli  acuti  di  un  triangolo 
rettangolo  sono  complementari. 

Sftl.  Cor.  3".  In  ogni  triangolo  equilatero,  cia- 
scun angolo  è  la  terza  parte  di  due  retti,  epperò  anche 
due  terzi  di  un  retto. 

SOS.  Teor.  La  somma  degli  angoli  di  un  poli- 
gono (convesso)  è  uguale  a  tante  volte  due  retti,  quanti 
xono  i  lati  del  poligono,  meno  quattro  angoli  retti, 

Dilli.  Si  unisca  un  punto,  preso  ad  arbitrio  nel- 
l' interno  del  poligono,  con  tutti  i  vertici.  Cosi  si  ot- 
tengono tanti  triangoli,  quanti  sono  i  lati  del  poli- 
gono. Manifestamente  la  somma  degli  angoli  dei  po- 
ligono è  uguale  alla  somma  di  tutti  gli  angoli  dei 
triangoli,  diminuita  della  somma  degli  angoli  che  sono 
intorno  al  punto  interno.  Ma  la 
Somma  degli  angoli  d'un  trian- 
golo è  sempre  uguale  a  due  retti 
[258],  e  la  somma  degli  angoli 
che  sono  intorno  ad  un  punto  è 
uguale  a  quattro  retti  [127].  Quin- 
di la  somma  degli  angoli  del  po- 
ligoon  è  uguale  a  tante  volte  due  retti,  quanti  sono 
i  lati  del  poligono,  meno  quattro  retti. 

««3.  Tenr.  In  ogni  poligono  (convesso)  la  som- 
ma degli  angoli  esterni,  che  sì  ottengono  prolungando 
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'i  vertice  uno  dei  lati  che  concorrono  in  es-io 
è  uguale  a  quattro  retti. 

nini.  Infatti,  poiché  ciaacTino  degli  angoli  ester- 
ni, preso  con  l'iaterno  adiacente,  dà  una  somma  eguale 
a  due  retti  [126],  la  somma  di  tutti  gli  an^jOli  interni 
ed  estemi  è  uguale  a  tante  volte  due  retti,  quanti  sono 
i  vertici  del  poligono,  cioè  quanti  sono  i  Iati.  Per  con- 
seguenza essa  è  uguale  alla 
somma  di  tutti  gli  angoli  dei 
triangoli  che  si  ottengono  u- 
nendo  eoi  vertici  del  poligono 
un  punto  preso  nell'interno  del 
poligono  [258].  E  poiché  le  due 
somme  hanno  in  comune  gli  an- 
goli del  poligono,  sottraendo  da 

ambedue  questi  angoli,  troviamo  che  la  somma  de- 
gli angoli  esterni  è  uguale  alla  somma  degli  angoli  che 
sono  intorno  al  punto  interno.  Essa  è  quindi  [127] 
eguale  a  quattro  retti. 

Esercizi. 

20).  Se  i  lati  di  due  angoli  hanno  rispettivaineute  medesime 
direzioni,  o  direzioni  opposte  {*),  gli  angoli  sono  eguali. 
Sono  invece  supplementari,  se  due  lati  lianno  medesima 
direzione  e  gli  altri  due  lianno  direzioni  opposte. 

202.  Se  due  angoli  hanno  i  lati  rispettivamente  perpendic  ola  ti, 

203.  Se  due  lati  di  un  triangolo  si  prolungano  di  U  dal  puato 
comune,  e  ciascuno  di  un  segmento  eguale  all'altro  tato, 
e  poi  si  uniscono  i  termini  dei  segmenti  con  quelli  del 
terzo  lato,  ai  ottengono  due  rette  parallele. 

se  appai'tengono  a  retto  parallele,  e  giacciono  dalla  stessa  handa  o  da  bande 
opposte  della  reità,  che  passa  per  i  punti  ond'  escono  i  raggi. 
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204.  Se  due  parallele  sono  tagliate  da  una  trasversale  nei  punti 
A  e  B,  e  una  quarta  retta  taglia  la  trasversale  e  le  pa- 
rallele nei  punti  C,  D,  E,  e  ia  modo  che  sia  ^C~  ^D,  è 
aDohsBC  =  J3E. 

205.  Uniti  due  punti  A,  B,  presi  ea  due  rette  parallele,  e  se- 
gnato ad  arbitrio  un  punto  C  sul  segmento  A  B,  da  una 
stessa  banda  della  retta  .AB  si  prendano  sulle  due  pa- 
rallele i  segmenti  AM~  AC  e  BN=^Ci  e  ai  unisca  C 
con  Me  con  N.  Sì  dimostri  che  l'angolo  MCNé  retto. 

206.  Le  tangenti  condotte  ad  un  cerchio  in  due  punti,  che  non 
siano  diametralmente  opposti,  s'incontrano.  [256]. 

207.  Se  si  conducono  le  tangenti  ad  un  cerchio  nelle  estremiti 
di  un  diametro,  e  poi  una  terza  tangente  q^ualsi voglia,  e  si 
uniscono  i  punti  dove  questa  incontra  le  due  prime  col 
centro,  ivi  si  ottiene  un  angolo  retto. 

208.  Dimostrare  il  teorema  relativo  alla  somma  degli  angoli 
di  an  poligono,  conducando,  per  un  punto  qualunque  dei 
raggi  rispettivamente  paralleli  ai  lati  del  poligono.  [201]. 

209.  Se  ciascuno  di  due  poligoni  di  n  lati  è  equiangolo,  gli  an- 
goli dei  duo  poligoni  sono  eguali.  [262]. 

210.  Un  angolo  di  un  triangolo  è  ottuso,  retto,  od  acuto,  se- 
condo che  la  mediana  tirata  al  lato  opposto  è  minore, 
uguale,  o  maggiore  della  metà,  di  questo  lato.  E  recipro- 
camente. 

211.  Se  un  angolo  di  un  triangolo  isoscele  è  uguale  a  due  terzi 
di  retto,  il  triangolo  è  equilatero. 

212.  L'altezza,  calatrt  siili' ipotenusa  di  un  triangolo  rettan- 
golo, divide  il  triangolo  in  due,  equiangoli  tra  loro  e 
col  totale. 

213.  La  parallela  alla  base  di  un  triangolo  isoscele,  tirata  per 
il  vertice  del  triangolo,  dimezza  l'angolo  esterno  adia- 
cente all'angolo  a!  vertice.  E,  reciprocamente,  la  bisettrice 
di  questo  angolo  è  parallela  alla  base.  —  E  se  la  bisettrice 
di  un  angolo  estemo  di  un  triangolo  è  parallela  al  lato 
opposto,  il  triangolo  è  isoscele. 

214.  Se  due  triangoli  hanno  i  lati  rispettivamente  paralleli, 
hanno  gli  angoli  ordinatamente  eguali.  (Due  angoli  con- 
tenuti da  lati  paralleli  sono  [201]  eguali  o  supplementari. 
Ma  non  si  può  ammetterò  che  ad  un  tempo  due  angoli  di 
uno  dei  triangoli  siano  rispettivamente  supplementari  di 
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due  angoli  dell'altro,  giacché...  sommando...  [258].),  Al- 
trettanto ai  può  dire,  se  i  dae  triangoli  hanno  i  lati  rispet- 
tivamente perpendicolari. 

215.  Raddoppiare,  col  mezzo  del  solo  compasso,  il  segmento 
compreso  tra  due  punti  dati.  (Si  costruiscano  tre  triangoli 
equilateri.  [261,128]). 

216.  Se  per  tre  punti  D,  E,  F,  presi  ad  arbitrio  sui  lati  di  un 
triangolo  ABC,  ai  condncono  tre  rette  in  modo  che  fac- 
ciano coi  lati  del  triangolo  angoli  eguali,  queste  tre  rette, 
i  neon  tra  ndoai,  formano  un  triangolo,  i  cui  angoli  sono  or- 
dinatamente uguali  a  quelli  del  triangolo  dato. 

217.  Se  in  un  triangolo  rettangolo  nn  angolo  acuto  È  doppio 
dell'altro,  l' ipotenusa  h  doppia  del  cateto  minore.  (Si  tagli 
l'angolo  retto  in  parti  rispet  ...  ecc.). 

2  18.  L'angolo,  che  la  perpendicolare  calata  da  una  estremità 
della  base  dì  un  triangolo  isoscele  sul  lato  opposto  fa  con 
la  base,  è  metà  dell'  angolo  al  vertice.  (  Si  tiri  la  perpen- 
dicolare dal  vertice  sulla  base.), 

219.  L'angolo,  che  la  biaettrice  di  nn  angolo  esterno  di  un 
triangolo  forma  col  lato  opposto,  è  uguale  alia  semidìffe- 
renza  dei  due  angoli  del  triangolo  che  non  sono  adiacenti 
all'angolo  dimezzato.  (Per  il  vertice  di  uno  di  questi  an- 
goli si  tiri  la  parallela  alla  biaettrice  ). 

220.  Se  da  un  punto  di  un  lato  di  un  angolo  acuto,  e  dentro 
l'angolo,  si  tirano  due  rette  rispettivamente  perpendico- 
lari ai  lati,  e  si  dimezza  l'angolo  dalle  perpendicolari,  la 
bisettrice  tagKa  i  lati  dell'angolo  dato  in  punti  egual- 
mente distanti  dal  vertice. 

221.  La  differenza  di  due  angoli  di  un  triangolo  è  doppia  del- 
l'angolo compreso  dall'altezza  e  dalla  bisettrice  uscenti 
dal  vertice  del  terzo  angolo. 

222.  La  differenza  tra  gli  angoli  acuti  di  un  triangolo  rettan- 
golo è  uguale  all'angolo  compreso  dall'altezza  e  dalla  me- 
diana uscenti  dal  vertice  dell'angolo  retto. 

223.  Sia^BCun  triangolo  rettangolo  in  C.  Sull'ipotenusa  .4  B 
si  faccia  ^I>  =  .4  Ce  J3E=BC,  e  ai  tirino  CEe  CD.  Di- 
mostrare che  l'angolo  DCE  è  metà  di  un  re+to.  [137,258]. 

224.  Se  sul  lato  maggiore  di  un  triangolo  si  prendono,  par- 
tendo dalle  estremità,  due  segmenti  eguali  rispettiva- 
mente ai  lati  adiacenti,  e  sì  uniscono  le  estremità  di 
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questi  segmenti  noi  vertice  opposto,  ivi  si  ottiene  un  an- 
golo elle  è  uguale  alla  semisomma  di  quei  due  angoli  del 
triangolo,  che  sono  adiacenti  al  lato  maggiore. 

225.  Tirare  la  perpendicolare  a  un  segmento  in  una  estremità, 
senza  prolungare  il  segmento.  (Si  costruisce  un  triangolo 
equilatero,  e  si  prolunga  uno  dei  lati  di  un  segmento 
eguale  al  lato  stesso... )■ 

226.  Se  sopra  una  retta  si  prendono  due  segmenti  eguali  A  B , 
L'U,  e  costruito  su  BO  un  triangolo  equilatero  BCD,  si 
costruisce  su  jIZ>  un  altro  triangolo  equilatero  ADE,  si 
ottiene  un  angolo  E  AC,  che  è  retto. 

227.  Se  si  conducono  le  bisettrici  degli  angoli  esterni  di  un 
triangolo,  risultano  intorno  al  dato  tre  triangoli,  che  sono 
equiangoli  tra  loro  e  col  triangolo  composto  dai  quattro.  E 
ciascun  angolo  del  triangolo  dato  è  supplementare  del  dop- 
pio dell'angolo,  che  gli  è  opposto  nel  triangolo  circoscritto. 

228.  Il  segmento,  che  unisce  il  vertice  dell'angolo  retto  di  un 
triangolo  rettangolo  col  punto  di  mezzo  dell' ipotenus; 
uguale  alla  metà  dell'ipotenusa.  (Se  Ce  il  vertice  dell' 
golo  retto  e  D  il  punto  di  mezzo  dell'ipotenusa,  si  tiri  CD. 
e  sul  prolungamento  sifacciaiJE— CD.  Infine  si  tiri£.A, 
Si  proverà  essere  CE ^  AB). 

229.  Che  cosa  è  il  luogo  dei  punti  di 
quali  sono  eguali  a  un  segmento  dato,  ed  hanno  le 
mìtà  sui  lati  di  un  angolo  retto? 

230.  Luogo  dei  punti  tali  che  le  tangenti  tirate  da  essi  a  un 
cerchio  dato  comprendano  angolo  dato. 

231.  Trovare  sopra  una  retta  data  o  sopra  un  dato  cerchio  un 
punto  tale  che  le  tangenti,  condotte  da  esso  ad  un  cerchio 
dato,  comprendano  un  angolo  dato. 

232.  Trovare  sopra  una  retta  data  un  punto,  che  sia  equidi- 
stante da  due  punti  dati.  (Caso  d'impossihilità). 

233.  Descrivere  un  cerchio,  che  paasì  per  un  punto  dato,  e 
tocchi  una  retta  data  in  un  punto  dato. 

234.  Descrivere  un  cerchio,  ohe  tocchi  due  rette  date,  e  una  di 
n  punto  dato. 


235.  D( 

cerchi 
23e.  Desci 


Ivere  un  cerchio,  che  tocchi  una  retta  data  e  un 
io  dato  in  un  punto  dato. 

chio,  che  tocchi  due  raggi  di  un  cerchio 


dato  e  l'arco  compreso  dai  raggi  s 
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237.  Date  dne  rette  parallele,  descrivere  un  cerchio,  che  ne 
tocchi  una  in  punto  dato,  e  ohe  tagli  dall'altra  una  parte 
egnale  a  un  dato  segmento. 

238.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati  e  che 
tagli  un  cerchio  dato  in  modo  che  la  corda  comune  sia 
parallela  a  una  retta  data. 

239.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  tre  dati  cerclii  eguali. 
(  Si  supponga  risoluto  il  prohlema,  e  che  il  raggio  del  cer- 
chio domandato  aumenti  (o  diminaisca)  di  quanto  è  il 
raggio  dei  cerchi  dati.  Per  quali  punti  va  allora  a  passare 
il  cerchio?). 

240.  Descrivere  un  cerchio,  ohe  tocchi  un  cerchio  dato,  e  che 
tocchi  una  retta  data  in  un  punto  assegnato.  (Per  questo 
punto  sì  tiri  la  perpendicolare  alla  retta  data,  e  sopra 
questa  perpendicolare,  partendo  dal  piede,  daunahandae 
dall'altra  delia  retta  data  si  portino  due  segmenti  eguali 
al  raggio  del  cerchio  dato.  I  punti  cosi  ottenuti  si  uni- 
ranno col  centro,  e  poi  si  tireranno  per  ì  punti  di  mez- 

241.  Trovare  un  punto,  che  sia  vertice  comune  di  due  triangoli 
isosceli  aventi  per  hasi  due  segmenti  dati.  (  Caso  d' im- 
possihilità  ]. 

242.  Trovare  un  punto  tale  che,  unendolo  con  le  estremità  di 
due  dati  segmenti  eguali,  risultino  due  triangoli  eguali. 

243.  Per  un  punto,  dato  fuori  di  una  retta,  tirare  una  retta, 
che  faccia  con  la  data  un  angolo  dato.  [352*]. 

244.  Tirare  una  retta,  che  sia  tangente  a  un  cerchio  dato,  e 
formi  con  una  retta  data  angolo  dato. 

245.  Circoscrivere  ad  un  cerchio  dato  un  triangolo,  i  cui  lati 
siano  paralleli  a  quelli  di  un  triangolo  dato. 

246.  In  un  cerchio  dato  tirare  una  corda  egnale  a  un  dato 
segmento  e  parallela  a  una  retta  data. 

247.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  roodo  ohe  faccia 
con  due  rette  angoli  eguali. 

248.  In  un  dato  triangolo  .4  iìC  condarre  parallelamente  a  un 
lato,  ad  es.  al  lato  BG.  una  corda  MN  in  modo  ohe  sia 
MN  ^MB-\'NC.{Bi  dimezzino  gli  angoli  in  B  ed  in  C). 

249.  Tirare,  per  un  punto  dato  tra  i  lati  di  nn  angolo,  ana 
retta  in  modo  ohe  il  segmento  di  essa,  compreso  trai  lati 
dell'angolo,  sia  dimezzato  dal  punto  dato.  (Si  unisce  il 


Hosted  by 


Google 


—  137  — 

vertice   col  punto,   e,  prolungato  il  segmento  di  altret- 
tanto, si  tira  la  parallela  ad  uno  dei  lati). 

250.  Tirare  la  bisettrice  deD' angolo  ài  due  rette  clie  s'incon- 
trano fuori  del  foglio  del  disegno. 

251.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  cosi  che  tagli  due 
rette,  che  s'incontrano  fuori  del  foglio  del  d 
punti  egualmente  distanti  da  quello  di  C' 

252.  Se  una  spezzata  ABCD,  descritta  tra  i  lati  di  un  angolo 
semiretto,  ha  i  vertici  B  e  C  sui  lati  dell'angolo  e  i  lati 
AB,  B  C  fanno  in  B  angoli  eguali  col  lato  dell'angolo,  e 
t  lati  BC,CD  formano  in  C  angoli  eguali  con  l'altro  lato 
dell'angolo  dato,  le  rette  AB,  CD  sono  perpendicolari 
tra  loro. 

253.  Dividere  un  angolo  retto  in  tre  parti  eguali.  [261]. 

254.  Sia  ABC  OD  triangolo  equilatero.  Dimezzati  gli  angoli  B 
e  C,  e  prolungate  le  hisettrici  fino  ad  incontrarsi  in  O,  si 
dimezzino  BO  e  CO  con  due  perpendicolari.  Queste  ta- 
gliano il  lato  -flCiu  tre  parti  eguali. 

255.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  l' ipotenusa  e  la 
somma  dei  cateti. 

{In  generale,  quando  si  vuol  dimostrare  un  teorema  o 
risolvere  un  problema,  si  comincia  col  disegnare  vna  fi- 
gura, che  possa  esser  riguardata  come  quella  di  cui  è 
questione.  Considerando  codesta  figura,  pensando  alle 
sue  proprietà,  si  trovano  le  ragioni  che  costituiscono  la 
dimostrazione  del  teorema,  o  le  relazioni  tra  le  parti 
date  e  quelle  che  si  devono  costruire,  in  base  alle  quali 
relazioni  risulta  poi  ciò  che  si  deve  fare  per  risolvere 
il  problema. 

Spesso  fa  mestieri  descrìvere  rette  o  circoli  ausiliari, 
e  non  è  sempre  facile  scorgere  quali  siano  le  linee  ausi- 
liarie, che  torna  opportuno  di  considerare.  Quandoperò 
nelP  enuncialo  della  proposizione  sia  fatto  cenno  di  som- 
me,di  differenze  ..,di  lati,  di  angoli  ..,in  tal  caso  bisogna 
fare  che  queste  som,me,  queste  differenze..,  si  presentino 
nella  figura;  e  non  a  parte,  ma  coUegate,  per  conto  della 
posizione,  con  gli  altri  elementi.  Allora  si  scorgono  parti 
della  figura,  di  cui  è  noto  quanto  bastaperchè  si  possano 
costruii-e  ;  successivamente  si  costruiscono  le  altri  partì, 
fino  a  che  la  figura  sia  compiuta. 
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Ad  es.,  nel  precedente  problema,  disegnato  un  triau' 
gola  rettangolo  ABC  {sia  rettangolo  inC),  e  supposto 
che  sia  desso  il  triangolo  domandato,  si  prolunga  il  ca- 
teto B  C,  di  là  dal  vertice  dell'  angolo  retto,  di  un  seg- 
mento CD  =  CA,  dimodoché  Bl}  rappresenta  la  somma 
data.  Condotto  AD,  si  vede  che,  poiché  A  (D)  B  è  semi- 
retta, il  triangolo  AI)  G  si  pub  costruire.  Senericavapot 
il  triangolo  richiesto). 

256.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  angolo  acuto 
e  la  somma  dei  lati  che  lo  comprendono. 

257.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  angolo  acuto 
e  la  proiezione  del  cateto  adiacente  sull'ipotenusa, 

258.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  lato  6  la  diffe- 
renza dei  dne  angoli  acuti.  (Di  questi  angoli  si  conosce 
anche  la  somma). 

259.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  nel  ijuale  uno  degli  an- 
goli acuti  sia  doppio  dell'  altro,  e  la  hìscttrioe  dell'  angolo 
retto  sia  eguale  ad  un  segmento  dato. 

260.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  la  differenza  dei 
cateti  e  l' angolo  opposto  al  minore. 

26  I.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  la  differenza  dei 
cateti  e  l'angolo  opposto  al  maggiore. 

262.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  angolo  ao.uto 
e  la  difleronza  tra  i  lati  che  lo  comprendono. 

263.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  angolo  acuto 
eia  somma  del  cateto  adiacente  e  dell'altezza  relativa  al- 
l' ipotenusa. 

264.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  il  minore  dei  due 
angoli  acuti,  e  la  differenza  dei  segmenti  in  cui  l'ipotenusa 
è  tagliata  dalla  con-ispondente  altezza. 

265.  Costruire  un  triangolo  rettangolo  ed  isoscele,  data  la  som- 
ma dell'ipotenusa  e  di  un  cateto. 

266.  Costruire  uà  triangolo  isoscele,  dato  l'angolo  al  vertice  e 
la  somma  dell'  altezza  e  del  lato. 

267.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  .B  e  la  somma  b-j-l. 

268.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  data  la  hase  e  la  diffe- 
renza tra  il  lato  e  l'altezza. 

269.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  il  perimetro  e  l'al- 
tezza. 

270.  Costruire  un  triangolo,  dato  il  perimetro  e  due  angoli. 
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271.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  il  minore  degli  an- 
goli adiacenti,  e  la  differenaa  tra  gli  altri  due  lati. 

272.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  i!  maggiore  degli  an- 
goli adiacenti,  e  la  diiferenza  tra  gli  altri  due  lati. 

273.  Costruire  un  triangolo,  ì  cui  lati  passino  per  tre  punti  dati, 
□n  CU!  lato  sia  parallelo  a  una  retta  data,  e  che  abbia  due 
angoli  dati. 

274.  Costruire  un  triangolo,  dati  A,  B  e  b  ^  ;  oppure  dati  A,  B 
ed  i«  e  .  (Si  costruisca  dapprima  ad  arbitrio  un  triangolo 
che  abbia  due  angoli  eguali  ai  dati  ). 

275  Costruire  un  triangolo,  dati  due  angoli  e  la  somma  o  la 
differenza  dei  lati  opposti. 

276  Costruire  un  triangolo,  data  un'  altezza,  la  differenza  dei 
segmenti  m  cui  essa  taglia  il  lato  sn  cui  è  calata,  e  il 
maggiore  degh  angoli  adiacenti  a  questo  lato. 

277  Costruire  un  tnangolo,  date  ìi  0,1»  a  e  B. 

278  Costruire  un  triangolo,  dati  d,  ft  b  ed  ft  e  .  [211]- 

279  Costruire  un  tnangolo  date  fe  a  ed  w  u ,  e  in  modo  che  sia 
a=2b. 

280.  Costruire  un  triangolo,  dato  il,  fc  ed  rt  —  e.  (Si  supponga 
prolungato  il  lato  BA  dalla  banda  del  punto  A,  e  fatto 
SD  ~  BG.  Il  triangolo  AC D  bì  può  costruire). 

281.  Costruire  un  triangolo,  dato  a,b-\-ceàA. 

282.  Costruire  un  triangolo,  dato  A,ba  e  il  perimetro. 

283.  Costruire  un  triangolo,  dato  a,b  —  ce  B —  C.  {Seaì  con- 
duce J5Z)iii  modo  che  sia  4D=.d5,epperò  DC=  6  —  e, 
si  vede  facilmente  che  D[B)Cè  uguale  a '/j  { -B  —  ^').  H 
triangolo  BDC  si  può  dunque  costruire ). 

284.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  cerchi  dati,  e  uno 
di  questi  in  un  punto  dato.  (  Condotta  la  retta,  che  passa 
per  questo  punto  e  per  il  centro  del  cerchio  cui  esso  ap- 
partiene, su  questa  retta,  da  una  parte  e  dall'altra  del 
punto  mentovato,  si  prende  un  segmento  eguale  al  raggio 
dell'altro  cerchio.  Ecc.). 

285.  Se  da  un  punto  0  si  conducono  a  una  retta,  non  passante 
per  0,  la  perpendicolare  OA  e  delle  oblique  OB,  OC, 
OD,  ecc.,  in  modo  che  gli  angoli  ^OiJ,  BOG,  GOD... 
siano  eguali,  si  ha  ^if  <  CC  <  CD,  ecc. 

286.  Se  da  un  punto  sì  conducono  le  tangenti  ad  un  cerchio,  e 
da  uno  dei  punti  di  contatto  ai  tira  la  perpendicolare  sul- 
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l'altra  tangente,  il  segmento  di  questa  perpendicolare,  che 
è  compreso  tra  il  punto  di  contatto  e  la  retta  cte  passa 
per  il  centro  e  per  il  punto  di  concorso  delle  tangenti,  è 
ugnale  al  raggio  del  cer'^hio. 

287.  Due  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  l'angolo  al  vertice  e 
la  somma  o  la  differenza  tra  ii  lato  e  la  relativa  altezza 
sono  rispettivamente  uguali. 

288.  Due  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  l'angolo  al  vei'tioe  e 
la  somma  o  la  differenEa  della  base  e  dell'altezza  sono  or- 
dinatamente uguali. 

289.  Due  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  hanno  altezza  e  pe- 
rimetro ordinatamente  uguali. 

290.  8ein  due  triangoli  isosceli  l'angolo  al  vertice  e  la  somma 
del  lato  e  della  base  Bono  ordinatamente  uguali,  i  triaii~ 
goli  sono  eguali. 

29  I.  È  dato  uu  cerchio,  una  retta,  e  su  questa  un  punto  jÌ.  Tro- 
vare sulla  retta  un  punto,  che  disti  egualmente  dal  cer- 
chio e  da  A.  (Si  prende  sulla  retta,  partendo  da  A,  un  seg- 
mento eguale  al  raggio  del  cerchio  dato  ). 

292.  Sopra  un  lato  di  un  angolo  trovare  un  punto,  che  disti 
egualmente  da  un  punto  dato  sul  lato  atesso,  e  dall'altro 
Iato  dell'  angolo.  (  Si  cali  dal  punto  la  perp . . .  ). 

293.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  un  triangolo  equila- 
tero, i  cui  lati  siano  rispettivamente  perpendicolari  a 
quelli  del  triangolo  dato. 

294.  Se  in  un  triangolo  equilatero  è  iscritto  un  triangolo  equi- 
latero, i  vertici  di  questo  tagliano  i  lati  del  primo  in  parti 
ordinatamente  uguali. 

295.  Se  dae  cerchi  sono  concentrici,  e  il  raggio  del  maggiore  è 
doppio  di  quello  dell'  altro  cerchio.  le  tangenti,  condotte  a 
questo  cerchio  da  un  punto  del  cerchio  maggiore,  e  il  seg- 
mento, che  unisce  i  punti  del  contatto,  formano  un  trian- 
golo equilatero. 

296.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  il 
triangolo  che  essa  taglia  via  dall'angolo  dato,  abbia  un 
perimetro  dato.  (  Si  prende,  partendo  dal  vertice  A,  un 
segmento  A  B  eguale  alia  metà  del  perimetro  dato.  Poi  si 
descrive  il  cerchio  che  tocca  i  lati  dell'angolo,  e  precisa- 
mente il  lato  AB  in  B.  Infine .. .  [211,  214]  J. 

297.  Dimostrare  che,  se  la  somma  di  due  lati  opposti  di  un 
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quadrangolo  è  uguale  alla  somma  degli  altri  due,  uà  cer- 
chio, che  tocchi  tre  lati,  tocca  anche  il  quarto,  (Indiretta- 
mente. Posto,  che  il  cerchio,  che  tocca,  ad  es,,  ilati  A  B 
BC,CD.  non  tocchi  il  lato  j1ì?,sì  tiri  per  ^,  o  peri>,  la 
tangente  al  cerchio.  [i34, 172]). 

298.  Descrivere  itn  cerchio,  nel  quale  due  corde  uguali  a  due 
dati  segmenti  siano  sottese  da  archi,  uno  dei  quali  sia 
doppio  dell'altro. 

299.  Se  una  retta  taglia  i  lati  di  un  angolo  ABV  nei  punti  A  e 
C,  e  si  prendono  sulla  stessa  e  in  uno  stesso  verso  i  seg- 
mentÌ4a  =  4Be  Cc  =  CS,  esi  tirano  Bo  e  Bt^,  l'an- 
golo aBcèlametàdi^(S)6'. 

300.  <1  è  un  punto  qualunque  di  un  diametro  di  un  cerchio,  e  B 
è  l'eatremità  del  raggio  perpendicolare  al  diametro  consi- 
derato. Condotta  B  A ,  che  incontri  il  cerchio  in  C,  si  tiri 
per  eia  tangente  al  cerchio,  e  sia  7J  il  punto  dove  essa 
incontra  il  prolungamento  del  diametro.  Si  dimostri  che 
è  DA  =  DC. 
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Proprietà  dei  rombi. 

SttA.  Un  quadrangolo  Ka  quattro  vertici,  quattro 
lati,  due  diagonali. 

Dae  vertici,  o  due  lati,  non  consecutivi,  si  dicono 
opposti. 

Zsa.  net.  Un  quadrangolo,  in  cui  i  lati  opposti 
sono  paralleli,  si  dice  rombo  o  parallelogrammo  (*). 

Per  ottenere  un  quadrangolo,  che  meriti  il  nome 
di  rombo,  bawta  tirare  due  rette  parallele  e  poi  due 
altre  rette  che  siano  parallele  tra  loro  e  non  alle  pri- 
me due.  Le  quattro  rette  s"  incontrano  [250]  in  quat- 
tro punti,  che  sono  i  vertici  di  un  rombo. 

sen.  T«or.  In  ogni  rombo  gli  angoli  oppoi^ti  sono 
eguali. 

Din».  Sia  il  rombo  ^JSCi>; 
dico  che  due  angoli  opposti,  quali  a  b 

sono,  ad  es.,  B(A)D  e  D{C)B,         1  7 

sono  eguali.  /  / 

Infatti    i    due   angoh   BAD,     I j 

ADC  sono  supplementari  [253],    d  c 

come  coniugati  formati  dalle  paral- 
lele AB,  DC  con  la  retta  ^  D.  E  gli  angoli  B  V B,  A  D C 
sono  supplementari,  come  coniugati  formati  dalle  pa- 
rallele AD,  BC  con  la  retta  DC.l  due  angoli  BAD, 
DCB  sono  dunque  supplementari  dello  stesso  angolo 
ADC,  epperò  [81]  sono  eguali. 

(*}  Usiamo  la  voce  rombo  ia  luogo  di  parali 
per  antipatia  a  questa  parola  soverchiamente  lunga. 
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9ttT.  Cor.  Se  un  angolo  di  un  rombo  è  retto,  an- 
che gli  altri  angoli  sono  retti. 

Intanto  è  retto  l'angolo  opposto,  per  il  teorema 
precedente,  E  gli  altri  pure  sono  retti,  perchè  supple- 
mentari [253]  dell'angolo  retto  dato. 

xe!4.  TeoF.  In  ogni  rombo  t  lati  opposti  sono 
fi,guaU. 

nini.  Sia  il  rombo  A  BC'D\  dico  essere  AB  =  DC, 
%  AD  =  BC. 

Condotta  una  delle  diago- 
nali, ad  es,  la  B  D,  considero  i 
triangoli  ABD,  CD  E.  Questi 
hanno  il  lato  BJì  comune;  gli 
angoli  DBA,  BDC  eguali,  per- 
chè alterni  [251],  fatti  dalle  pa- 
rallele AB,  DC  con  la  retta  BD;e  gli  angoli  A  DB, 
CSD  sono  parimente  uguali,  perchè  alterni,  fatti 
dalle  parallele  AD,  BC  con  la  retta  BD.  Quindi  [154J 
è  AB  =  DC,  %  AD  ^  BC. 

ae».  Teor.  Se  due  rombi  hanno  due  lati  consecu- 
tivi e  l'angolo  compreso  rispettivamente  uguali,  essi 
sono  eguali. 

ji  p  Siili.  Nei  due  rombi  ^£C-D, 

r~         ~7     EFHK,sia.:  AD  =  EK,DC^KH, 

/  /a  A{D)C  =  E{K)IL  Dico  che  i 

/   /  rombi  sono  eguah. 

^  C  Infatti,  essendo  [253]  gli  angoli 

g  g    in  A  ed  in  E  rispettivamente  sup- 

plementari dei  due  in  Z*  e  in  K,  ed 
essendo  questi  due  uguali  per  ipo- 
tesi, anche  gli  angoli  in  J.  e  in  JS 
•■  ^  sono  eguali  tra  loro.  Ora,  perchè  in 

un  rombo  i  Iati  opposti  sono  eguali  [208],  e  gli  angoli 
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opposti  sono  eguali  [266',  è  manifesto  che  i  due  rombi 
dati  hanno  tutti  i  lati  e  tutti  gli  angoli  ordinatamente 
ugnali,  epperò  essi  sono  eguali  [178]. 

«»0.  Teop.  Se  i  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
sono  eguali,  il  quadrangolo  è  urt  rombo. 

iBia».  N^l  quadrangolo  ABCD  sia  AB  =  DC, 
e  AD  ^  J>  C.  Dico  che  i  lati  AB,  BC  sono  paralle- 
li, e  cosi  i  cine  ADe  BC. 

Condotta  una  diagonale,  ad  es.  la  B  D,  considero 
i triangoli  ^1 -B Z),  CDB.  Questi,  avendo  US  in  co- 
mune, AB  ^  DC  per  ipotesi,  e  AD  ^  BC,  pura 
per  ipotesi,  hanno  anche  [151]  gli 
angoli  risi  ettivamente  "guali.  Co- 
sì, essendo   D{B)A  =   B{D)C, 
il  Iato  ABk  [241]  parallelo  a  DC;       , 
e   perchè   è  A{D)B  =  C{B)D,       '-- 
il  Iato  AD  è  parallelo  a  BC. 

871.  0»>*.  Se  sui  Iati  di  un  angolo,  partendo  dal 
vertice,  si  prendono  due  segmenti  eguali,  e  per  i  ter- 
mini dì  questi  si  tirano  due  rette  rispettivamente  pa- 
rallele ai  lati  dell'angolo,  si  ottiene  [250]  un  rombo, 
nel  quale  tutti  i  Iati  sono  [268]  eguali  tra  loro.  E  se 
l'angolo  preso  e  retto,  anche  gli  angoli  del  rombo 
sono  [267]  eguali  tra  loro. 

ZV^.  Un  quadrangolo  equilatero  (  è  [270]  un 
rombo  )  si  dice  losanga. 

Un  rombo  con  tutti  [267]  gli  angoli  retti  si  dice 
semplicemente  rettangolo. 

Un  quadrangolo  equilatero  ed  equiangolo  [271] 
(  regolare  )  si  dice  quadrato. 

Un  quadrato  è  ad  un  tempo  losanga  e  rettangolo. 

Se  due  quadrati  hanno  un  lato  eguale  ad  un  lato, 
essi  sono  [26i)J  egiiali. 
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S93.  Per  costruire  un  quadrato,  che  abbia  per 
lato  un  dato  segmento,  basta  inalzare  la  perpendico- 
lare al  segmento  in  una  estremità,  prendere  su  questa 
perpendicolare,  partendo  dal  vertice  dell'angolo  ret- 
to, un  segmento  eguale  aJ  dato,  ed  infine  per  le  estre- 
mità dei  due  segmenti  eguali,  tirare  due  rette  rispet- 
tivamente parallele  ai  segmenti  atessi. 

S7-1.  Xeor.  Se  due  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
sono  eguali  e  paralleli,  il  quadrangolo  è  un  rombo. 

Dim.  Nel  quadrangolo  ABCB  i  lati  AB,  CD 
siano  eguali  e  paralleli.  Dico  che  AD  è  parallelo 
a  BC. 

Condotta  una  diagonale,  ad  es.  la  B  D,  si  consi- 
derino i  due  triangoli  ABD,  CDB.  In  questi,  BD  è 
comune,  poi  abbiamo  A  B  ^  DC 
per  dato,  e  D{B)A  =  B{D)C, 
perchè  alterni  [251],  fatti  dalle  pa- 
rallele AB,  DC  con  la  retta  BD. 
Quindi  è  [149]  anche  : 

A{D)B  =  C(B)D, 
epperò  [241]  il  lato  AD  è  parallelo  a  BC. 

»*a.  Teor.  Le  diagonali  di  un  rombo  si  dimez- 
zano scambievolmente. 

Olili.  Sia  il  rombo  ABCD.  Condotte  le  diago- 
nali, e  detto  E  il  loro  punto  d'intersezione,  considero 
i  due  triangoli  AB  E,  CD  E.  In  questi  triangoli  i  lati 
AB,  DC  sono  eguali,  perchè  [268] 
lati    opposti   d'un  rombo;   poi   è 
1  \i.^^j    A{E)B  =   C{E)D,    ed    infine 
EiB)A=E(D)C,^evchè  [251] 
angoli  alterni,  fatti  dalle  parallele 
AB,  CD  con  la  retta  BD.  I  due 
triangoli  hanno  adunque  un  lato  e  due  angoli  simi!- 
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mente  disposti  rispettivamente  uguali,  epperò  [154] 
è  anche  AE  ^  EC  e.  BE  =  ED. 

Disianza  di  due  rette  parallele. 

49«.  Tettr.  >Se  due  rette  xono  parallele,  i punti  di 
ciascuna  distano  egualmente  dall'altra  retta. 

Bini.  Siano  due  rette  parallele  AB,  CD.  Dico 
che  le  perpendicolari,  calate  dai  punti  dell'una  retta 
sull'altra,  sono  eguali  tra  loro. 

Presi  sulla  A  B  due  punti  H,  K  ad  arbitrio,  si 
tirino  da  essi  le  HM,  KN  perpendicolarmente  alla 
CD.   Poiché    due    perpen- 
dicolari a  una  stessa  retta        _à 

sono   [245]   parallele,  HM 
è  parallela  a  KN.  Così,  es- 
sendo paralleli  per  ipotesi        ~ — 
anche  ì  lati  H  K,  MN,  il 
quadrangolo  HKN M  è   un   rombo,  epperò  è  [2G8] 
HM  =  KN. 

Similmente,  se  M  ed  A"  sono  due  punti  presi  ad 
arbitrio  sulla  CD,  ed  MH,  NK  sono  le  perpendico- 
lari calate  dai  due  punti  sull'altra  retta,  si  prova  che 
è  M 11^  NK.  Resta  adunque  dimostrato  che,  se  ecc. 

3*9.  Osa.  Sappiamo  che,  se  due  rette  sono  paral- 
lele, e  una  terza  retta  è  perpendicolare  ad  una,  essa 
è  [254]  perpendicolare  anche  all'altra.  Pertanto,  se 
AB  e  C D  sono  due  rette  paralle- 
le, ed  HK  è  la  perpendicolare  ca- 
lata  dal   punto   H  sulla  CD,  la 
HK  si  può  anche  riguardare  come 
la  perpendicolare  calata  dal  punto 
K  sulla  A  B.  Epperò  il  segmento 
^X' rappresenta  nel  tempo  stesso  [27(ìj  la  distai 
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dei  punti  della  AB  dalla  retta  CD,  e  la  distanza  dei 
punti  della  CD  dalla  retta  A  B. 

«*8.  Il  segmento  di  una  retta  perpendicolare  a 
due  parallele,  compreso  tra  le  parallele,  si  dice  disfama 
delle  parallele. 

Zt9.  La  parte  di  piano  limitata  da  due  parallele 
ed  attraversata  da  ogni  segmento  che  ha  le  estremità 
soìle  parallele  si  dice  striscia.  Le  due  parallele  si  di- 
cono i  lati  della  striscia.  La  distanza  tra  i  lati  d'una 
striscia  [278]  si  dice  altezza  (o  larghezza)  della  striscia. 

8§0.  Teor.  Il  luogo  dei  punti  equidistanti  da 
due  rette  parallele  è  una  terza  retta  parallela  alle 
date  e  da  esse  equidistante. 

Uiiii.  Siano  AB,  CD  due  rette  parallele.  Con- 
dotto il  segmento  EF  perpendicolare  ad  entram- 
be [254],  Io  divido  per  metà,  e  per  il  punto  di  mezzo 
H  tiro  HK  parallela  alle  rette  date  [249J.  Si  deve 
provare  che  HKè  il  luogo  dei 
punti  equidistanti  dalle  AB, 

~ CD;   che,   cioè,   ogni   punto 

della  JIK  dista  egualmente 
~c  F       ~~"    ^d"    da  queste  rette,  e  che    ogni 

punto,  che  non  appartenga  alla  II K,  ha  dalle  AB,  CD 
distanze  disuguali. 

Sia  K  un  punto  qualunque  della  II K.  La  distanza 
di  questo  punto  dalla  AB  è  uguale  [^^76]  ad  EH,  eia 
sua  distanza  dalla  CD  è  uguale  ad  II F.  Ma  per  costru- 
zione è  HE  ^  IIF.  Quindi  anche  le  distanze  del 
punto  K  dalle  rette  date  sono  eguali. 

Si  consideri  ora  un  punto  M,  che  non  sia  sulla 
HK,  e  si  tiri  per  M  la  parallela  ad  A  B.  Questa  incon- 
tra [250]  il  segmento  EF  (od  il  prolungamento  dello 
stesso)  altrove  [248]  che  nel  punto  H;  dicasi  A' il 
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punto  d' incontro.  Dappoiché  le  distanze  del  punto  M 
dalle  AB,  CD  sono  [276]  eguali  rispettivamente  ai 
segmenti  EN,  NF,  e  questi  sono  [122]  disuguali,  il 
punto  M  dista  disugualmente  dalle  rette  parallele  da- 
te. Cosi  si  è  provato  che  ecc. 

S8i.  Te«r.  Il  luogo  dei  punti,  che  hanno  da  una 
retta  data  disfame  uguali  a  un  dato  segmento,  è  for- 
mato da  due  rette  parallele  alla  data,  che  stanno  da 
bande  opposte  di  essa,  e  che  hanno  dalla  stessa  di- 
slame uguali  al  dato  segmento. 

nini.  Sia  AB  una  retta  data.  Condotta  una  per- 
pendicolare a  codesta  retta, 
partendo  dal  piede  e  sulla      — 
perpendicolare    stessa ,    si       j^ 
prendano  due  segmenti  CD, 
CE,  uguali   alla    distanza      — 
che  i  punti  del  luogo  devono 
avere  dalla  A  B.  Infine  per  D  e  per  E  si  tirino  le  D  F, 
JJi?  parallele  alla  ^5. 

Intanto  qualunque  punto  preso  su  una  delle  pa- 
rallele, ad  es.  il  punto  K,  ha  veramente  [276]  dalla 
^jS  la  distanza  voluta.  Sia  M  un  punto  qualunque 
che  non  appartenga  alle  DF,  EH,  e  si  tiri  per  Mìa. 
parallela  s.à  AB.  Questa  parallela  incontra  [250]  la 
D  E  m.  \m.  j^uuto  N,  che  non  può  [248]  coincidere 
ne  con  D,  né  con  E.  Così,  perchè  la  distanza  di  M 
dalla  AB  è  [27(3]  uguale  a  C K,  essa  è  maggiore  o 
minore  di  C/>. 

Segmenti  di  trasversali  di  un  fascio  di  paratele. 

8§*.  Se  le  rette  d'un  fascio  di  parallele  sono 
tagliate  da  due  trasversali  [250],  si  dicono  corrispon- 
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denti  due  segmenti  di  queste  se  terminati  a  due  stesse 
parallele. 

S88.  TeoF.  Se  due  segmenti  di  una  trasversale 
di  un  fascio  di  parallele  sono  eguali,  i  segmenti  corri- 
spondenti di  qualsivoglia  altra  trasversale  del  fascia 
stesso  sono  anch'  essi  uguali  tra  loro. 

nim.  Sia  «n  fascio  di  parallele,  e  due  trasver- 
sali che  le  incontrino  [250],  una  nei  punti  .4,  B,  C,  D... 
e  l'altra  rispettivamente  in  E,F,H,K....  E  sia 
AB  =  CD.  Dico  essere  EF  =  HK. 

A    tal  fine   si   tirino   le 
j         \  rette    AM ,    CN    parallela- 

" — jl AT" — ■         mente  adEK,e  quindi  [^49] 

fra  loro. 

Confrontando  i  triangoli 
ABM,  CDN,  troviamo  che 
hanno  AB  ^  CD   per  ipo- 
7        "  ""X     tesi;  eguali  gli  angoli  A  BM, 

CDN,  perchè  corrispon- 
denti [252],  fatti  dalle  parallele  BF,  DK  con  la 
trasversale  AD;  &à  eguali  gli  angoli  in  A  ed  in  C, 
perchè  corrispondenti,  fatti  dalle  parallele  AM,  CN 
con  la  trasversale  A  D.  Per  conseguenza  è  AM"^  CN. 
E  perchè  i  quadrangoli  A  F,  CK  sono  rombi, 
egli  è  [268]  AM  ^  EF  e  CN  =  HK.  V,t  conse- 
guenza è  infine  EF^  HK,  come  à.  d. 

*84.  Osa.  Giova  notare  che,  quando  due  tras- 
versali s'incontrino,  il  punto  di  concorso  tien  vece 
di  una  delle  parallele  del  fascio.  Così,  ad  es.  (  detto 
O  il  punto  di  incontro  delle  trasversali  AD,EK), 
se  fosse OA^BD, si  conchiuderebbe  essere  OE^FK. 
(Volendo  dimostrare  a  parte  questo  caso,  basterebbe 
condurre  per  B  la  parallela  a.àEK,  iìno  ad  incon- 
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trare,  supponiamo  nel  punto  T,  la  DK,  e  poi  consi- 
derare i  triangoli  OAE,  BDT). 

9%&,  Teor.  Se  per  ti  punto  di  mezzo  di  un  lato 
di  un  triangolo  si  conduce  la  parallela  a  un  secondo 
lato,  questa  dimezza  il  terzo  lato. 

Ulni.  Sia  D  il  punto  medio  del  lato  AB  del 
triangolo  ABC,  e  DE  sia  parallela  a  BC .  Dico  f:s~ 
SBmAE  =  EC. 

Infatti,  ove  per   A  si  con-  ^ 

duca  la  parallela  a  BC,  si  ri- 
conosce che  AB  ed  AC  sono 
due  trasversali  di  un  fascio  di 
parallele  ;   epperò,  essendo  : 

AD   =   DB, 
sono  pure  uguali  i  segmenti  AE, 
coiTÌspoudenti  dell'  altra  trasversale. 

«8B.  Teor.  Se  una  retta  dimezza  due  segmenti 
compresi  tra  due  parallele,  essa  è  parallela  a  que- 
ste rette. 

■Hm.  Siano vl5,  CZ»due 
rette  parallele,  ed  AC,  BD 
due  segmenti  qualunque  ter- 
minati sulle  rette  stesse,  ed 
E,  F  ì  loro  punti  di  mezzo. 
Dico  che  la  retta  EF  è  pa- 
rallela alle  ^  B ,  CD. 

Si  tiri  per  F  la  HK  parallela  ad  ^  C  e  siano  //  e 
K  i  puuti  in  cui  essa  incontra  [250]  le  rette  A  B,  CD. 

Confrontando  i  triangoli  BFH,  DFK,  si  vede 
che  hanno  BF^  FD  per  ipotesi  ; 

B{F)H  ^  D(F)K;  ed  F{H)B  =  F{K)D, 
questi  perchè  alterai,  fatti  dalle  parallele  AB,  CD 
con  la  trasversale  HK.  Perciò  [154]  è  anche  HF=.FK. 
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Ora,  poiché  i  due  segmenti  AC,  H K,  come  lati 
opposti  del  rombo  AHKC,  sono  eguali  [268],  ed  am- 
bidue  sono  divisi  per  metà,  è  anche  AE  ^  HF.  E 
perchè,  oltre  che  eguali,  questi  segmenti  sono  anche 
paralleli,  il  quadrangolo  AHFE  è  [274]  un  rombo, 
epperò  le  rette  Ali ,  EF sono  parallele. 

S81.  Ttor,  //  segmento,  che  unisce  i  punfi  di 
mezzo  di  due  lati  di  uh  triangolo,  è  parallelo  al  terzo 
lato  ed  è  uguale  alla  metà  di  codesto  lato. 

Dlni.  Siano  D  ed  E  i  punti  di  mezzo  dei  lati 
^£,  ^6' del  triangolo  ^  se.  Dico  che  il  segmento 
DE  è  parallelo  a.  BC ,  ed  eguale  alla  metà  di  BC. 
j  Se  per  A  si  tira  la  parallela 

a  BC,  si  riconosce  che  D  eà  E 
sono  i  punti  di  mezzo  di  due  seg- 
menti compresi  tra  due  paralle- 
le. Pertanto  [286]  DE  è  parallelo 
"  '  f^     a-BC. 

Per  dimostrare  che  DE  è  uguale  alla  metà  di 
BC,  si  conduca  E F  parallela  ad  AB.  Questa  retta 
EF,  poiché  dimezza  il  lato  AC,  dimezza  [285]  an- 
che il  lato  se  in  F.  D'altra  parte  il  quadrangolo  i>i'' 
è  un  rombo;  quindi  [268]  èDE  =  BF. 

S88.  Probli  Dividere  un  segmento  dato  in  n. 
parti  eguali. 

Btsol.  Sia  -4  S  il  seg- 
mento dato,  e  supponiamo 
si  debba  dividerlo  in  5  parti 


A  tale  intento,  condot- 
to per  A  un  raggio  AC  ad 
arbitrio,  si  prendano  su  questo,  partendo  da  .4  e  con- 
secutivamente, 5  segmenti  AD,  DE HK,  eguali 
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tra  loro,  del  resto  arbitrari.  Poi,  unito  K  con  B,  per  i 
punti  D,  E,  F,  Hsi  conducano  delle  parallele  a  JÌK. 
Da  queste  il  segmento  dato  viene  divìso  [250]  in  5 
parti  eguali. 

lliiM.  Noi  vediamo  infatti  un  fascio  di  parallele 
e  due  trasversali  AB,  AC.  Dacché  i  segmenti  AD, 
DE...  dell'una  sono  eguali,  sono  [283]  eguali  tra 
loro  anche  i  corrispondenti  segmenti  dell'altra.  E 
questi  segmenti  sono  le  parti  domandate  del  seg- 
mento AB. 

Punti  notevoli  di  un  triangolo. 

SS9.  TeoFt  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  trian- 
golo s'incontrano  in  uno  stesso  punto,  che  è  equidi- 
stante dai  lati  (centro  del  cerchio  iscritto). 

nini.  Sia  un  triangolo  ABC .  Si  dimezzino  due 
angoli,  ad  es.  i  due  ABC,  BCA,  e  sia-DiI  punto  d'in- 
contro delle  due  bisettrici.  Si  deve  provare  che  la  bi- 
settrice dell'  angolo  CA  B  passa  per  I>,  e  che  il  punto 
D  è  equidistante  dai  tre  lati  del  triangolo. 

A  tal  fine  sì  unisca  D  con  A,  e  si  ealino  da  D  le 
perpendicolari  sui  lati.  Poiché  il  punto  D  appartiene 
aUa  bisettrice  delI'angoIo^BC,  è  [IG4:]DE^DF. 
E  perchè  il  punto  D  appartiene  alla  bisettrice  del- 
l'angolo BCA,  è  DH  ^  DF.  Per  conseguenza  è 
anche  DE  ^  DH,  e  quindi  il 
punto  D  è  equidistante  dai  lati 
del  triangolo  dato. 

Ora,  confrontando,  i  triangoli 
rettangoli  ADE,  ADII,  trovia- 
mo che  hanno  l'ipotenusa  comune, 
ed  eguali  i  cateti  DE  e  DH.  Ne  segue  [1Ò5]  essere 
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i)(^)^  =  //(^)i>,ossiache.-IZ)  è  Li  bisettrice  [HO] 
dell'angolo  CAB. 

Infine,  se  con  centro  D  e  con  raggio  DE  si  de- 
scrive un  cerchio,  questo  passa  per  i  punti  E,  F  ed 
fi^;  e  in  questi  punti  esso  tocca  [207]  i  Iati  del  trian- 
golo, giacché  ciascuno  dei  lati  è  perpendicolare  ad 
un  raggio  nella  estremità  del  raggio  stesso.  Perei» 
codesto  cerchio  si  dice  iscritto  nel  triangolo. 

390.  Teop.  Gli  assi  dei  lati  di  un  triangolo  pas- 
sano per  uno  stesso  punto,  che.è  equidistante  dai  ver- 
tici del  triangolo  (centro  del  cerchio  circoscritto). 

niui.  Sia  un  triangolo  ABC,  e  D,  E,  F  siano  ì 
punti  di  mezzo  dei  lati.  Si  vuol  dimostrare  che  le 
rette  tirate  per  questi  punti,  e  rispettivamente  per- 
pendicolari ai  lati,  passano  per  uno  stesso  punto,  che 
è  equidistante  dai  vertici  A,  B,C. 

Si  tirino  intanto  due  delle 
perpendicolari,  ad  es,  quelle  per- 
pendicolari ai  lati  BC,  CA.  Que- 
ste rette  s' incontrano  [256]  ;  sia 
H,  il  punto  d'intersezione  e  si 
tirino  i  segmenti  HA,  HB,  IIC, 
HF. 

Ora,  perche  il  punto  H  appartiene  all'asse  del 
segmento  BC,  è  [16:^]  HB  ^  HC.  E  perchè  il  punto 
H  appartiene  all'asse  del  segmento  CA ,  è  HA  ^  HC. 
Per  conseguenza  è  anche  HB  ^  HA,  e  quindi  il 
punto  7/ è  equidistante  dai  vertici  A,  B,  C . 

Ora-,  confrontando  i  triangoh  HFB,  HFA,  tro- 
viamo che  hanno  HF  comune,  HB  ^  HA  per  di- 
mostrazione, ed  AF^  FB  per  ipotesi;  quindi  [151] 
anche  gli  angoli  HFB,  AFH  sono  eguali,  ossia 
FH   è   perpendicolare    alla    AB.    La   retta   FH   è 
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dunque   1'  asse   del  Iato   A  B  ;   epperò  resta  provato 
che  ecc. 

Infine,  se  con  centro  H  e  raggio  HA  si  descrive 
un  cerchio,  questo  passa  per  i  punti  A,  B,  C .  Perciò 
codesto  cerchio  si  dice  circoscritto  al  triangolo  ABC. 

991.  Teor.  Le  perpendicolari,  calate  dai  vertici 
di  WK  triangolo  sui  lati  opposti,  passano  per  uno  stesso 
punto  (  punto  delle  altezze  ). 

Din*.  Sia  un  triangolo  ABC  qualunque,  e  per  i 
vertici  si  tirino  tre  rette  rispettivamente  perpendico- 
lari ai  lati  opposti.  Si  vuol  provare  che  queste  tre 
rette  passano  per  un  medesimo  punto. 

A  tal  fine  per  i  vertici  del  triangolo  si  tirino  tre 
rette  rispettivamente  parallele  ai  lati;  queste  rette, 
incontrandosi  [250]  a  due  a  due,  formano  un  nuovo 
triangolo  HL  K.  E  facile  riconoscere  che  i  vertici  del 
triangolo  dato  sono  rispettivamente  i  punti  di  mezzo 
dei  lati  del  nuovo  triangolo,  Infatti,  il  quadrangolo 
LACBkun  rombo, epperò  [268] 

è  LA  ^  BC.  Cosi,  poiché  anche       l ^\ k 

il   quadrangolo   AKC  B    è    xm        \         / \ 
rombo,  è  AK^  £C.  Per  con-  \f^/ 

seguenza  è  LA  ^  AK.   Simtl-  ^■^_ 

mente  si  prova  che  £  è  iì  punto  \        ,' 

medio  del  lato  LH,  e  C'il  punto  \,' 

medio  di  HK.  ^^ 

Sappiamo  [254]  poi  che,  se  due  rette  sono  paral- 
lele, e  una  terza  retta  è  perpendicolare  ad  una  di 
esse,  essa  è  perpendicolare  anche  all'altra.  Cosi  la 
A  D,  perchè  perpendicolare  a,  BC,  è  perpendicolare 
alla  LK.  Per  la  stessa  ragione  la  retta  BE  è  per- 
pendicolare alla  i/f,  e  la  CFalla  HK. 

Avendo  provato  in  tal  modo  che  le  tre  altezze  del 
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triangolo  dato  sono  perpendicolari  rispettivamente  ai 
lati  di  uno  stesso  triangolo  nei  punti  di  mezzo,  ab- 
biamo anclie  provato  [290]  che  esse  s' incontrano  in 
nn  medesimo  punto. 

asa.  TeoF.  Le  tre  mediane  di  un  triangolo  pas' 
sano  pei'  uno  stesso  punto  (centro  di  gravità  del  trian- 
golo) ;  e  da  codesto  punto  ciascuna  mediana  è  divisa 
in  due  parti  in  modo  che  quella  parte,  che  ha  un  ter- 
mine nel  vertice  del  triangolo,  è  doppia  dell'altra. 

Vlsn.  Sia  il  triangolo  ABC,  e  D  &à  E  siano  i 
punti  di  mezzo  dei  lati  AB,  AC.  Condotte  le  due  me- 
diane B  E,  CD,  chiamiamo  F  il  loro  punto  d' incon- 
tro. Dimostreremo  intanto  che  BF  è  doppio  di  FÉ, 
e  CF  doppio  di  FD. 

A  tale  intento  si  tiri  X*  E,  e,  dimezzati  i  segmenti 
BF,  CFnei  punti  H,  K,  si  tiri  HK. 

Ora,  dappoiché  il  segmento   DE   nel  triangolo 

ABC  unisce   i   punti  di  mezzo  dei  lati  AB,  AC, 

esso  [287]  è  parallelo  al  terzo  lato  BC,  ed  eguale  alla 

metà  dì  codesto  Iato.  Per  la  ragione  stessa  il  segmento 

7/^ nel  triangolo  FBC  è  parallelo  &  BC,  ed  eguale 

^  alla  metà  dì  BC.  I  due  segmenti 

A,  DE,  HK,  essendo  uguali  ambidue 

/     \  alla  metà  di   SC  ed  ambidue  pa- 

JJfe^— -Aa  ralleli  &  BC,  sono  eguali  e  paral- 

/  ''/^^^J'^X         ^^^^  [249]  tra  loro.  Pertanto  il  qua- 

iy^"~Kr\^      drangolo  DEKR  è  [274]  un  rom- 

B  e      ibo,  epperò  [27ò]  è  HF  =  FÉ,  e 

KF  ^  FD.  Ne  segue  essere  BF  doppio  di  FÉ,  e 

CFdoppiodi -FD. 

Così  si  è  dimostrato  che  due  mediane  qualisivo- 
gliano  si  segano  appunto  come  esprime  il  teorema; 
ma  resta  da  provare  che  tutte  e  tre  le  mediane  pas- 
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sano  per  lo  stesso  punto.  Supponiamo  perciò  di  tirare 
la  terza  mediana.  Questa  ed  una  delle  altre  due,  pren- 
diamo la  B  E,  si  segano  in  un  punto,  che  diremo  0,  in 
modo  che  BO  &  doppio  di  OE.  Questo  punto  0  non 
è  dunque  altro  che  il  punto  F. 

Esercizi. 

301.  Se  gli  angoli  opposti  di  un  quadrangolo  sono  eguali,  il 
ijìiadrangolo  è  un  rombo. 

302.  In  ogni  rombo  obliq^uangolo  la  diagonale  opposta  agli  an- 
goli ottusi  è  maggiore  dell'altra. 

303.  Se  due  rombi  obliquangoli  ìianuo  i  Iati  rispettivamente 
uguali,  e  la  diagonale  maggiore  dall'uno  è  maggiore  della 
diagonale  maggiore  del  secondo,  l'altra  diagonale  del 
primo  rombo  è  minore  dell'altra  diagonale  del  secondo. 

304.  Le  tangenti  ad  un  cerchio,  tirate  per  le  estremità  di  due 
diametri,  formano  una  losanga. 

305.  Se  in  un  rombo  si  tirano  due  corde  per  il  punto  d'incontro 
delle  diagonali,  e  si  uniscono  le  estremità  di  q^ueste  due 
corde,  si  ottiene  un  rombo. 

306.  Se  si  uniscono  due  punti,  presi  sopra  una  diagonale  di  un 
rombo  ad  eguale  distanza  dai  termini  della  diagonale 
stessa,  con  le  estremità  dell'  altra  diagonale,  si  ottiene  un 
rom.bo. 

307.  Se  sui  lati  di  un  rombo  si  prendono,  partendo  dai  vertici, 
dei  segmenti  eguali,  si  ottengono  punti,  che  sono  vertici 
di  un  rombo.  Le  diagonali  dei  due  rombi  passano  per  uno 

308.  I  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  quadrangolo  sono  i  vertici 
di  un  rombo.  Se  anche  il  primo  quadrangolo  è  un  rombo, 
le  diagonali  dei  due  rombi  passano  per  un  medesimo 
punto 

309.  L  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  rettangolo  sono  i  vertici  di 
una  losanga.  E  reciprocamente,  i  punti  di  mezzo  dei  lati  di 
una  losanga  sono  i  vertici  di  un  rettangolo. 

310.  Se  sui  cateti  di  nn  triangolo  rettangolo  si  costruiscono, 
esternamente  al  triangolo,  due  quadrati,  e  si  tirano  in 
questi  le  diagonali  ohe  terminano  al  vertice  dell'angolo 
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retto,  qneate  diagonali  sono  per  diritto.  Le  altre  dne  sono 
parallele  alla  bisettrice  dell'angolo  retto  del  triangolo 

311.  Col  mezzo  del  solo  compasso  divìdere  per  metà  uh  dato 
segmento.  (Si  costruisca  il  triangolo  isoscele,  die  ha  per 
base  il  dato  segmento,  e  i  lati  eguali  doppi  [2 1 5]  di  code- 
sto segmento.  Si  dimezzino  [il31  i  doe  lati  eguali,  e  si  co- 
struisca il  punto  che  è  simmetrico  al  vertice  rispetto  alla 
retta  che  passa  per  il  pnnto  di  mezzo  dei  lati). 

312.  Dati  tre  punti  A,  B,  C,  trovare  col  solo  compasso  il  piede 
della  perpendicolare  calata  da  A  sulla  retta  lìC.  (Si 
costruirà  prima  il  punto  simmetrico  ad  A  rispetto  alla 
BC.  [3Ì\]). 

313.  Se  per  una  estreinità  e  per  il  punto  di  mezzo  di  un  seg- 
mento, da  una  stessa  banda  di  questo,  si  tirano  due  seg- 
menti paralleli  e  tali  che  il  primo  sia  doppio  del  secondo, 
le  estremità  di  questi  segmenti  e  l'altra  estremità  del  seg- 
mento dato  sono  in  linea  retta. 

314.  Se  dalle  estremità  e  dal  putito  di  mezzo  di  un  segmento  si 
tirano  tre  segmenti  paraUeli  e  terminati  a  una  retta  qual- 
sivoglia, il  segmento  intermedio  è  uguale  alla  semisomma 
degli  altri  due. 

315.  In  «11  trapezio  (*)  i  punti  di  mezzo  dei  lati  non  paralleli,  e 
i  punti  di  mezzo  delle  diagonali  soao  in  lìnea  retta. 

316.  Il  segmento,  che  unisce  i  punti  di  mezzo  deilati  non  paral- 
leli di  uu  trapezio,  è  uguale  alla  semisomma,  e  quello, 
che  unisce  i  punti  di  mezzo  delle  diagonali,  è  uguale  alla 
semidilferenza  dei  lati  paralleli. 

317.  La  somma  di  due  corde  di  un  triangolo  isoscele,  tirate  da 
un  punto  della  base  parallelamente  ai  lati,  è  ugnale  a  un 
lato  del  triangolo. 

318.  La  somma  di  tre  corde  di  un  triangolo  equilatero,  con- 
dotte parallelamente  ai  lati  e  x)er  uno  stesso  punto  preso 
nell'interno  del  triangolo,  ò  uguale  al  doppio  del  lato. 

319.  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  rombo,  incontrandosi,  for- 
mano un  quadrato,  una  cui  diagonale  è  parallela  a  due  lati 
del  rombo  dato  ed  eguale  alla  differenza  di  due  lati  con- 
secutivi del  rombo  stesso. 

(•;  Si  dioofrapeijounqiiodrangolo 
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320.  I  piedi  delle  perpeDdicolari,  calate  sopra  una  secante  di 
qh  cerchio  dalle  estremità  dì  un  diametro,  hanno  dai  punti, 
nei  quali  la  secante  incontra  il  cerchio,  distanze  rispetti- 
vamente uguali. 

321.  Se  si  prendono  due  panti  sui  prolungamenti  delle  diago- 
nali di  nna  losanga,  e  per  ciascuno  si  tirano  due  rette  che 
passino  per  i  termini  dell'altra  diagonale,  si  ottiene  iin 
quadrangolo,  nel  quale  la  somma  di  due  angoli  opposti  è 
uguale  a  due  retti. 

322.  Il  diametro  del  cerchio  iscritto  in  nn  triangolo  rettangolo  è 
nguale  alla  differenza  tra  la  somma  dei  catetiel'  ipotenusa. 

323.  ABGD  è  un  rombo.  Condotta  per  y1  una  retta  ad  arbitrio, 
ai  mostri  che  la  distanza  di  Cda  questa  retta  è  uguale  alla 
aorama  o  alla  differenza  delle  distanze  di  S  e  i?  dalla  retta 

324.  Se  due  cerchi  si  tagliano,  e  per  i  punti  d'intersezione  si 
conducono  due  rette  parallele,  i  segmenti  di  queste  com- 
presi tra  i  cerchi  sono  eguali.  [187], 

325.  I  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  triangolo  e  uno  dei  piedi 
delle  altezze  sono  i  vertici  di  nn  trapezio  isoscele, 

326.  Il  cerchio,  che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un 
triangolo,  passa  anche  per  i  piedi  delle  altezze.  '^325]. 

327.  Se  si  unisce  un  punto  qualsivoglia  coi  vertici  di  un  rombo, 
ei  punti  dimezzo  di  questi  segmenti  si  uniscono  col  punto 
d'incontro  delle  diagonali,  la  somma  dei  primi  quattro 
segmenti  è  doppia  di  quella  degli  altri  quattro. 

328.  Se  due  vertici  opposti  di  un  rombo  si  uniscono  coi  punti 
di  mezzo  di  due  lati  opposti,  la  diagonale  degli  altri  due 
vertici  resta  divisa  in  tre  parti  eguali. 

329.  Se  un  lato  di  un  rombo  è  diviso  in  m  parti  eguali,  e  si 
unisce  il  punto  di  divisione,  che  è  prossimo  ad  un  vertice, 
col  vertice  successivo,  il  segmento  della  diagonale,  com- 
preso tra  il  primo  verti  ce  e  la  retta  tirata,  è  la  (m-|- 1),  esi- 
■ma  parte  dell'intera  diagonale. 

330.  Se  due  trapezi  hanno  i  lati  rispettivamente  ngtiali,  essi 
sono  eguali,  (  Per  ima  estremità  di  una  delle  basi  si  tiri  la 
parallela  a  uno  dei  lati  concorrenti.  Ecc.). 

331.  Se  da  punti  di  un  cerchio  si  conducono  dei  s 
eguali  e  paralleli,  le  estremità  di  questi  segmenti  i 
vano  aopra  un  cerchio  eguale  al  dato. 
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332.  La  somma  geometrica  di  più  segroenti  è  indipendente  dal- 
l' ordine  in  cui  sì  sueseguono  gli  addendi.  (Per  trovare  la 
somma  geometrica  di  più  segmenti  dati,  bisogna  tirare 
tanti  segmenti  consecutivi,  rispettivameute  uguali,  paral- 
leli, ed  egualmente  diretti  cte  i  segmenti  dati.  Il  seg- 
mento, che  unisce  gli  estremi  della  spezzata  è  la  somma 
geometrica). 

333.  In  un  triangolo  equilatero  il  raggio  del  cerchio  circo- 
scritto è  doppio  del  raggio  del  cerchio  iscritto. 

334.  La  somma  deUe  perpendicolari,  calate  sui  lati  di  un  trian- 
golo isoscele  da  un  punto  della  base,  È  costante.  So  il  punto 
è  preso  sul  prolungamento  della  base,  allora  è  costante  la. 
differenza. 

335.  La  somma  delle  distanze  dai  lati  di  un  triangolo  equila- 
tero di  un  punto,  preso  nell'interno  del  triangolo,  è  co- 
stante. (E  uguale  all'altezza  del  triangolo). 

336.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  le  altezze  rispettivamente 
uguali,  essi  sono  eguali. 

337.  He  la  distanza  dei  lati  paralleli  di  un  trapezio  isoscele  è 
uguale  alla  semisomma  dei  lati  paralleli,  il  quadrangolo, 
che  ha  i  vertici  nei  punti  di  mezzo  dei  lati  del  trapezio,  è 

338.  Se  due  poligoni  eguali  hanno  due  lati  corrispondenti  pa- 
ralleli, le  rette  che  passano  per  i  vertici  degli  angoli  eguali, 
o  sono  parallele,  o  passano  per  uno  stesso  punto. 

339.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta,  che  abbia  eguali  di- 
stanze da  due  altri  punti  dati. 

340.  Tirare  una  retta  che  sìa  equidistante  da  due  punti  dati,  ed 
abbia  data  distanza  da  un  terzo  punto  dato. 

34 1.  Da  im  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  la  som- 
ma o  la  differenza  dei  segmenti,  compresi  tra  quel  punto 
e  ciascuna  di  due  parallele  date,  sia  eguale  a  un  seg- 
mento dato. 

342.  Per  un  punto  dato  condurre  uaa  retta  in  modo  che  i  seg- 
menti di  essa,  compresi  in  dne  strisele  date,  siano  eguali. 

343.  Condurre  per  un  punto  dato  la  secante  di  un  cerchio  in 
modo  che  la  somma  delle  distanze  dei  punti  d'intersezione 
da  una  retta  data  sia  eguale  a  dato  segmento.  (Si  deter- 
mini il  punto  medio  della  corda.  [SiB]). 

344.  Per  un  punto  dato  fuori  di  un  cerchio  condurre  una  se- 
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caute  in  modo  che  la  parte  esterna  sia  eguale  alla  parte 
interna.  (  Si  unisca  il  punto  col  centro,  e  si  dimezzi  questo 
segmento.  [258]). 

345.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  toccano 
una  retta  data. 

346.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  da  una 
retta  data  tagliano  via  un  dato  segmento. 

347.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  dei  segmenti  tirati  da  un  punto 
dato  a  una  retta  data,  oppure  a  un  cerchio  dato. 

348.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  dei  segmenti  compresi  tra  due 
date  rette  parallele. 

349.  Luogo  dei  punti  tali  che  la  somma  o  la  differenza  delle 
loro  distanze  da  due  rette  date  è  uguale  a  un  segmento 
dato.  [334]. 

350.  Luogo  dei  punti  da  cui,  tirando  a  una  retta  data  un  seg- 
mento sotto  angolo  dato,  si  ottiene  un  segmento  eguale 

351.  Tirare  un  segmento  in  modo  che  abbia  le  estremità  sopra 
due  rette  date,  sia  parallelo  a  una  terza  retta  data,  e  sia 
eguale  a  un  dato  segmento. 

352.  Tirare  in  un  angolo  dato  una  corda,  che  sia  eguale  a  un 
segmento  dato,  e  formi  eoa  uno  dei  lati  angolo  dato. 

353.  Costruire  un  trapezio,  dati  i  lati  paralleli  e  gli  angoli  che 
uno  di  essi  forma  con  gli  altri  dne  lati. 

354.  Trovare  un  punto  che  abbia  da  due  rette,  che  si  tagliano, 
distanze  rispettivamente  uguali  a  due  segmenti  dati, 

355.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  una  retta 
data  ed  abbia  il  centro  aopra  una  retta  data,  o  sopra  un 
cerchio  dato. 

356.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  i  lati  di 
un  angolo  dato. 

357.  Descrivere  un  cercliio  di  dato  raggio,  che  passi  per  un 
punto  dato,  e  tocchi  una  retta  data, 

358.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date,  ed  abbia 
il  centro  sopra  una  retta  data, 

359.  Descrivere  un  cerchio,  che  abbia  il  centro  sopra  una  retta 
o  aopra  un  cerchio  dato,  e  che  abbia  date  distanze  da  due 
rette  date. 

360.  Date  due  parallele  e  un  punto  tra  esse,  descrivere  un  cer- 
chio che  passi  per  il  punto  dato,  tocchi  una  delle  rette 
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date,  e  tagli  dall'altra   un  segmer.to    eguale  a   un  seg- 
mento dato. 

361.  Descriverà  un  cerchio,  ohe  abbia  un  dato  raggio,  e  che  tagli 

da  due  rette  date  due  segmenti  eguali  a  due  segmenti  dati. 

362.  Descrivere  con  raggi  dati  due  cerchi  tangenti  tra  loro  e 
tangenti  a  una  stessa  retta  data,  essendo  dato  oltre  a  ciò 
un  punto  per  il  quale  deve  passare  «no  dei  cerchi. 

363.  Condurre  nna  tangente  comune  a  dee  cerchi  dati,  (Con- 
centrici col  maggior  cerchio,  si  descrivanodue cerchi, i  coi 
raggi  siano  rispettivamente  la  somma  e  la  differenza  dei 
raggi  dei  cerchi  dati.  Poi  [211]..  ). 

364.  Tirare  in  un  cerchio  dato  nna  corda  in  modo  che  sia 
eguale  a  un  segmento  dato,  e  che  ahbia  data  distanza  da 
un  punto  dato. 

365.  Condurre  nna  retta  in  modo  che  i  segmenti  di  essa,  com- 
presi in  due  dati  cerchi,  siano  egnali  rispettivamente  a 
due  segmenti  dati.  [363], 

366.  Costruire  un  triangolo  equilatero,  che  abbia  un  vertice  in 
un  vertice  di  un  quadrato  dato,  e  gli  altri  due  vertici  sui 
lati  del  quadrato  stesso. 

367.  Costruire  un  triangolo,  dati  a,h  ^eàm  a  ■ 

388.  Costruireuntriangolo,  dato unangolo,  un  lato,  onn'altezza. 

369.  Costruire  un  triangolo,  dati  S,  ft  n  ed  ft  b  . 

370.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  un  Iato,  e  il  raggio 
del  cerchio  iscritto.  [211]. 

371.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  la  sua  bi.^ettrice, 

ed  un' altezza.  [211]. 

372.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  punti  di  mezKO  dì  due  lati  a 
il  piede  di  una  delle  altezze. 

373.  Costruire  un  triangolo,  conoscendo  un  angolo,  l' alteaza 
corrispondente,  e  il  raggio  del  cerchio  iaoritto.  [363]. 

374.  Costruire  un  triangolo,  dati  .d ,  fi.  &  ,  e  il  perimetro. 

375.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  date  le  altezze.  (Che 
distanza  ha  dal  lato  il  punto  di  mezzo  della  base?). 

376.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  uno  degli  angoli  e  la 
somma  delle  altezze.  (Sulla  bisettrice  dell'angolo  al  ver- 
tice si  prenda  un  segmento  ^uale  alla  somma  data.  Si  tiri 
la  perpendicolare  alla  hieettrice,  poi  si  dimezzi  V  angolo 
alla  base  del  triangolo  risultante.  Ecc.  ). 

377.  Costruire  un  triangolo,  dati  e,  m  a  ed  m  j, .  [292J. 
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378.  Costruire  un  triangolo,  datele  tre  mediane.  (Segnate  in 
un  triangolo  le  mediane,  se  ne  prolunghi  una  di  un  suo 
terzo,  di  là  dal  lato,  e  si  unisca  l' estremità  coi  termini  del 
lato  stesso.  Si  ottiene  un  rombo  che  si  può  costruire). 

379.  Dividere  un  segmento  in  tre  parti  eguali,  e  ciò  con  una 
costruzione  suggerita  dal  teorema  delle  mediane. 

380.  Per  un  punto,  situato  tra  i  lati  di  un  angolo,  tirare  una 
corda  dell'angolo  in  modo  che  il  punto  dato  la  divida  in 
due  parti  che  siano  una  doppia  dell'altra.  [292]. 

3SI.  Costruire  un  trapezio,  dati  i  lati  paralleli  e  le  diagonali. 
(Per  una  delle  estremità  di  una  diagonale,  si  tiri  la  paral- 
lela all'altra..,  J. 

382.  Per  uno  di  tre  punti  dati  condurre  nna  retta  in  modo  che 
i  segmenti  della  stessa,  compresi  tra  il  punto  per  il  quale 
è  condotta  e  i  piedi  delle  perpendicolari  calate  sulla  retta 
dagli  altri  due  punti,  siano  egnaìi.  (La  retta  è  perpendi- 
colare al  segmento  ohe  unisce  il  punto,  per  il  quale  essa 
deve  passare,  col  punto  di  mezzo  del  segmento  degli  altri 
due  punti  ). 

383.  Tirare  per  il  punto  d' intersezione  di  due  cerchi  una  retta 
in  guisa  che  il  segmento  della  stessa,  compreso  tra  i 
cerchi,  sia  dimezzato  dal  punto  d'intersezione.  (Si  u- 
nirà  questo  punto  con  quello  di  mezzo  del  segmento  dei 
centri). 

384.  Da  un  punto,  preso  fuori  di  un  angolo,  condurre  ad  uno 
dei  lati  un  segmento  in  modo  che  sìa  diviso  per  metà  dal- 
l'altro  lato.  [275]. 

385.  Tirare  una  retta  in  modo  che  sia  parallela  a  una  retta 
data,  e  che  il  segmento  di  essa  compreso  tra  due  cerchi 
dati  eia  eguale  a  Ks  segmento  dato.  [331]. 

386.  Trovare  sopra  un  lato  di  un  triangolo  quel  punto,  le  cui 
distanze  dagli  altri  due  lati  danno  la  più  piccola  somma. 

387.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  piedi  di  due  altezze,  e  la 
retta  su  cui  giac e  il  lato  relativo  alla  terza  altezza,  (Si 
determini  il  punto  della  retta,  che  è  equidistante  dai  punti 
dati.  Codesto  punto  è  il  punto  di  mezzo  del  lato,  la  cui 
metà  è  uguale  alla  distanza  del  punto  trovato  dai  due 
punti  dati.  [210]  ), 

388.  Se  una  retta  è  parallela  alla  linea  dei  centri  di  due  cerchi 
eguali,  e  taglia  i  cerchi,  il  segmento,  composto  con  due 
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conseoutiyi  di  quei  tre  segnati  dai  cerchi  sulla  retta,  è 
uguale  alia  distanza  dei  centri. 

389.  Se  due  cerchi  si  tagliano,  il  maggior  segmento,  ohe  si 
possa  tirare  per  il  punto  d'intersezione  fino  ai  cerchi,  è 
qaello  che  è  parallelo  alla  linea  dei  centri, 

390.  La  distanza  tra  due  dei  quattro  punti  in  cui  la  retta,  che 
passa  per  due  vertici  di  un  triangolo,  è  toccata  dal  cerchio 
iscritto  e  dagli  ex-iscritti,  è  uguale  a  uno  degli  altri  due 
Iati,  o  alla  loro  somma,  o  alla  loro  differenza. 

39(.  Unendo  a  due  a  due  i  vertici  di  due  triangoli,  e  poi  a  due  a 
due  i  punti  di  mezzo  dei  tre  segmenti,  si  ottiene  un  trian- 
golo il  cui  centro  di  gravità  è  nel  punto  di  mezzo  del  seg- 
mento che  unisce  i  centri  di  gravità  dei  due  triangoli  dati. 

392.  Da  un  punto  A,  preso  ad  arbitrio  sopra  un  lato  di  un  an- 
golo acuto,  si  cali  la  perpendicolare  AB  sull'  altro  lato.  Da. 
Ssi  tirila  BCperpendicolare  al  primo  lato  ;  quindi  da  Cia 
perpendicolare  sull'altro  lato,  e  cosi  via  indefinitamente. 
Costruire  la  somma  di  tutte  queste  perpendicolari.  (  Si  co- 
struisce separatamente  la  somma  di  quelle  che  sono  per- 
pendicolari ad  un  lato,  e  la  somma  delle  altre). 

393.  In  ogni  quadrangolo  il  punto  d'incontro  delle  rette,  che 
passano  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  opposti,  è  il  punto  di 
mezzo  del  segmento,  che  unisce  i  punti  di  mezzo  delle 
diagonali. 

394.  In  un  triangolo  a  lato  maggiore  corrisponde  bisettrice 

395.  Trovare  sopra  un  cerchio  un  punto  tale  che  la  somma, 
o  la  differenza  delle  sue  distanze  da  due  rette  date  sia 
eguale  ad  un  segmento  dato.  |349]. 

396.  Trovare  sopra  un  dato  cerchio  quel  punto,  per  il  quale  la 
somma  delle  sue  distanze  da  due  rette  date  è  la  più  pìc- 
cola possibile.  [349]. 

397.  Unire  due  punti,  situati  da  hande  opposte  di  una  striscia 
data,  con  una  spezzata,  che  abbia  i  vertici  sulle  parallele, 
che  abbia  il  lato,  compreso  da  queste,  parallelo  a  retta 
data,  e  che  sia  la  più  piccola  possibile.  (Per  uno  dei  punti 
si  tira  un  segmento  eguale  e  parallelo  al  lato  intermedio 
della  spezzata,  e  ai  unisce  T  estremità,  di  questo  segmento 
con  l' altro  punto  dato  ). 

398.  Costruire  un  quadrangolo,  conoscendo  i  lati  e  la  corda 
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che  unisce  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  opposti.  (  Si  costrui- 
sce dapprima  il  rombo,  di  cui  la  corda  suddetta  e  il  seg- 
mento, che  UQÌsce  i  punti  medi  delle  diagonali,  sono  le 
diagonali.  Poi  si  può  costruireilrombo,  di  cui  l'ultimo  seg- 
mento e  quello,  che  unisce  i  punti  di  mezzo  degli  altri  due 
Iati  del  quadrangolo  domandato,  sono  le  diagonali.  Ecc.), 

399.  In  qualunque  triangolo  i  punti  di  m.ezzo  dei  lati,  i  piedi 
delle  altezze  e  i  punti  di  mezzo  di  quei  segmenti  delle 
altezze,  che  sono  compresi  tra  il  punto  delle  altezze  e  i 
vertici  del  triangolo,  giacciono  aopra  ano  stesso  cerchio. 
(Si  osservi  che  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  e  quelli  dei  seg- 
menti delle  altezze  relative  sono  [287]  i  vertici  di  un  ret- 
tangolo. In  ogni  rettangolo  poi  le  diagonali  sono  eguali). 

400.  Qualsivoglia  segmento,  che,  passando  per  il  ponto  di  mez- 
zo della  base  di  nn  triangolo  isoscele,  termini  ad  nn  lato 
e  sul  prolungamento  dell'  altro,  è  maggiore  della  base  del 
triangolo  dato. 
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CAPITOLO  VII 
ANGOLI  NEL  CERCHIO 


■093.  Def.  Diremo  angolo  al  cerchio  qualunque 
angolo  che  sia  compreso  tra  due  corde  d'un  cerchio 
aventi  una  estremità  in  comune,  e  cosi  chiameremo 
anche  un  angolo  che  sia  compreso  da  una  corda  e 
dalla  tangente  tirata  per  una  estremità  della  corda. 
Un  angolo  al  cerchio  comprende  tra  suoi  lati  un  arco 
del  cerchio  ;  si  dice  che  insiste  su  questo  arco  e  che  è 
iscritto  nel  rimanente  arco  del  cerchio. 

294,  TeoF.  Qualunque  angolo  al  cerchio  è  metà 
dell'angolo  al  centro  che  comprende  lo  stesso  arco. 

Dlni.  Sia  0  il  centro  del  cerchio  e  Fun  punto 
di  esso.  Da  Fsi  tirino  il  diametro  VA,  due  corde  VB, 
V  C  che  siano  da  una  stessa  banda  del  diametro,  una 
corda  V  D  dall'altra  banda,  e  infine  la  tangente  VT. 
Così  si  ottengono  tutti  i  casi  che  si  devono  contem- 
plare nella  dimostrazione. 

Ciascuno  degli  angoli  EVA,  BVB,  CVB  è 
formato  da  due  corde,  e  il  centro  cade  rispettiva- 
mente sopra  un  lato,  fra  i  lati 
e  fuori  dell'angolo.  GHi  archi 
compresi  sono  rispettivamente 
gli  archi  BA,  BD,  C  B. 

Ciascuno  degli  angoli  TV  A, 
TVD,  TVC,  è  formato  da  una 
corda  e  da  una  tangente,  e  il 
centro  cade  rispettivamente  so- 
pra un  lato,  fra  i  lati  e  fuori  dell'angolo.  Grli  archi 
compresi  sono  rispettivamente  gli  archi  TA,  TD,  TC. 
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Si  tirino  i  raggi  OB,  OC,  OD.  Proveremo  che 
ciascuno  de' sei  angoli  mentovati  è  metà  dell'angolo 
al  centro  che  comprende  lo  stesso  arco. 

1".  Nel  triangolo  VOJB,  essendo  OV  =  OB,  gli 
angoli  OBV,  BVO  sono  eguali;  e  perchè  la  loro 
somma  è  uguale  [257]  all'angolo  estemo  BOA,  uno 
di  essi,  quale  è  l'angolo  B  VO,  ossia  l'angolo  B  VA,  è 
metà  dell'angolo  BOA. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  C{V}  A  è 
met.àdiC(0)^,  e  che  A{V)D  è  metà  di  A{0)D. 

2".  Essendo  B(V)A  metà  di  B{0)A  e  A(V)D 
metà  di  A(0)D,  anche  _B(F)/I  è  metà  di  B(0)D. 

3°.  Essendo  C(V)A  metà  di  C{0)A,  e  B(V)A 
(parte  del  primo)  metà  di  B(0)A  (parte  del  secon- 
do), anche  C{V)B,  che  è  la  parte  rimanente  del  pri- 
mo, è  metà  di  C{0)B,  che  e  la  rimanente  parte  del 
secondo. 

4**.  Poiché  il  raggio  tirato  al  punto  di  contatto  è 
perpendicolare  [209]  alla  tangente,  l'angolo  TV  A  è 
retto.  L'angolo  al  centro,  che  comprende  lo  stesso 
arco,  è  l'angolo  piatto  VOA.  È  dunque  T{V)A  metà 
di  V{0)A. 

5".  Essendo  T{V)A  metà  di  V{0)A  e  A{V)D 
metà  di  .4 ( 0 ) -D,  anche  T{V)D  è  metà  dell'angolo 
concavo  V{0)D. 

6°.  Essendo  ^(F)^  metà  di  V{0)A,  eC{V)A 
(parte  del  primo)  metà  di  C(0)  .4  (parte  del  secondo), 
anche  T(V)  C,  che  è  la  parte  rimanente  del  primo,  e 
metà  dì  V{0)C,  che  la  rimanente  parte  del  secondo. 

Z9&.  Cor,  I".  Tutti  gli  angoli  iscritti  in  uno 
stesso  arco  sono  eguali. 

Infatti  ciascuno  è  metà  dell'angolo  al  centro  che 
comprende  il  rimanente  arco  del  cerchio. 
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396.  Cor.  S°.  Secondo  che  un  arco  è  t 

uguale  o  maggiore  di  mezzo  cerchio,  l'angolo  iscritto 
è  ottuso,  retto,  od  acuto. 

Infatti,  il  rimanente  arco  è  rispettivamente  mag- 
giore, uguale  o  minore  di  mezzo  cerchio,  epperò  l'an- 
golo al  centro,  che  comprende  lo  stesso  arco,  è  ri- 
spettivamente concavo,  piatto  o  convesso.  E  la  metà 
d'un  angolo  così  fatto  è  un  angolo  rispettivamente 
ottuso,  retto  od  acuto. 

291.  Cor.  a".  Secondo  che  un  angolo  iscritto  è 
acuto,  retto  od  ottuso,  l'arco  compreso  è  minore,  uguale 
0  maggiore  di  mezzo  cerchio.  [296], 

89§.  Cor.  4".  In  uno  stesso  cerchio,  o  in  cerchi 
eguali,  se  due  angoli  iscritti  sono  eguali,  gli  archi 
compresi  sono  eguali. 

Infatti  gli  angoli  al  centro,  che  comprendono  gli 
stessi  archi,  perchè  doppi  [294]  di  angoli  eguali,  sono 
eguali.  E  si  sa  che  angoli  al  centro  eguali  compren- 
dono archi  eguali.  [196]. 

299.  Cor.  s".  In  uno  stesso  cerchio,  o  in  cerchi 
eguali,  due  angoli  al  cerchio,  che  insistono  su  archi 
eguali,  sono  eguali. 

Infatti,  gli  angoli  al  centro,  che  insistono  sugli 
stessi  archi,  sono  eguali  [200],  e  quindi  sono  eguali 
anche  i  due  angoli  al  cerchio.  [294]. 

avo.  Cor.  O".  In  ogni  qua- 
drangolo iscritto  in  un  cerchio  gli 
angoli  opposti  sorto  supplementari. 
Infatti  gli  archi  compresi  da 
due  angoli  opposti  del  quadran- 
golo formano  l'intero  cerchio. 
Quindi  gli  angoli  al  centro,  che 
comprendono  gli  stessi  archi,  danno  una  somma  e- 
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gaale  a  quattro  retti  [127],  e  per  coiiseguenaa  [294] 
i  due  angoli  del  quadrangolo  danno  una  somma  eguale 
a  due  retti, 

SOI.  Teor.  Tutti  i  triangoli,  che  hanno  un  lato 
comune,  che  cadono  da  una  sfessa  banda  del  lato  comune 
ed  /tanno  eguale  l'angolo  opposto  a  questo  lato,  hanno 
i.loro  vertici  sopra  uno  stesso  cerchio. 

Hlm.  Sìa  ABC  un  triangolo  qualunque.  De- 
scrivo il  cerchio  che  passa  per  i  suoi  tre  vertici.  Dico 
che  qualunque  altro  triacgolo  costruito  sa  AB,  dalla 
stessa  banda  dove  si  trova  ABC,  e  nel  quale  l'angolo 
opposto  al  Iato  A B  sia  uguale  s,  B{C)  A,  ha  anche 
il  terzo  vertice  sul  cerchio  ACB. 

Sia  ABD  \m  triangolo  cosi  fatto,  e  ammettiamo 
che  il  punto  D  non  cada  sul  cerchio. 

Poiché  nei  due  triangoK  ABC,  ABD  ^i  angoli 
ìnC  &  D  sono  eguali,  la  somma  degli  altri  due  angoli 
d'un  triangolo  e  uguale  alla  somma  degli  altri  due 
angoli  dell'altro.  Così,  essendo  Z)  (-4)  B  <C{A)B  (*), 
è  necessariamente  A{B)  D':>  A  (B)  C.  Ne  segue  che 
il  lato  AD  taglia  necessariamente  il  lato  CB;  chia- 
miamo E  il  punto  d'intersezione.  Poiché  codesto 
punto  E  appartiene  alla  corda  BC  del  cerchio,  la 
retta  AD,  che  passa  per  E,  in- 
contra [97]  il  cerchio  in  due  punti 
situati  da  bande  opposte  rispetto 
ad  E.  Uno  di  questi  punti  è  A  ; 
l'altro  sia  il  punto  F.  Si  tiri  BF. 

Ora,  gli  angoli  BCA,  BEA, 
perchè  iscritti  nello  stesso  arco 
ACFB,  sono  [295]  eguali.  Ed  essendo  per  ipotes 

(*)  Se  codesti  due  aagoli  fossero  eguali 
ciderebbero  [l&i],  e  ciò  contro  l'ipotesi  che 
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B  (C)  A  ^  B  (Z>)  A;  ne  segue  essere: 

li{F)A  =  B{D)A; 
ciò  non  può  esser  vero,  perchè  uno  è  un  angolo  del 
triangolo  BFD,  e  l'altro  è  un  angolo  esterno  oppo- 
sto del  triangolo  stesso  [132].  Conchiudiamo  che  il 
cerchio  che  passa  per  i  vertici  di  uno  dei  triangoli 
accennati  dal  teorema,  passa  per  i  vertici  di  tutti 
gli  altri, 

3»8.  Teor,  Se  gli  angoli  opposti  d'un  quadran- 
golo sono  supplementari,  i  vertici  del  quadrangolo 
giacciono  in  uno  slesso  cerchio  (il  quadrangolo  è 
inscrittibile).  (*). 

0ini.  Nel  quadrangolo  ABCD  gli  angoli  oppo- 
sti siano  supplementari. 

Per  tre  vertici,  ad  es.,  per  A, 
B,  C,  si  faccia  passare  un  cerchio 
[290].  Dico  che  su  questo  cer- 
chio giace  anche  il  vertice  D. 

Preso  sull'  arco  A  C  un  punto 
E  qualunque,  tiro  E  A,  EC.  Poi- 
ché il  quadrangolo  ABC  E  è  iscrit- 
to in  un  cerchio,  l'angolo  in  jE  è 
supplementare  dell'angolo  in  B  [300].  Ma  per  ipotesi 
anche  l'angolo  in  D  è  supplementare  dell'angolo  in  B  ; 
quindi  gli  angoli  in  E  b  D  sono  eguali.  Per  conse- 
guenza [301]  il  cerchio  che  passa  per  i  punti  A,  E,  C, 
ossia  il  [194]  cerchio  che  passa  per  A,  B  e  C,  passa 
anche  per  D. 

(*)  Analogo  a  quello  del  teorema  precedente  sarebbe 
l'enunciato  cte  segue:  Se  due  triangoli  hanno  ure  lato  co- 
mune, cadono  da  bande  opposte  del  lato  comune,  e  gli  an- 
goli opposti  a  questo  lato  sono  supplementari,  i  vertici  dei 
triangoli  giacciono  sopra  uno  stesso  cerchio. 
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303.  llef.  Un  arco  si  dice  capace  di  un  certo  an- 
golo, ae  uno,  e  quindi  [295]  tntti  gli  angoli  iscritti  in 
esso  sono  eguali  a  quell'  angolo. 

304.  Probi.  Unire  due  punti  con  un  arco  che 
sia  capace  di  un  angolo  dato. 

Rlsol.  Siano  A,  B  i  punti  dati,  nei  quali  deve 
terminare  l'arco  da  costruire,  e  eìuatoiarao  a  l'angolo 
a  cui  devono  essere  uguali  gli  angoli  iscritti  nell'arco. 

Si  costruisca  in  ^  e  sulla  AB  l'angolo  BAE 
uguale  al  dato  a;  poi  si  tiri  la  AF  perpendicolare  ad 
A  E,  e  infine  si  tiri  l'asse  del  segmento  AB.^  punto 
0  in  cui  le  rette  A  F,  CD  s' incontrano  [256],  è  equi- 
distante àa.  A  e  B.  L'arco  AB,  de- 
scritto con  centro  0  è  raggio  OA,  è 
l'arco  domandato. 

Dlni.  Infatti,  la  retta  A  E,  per- 
chè perpendicolare  al  raggio  OA  nel- 
l'estremità, è  tangente  [207]  al  cer- 
chio; per  conseguenza  l'angolo  BAE 
è  uno  degli  iscritti  [293]  nell'arco 
AB.  Quindi  tutti  gli  angoli  iscritti 
nell'arco  AB  sono  eguali  [295]  a 
B  (A)  E,  cioè  al  dato  angolo  a. 

Costruendo  in  ^  e  sulla  AB  mi  angolo  k  dall'al- 
tra banda  della  retta  AB,  e,  tirando  poi  la  perpendi- 
colare in  A  al  lato  del  nuovo  angolo,  sì  trova  sulla 
CD  un  altro  punto  0'  simmetrico  con  0  rispetto  ad 
AB,  e  che  è  centro  d'un  altro  arco,  che  termina  esso 
pure  in  A  e  B,  e  che  è  capace  dell'angolo  a. 

Se  l'angolo  a  è  retto  i  due  archi  sono  le  metà  del 
cerchio  che  ha  per  diametro  AB. 

305.  Teor.  Il  luogo  dei  vertici  degli  angoli,  che 
sono  eguali  a  un  angolo  dato  e  i  cui  lati  passano  per 
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due  punti  dati,  è  formato  dai  due  archi  che  hanno  le 
estremità  nei  punti  dati  e  che  sono  capaci  dell'angolo 
dato. 

ISIni.  Infatti,  ogni  punto  dei  due  archi  gode  di 
quella  proprietà  [304],  e  ogni  punto  che  goda  di  quella 
proprietà  appartiene  [301]  ad  uno  o  all'altro  dei  due 
archi. 

Eserci/.ì. 

40 1.  Se  per  uno  dei  punti  d' intersezione  di  due  cerchi  si  tirano 
due  diametri,  le  estremità  di  questi,  opposte  al  punto  co- 
mune, e  l'altro  punto  d' intersezione  sono  in  linea  retta. 

402.  Se  sopra  due  lati  di  un  triangolo  si  eostruiacoiio  due  cer- 
chi, e  condotte  due  parallele  per  le  estremità  del  terzo 
lato,  si  segnano  i  punti  dove  queste  tornano  ad  incon- 
trare i  cerchi,  questi  due  punti  sono  in  lìnea  retta  col 
vertice  del  triangolo  opposto  al  terzo  lato,  [290, 128]. 

403.  Se  sui  quattro  lati  di  un  quadrangolo,  si  costruiscono 
quattro  cerchi,  e  per  due  vertici  opposti  ai  tirano  due 
segmenti  paralleli  fino  ai  cerchi,  quelle  estremità  di  due 
segmenti,  che  sono  da  una  stessa  banda,  sono  in  linea 
retta  con  un  vertice  del  quadrangolo. 

404.  Se  due  corde  si  segano  ad  angoli  retti,  la  somma  di  due 
archi  non  consecutivi  e  uguale  alla  somma  degli  altri  due. 
(Si  tirino  i  diametri  paralleli  alle  corde), 

405.  Secondo  che  un  triangolo  è  acutangolo,  rettangolo  od  ot- 
tusangolo, il  centro  del  cerchio  circoscritto  cade  nell'in- 
terno del  triangolo,  sopra  un  lato,  o  fuori. 

406.  Se  due  punti,  presi  ad  arbitrio  sopra  un  cerchio,  si  uni- 
scono col  punto  di  contatto  di  una  tangente,  ai  ottiene  un 
angolo,  che  è  maggiore  di  qualunque  altro,  che  si  ottiene 
unendo  i  punti  stesai  con  un  altro  punto  della  tangente. 
[295,133]. 

407.  Se  per  il  punto  di  contatto  di  due  cerchi,  ai  tirano  due 
rette,  che  taglino  uno  dei  cerchi  nei  punti  A  ,  A'  «  l'altro 
nei  punti  B,B',  le  rette  A  A',  B  B'  sono  parallele. 

408.  In  un  cerchio  corde  parallele  comprendono  archi  eguali. 
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409.  Dimostrare  che,  quando  siano  dati  tre  punti  di  uà  cerchio, 
si  possono  trovare  qnaati  altri  punti  sì  vogliano,  senza  far 
uso  del  centro,  [301]. 

410.  Se  dalle  estremità  di  ciascuno  di  due  lati  opposti  di  un 
quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio  ai  calano  le  perpea- 
djcolari  sul  lato  opposto,  i  piedi  delle  perpendicolari  sono 

411.  Se  si  dimezza  un  angolo  iscritto  in  un  cerchio,  e  per  il 
punto,  dove  la  bisettrice  incontra  il  cerchio,  si  conduce  la 
corda  parallela  a  un  lato  dell'angolo,  questa  corda  è 
uguale  all'altro  lato.  [298]. 

412.  Se  una  di  due  tangenti,  condotte  a  un  cerchio  da  uno 
stesso  ponto,  si  prolunga  di  là  dal  punto  comune  di  una 
parte  uguale  alla  tangente  stessa,  l'estremità  del  prolun- 
gamento, il  punto  di  contatto  dell'altra  tangente,  el'estre- 
mìtà  del  diametro,  tirato  per  il  punto  di  contatto  della 
prima  tangente,  sono  in  linea  retta, 

413.  In  ogni  triangolo  l'asse  di  uà  lato  incontrala  bisettrice 
dell'angolo  opposto  e  !a  bisettrice  dell'angolo  esterno 
opposto  in  punti,  che  appartengono  al  cerchio  circoscritto 
al  triangolo, 

414.  La  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo  fa  angoli  eguali 
con  l'alteKza  e  col  raggio  del  cerchio  circoscritto  uscenti 
dallo  stesso  vertice.  (Dov'  è  che  la  bisettrice  incontra 
nuovamente  il  cerchio  circoscritto?). 

415.  Sei  Iati  di  parecchi  angoli  eguali  passano  per  due  mede- 
simi punti,  e  i  loro  vertici  cadono  da  una  stessa  banda 
della  retta  che  passa  per  i  due  punti,  le  bisettrici  degli 
ang  li  passano  per  uno  stesso  punto.  [301, 29'j]. 

416.  ripunto,  dove  la  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo 
torna  a  tagliare  il  cerchio  circo scHtto,  dista  egualmente 
dai  termini  del  lato  opposto  all'angolo  bisecato  e  dal 
centro  del  cerchio  iscritto. 

417.  Prolungando  una  delle  altezze  di  un  triangolo  fino  ad  in- 
contrare il  cerchio  circoscritto,  si  ottiene  un  punto,  che  è 
simmetrico  a  quello  delle  altezze  rispetto  al  lato  su  cui 
cade  l'altezza  considerata.  Dedurre  che  le  tre  altezze  pas- 
sano per  un  medesimo  punto. 

418.  Se  un  angolo  ha  il  vertice  nell'interno  di  un  cerchio,  esso 
è  uguale  alla  semisotnma  degli  angoli  al  centro,  che  insi- 
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stono  sugli  archi  compresi,  ano  dai  lati  dell'angolo,  l'al- 
tro dai  prolungamenti  dei  lati,  f  Per  nno  degli  estremi  di 
una  corda  si  conduca  la  parallela  all'altra). 

419.  Ss  v.n  angolo  Iia  il  vertice  fuori  di  uu  ceroMo,  e  i  suoi 
lati  tagliano  il  cerchio,  esso  è  uguale  alla  semidifferenza 
dei  due  angoli  al  centro,  ohe  insistono  sugli  archi  com- 
presi dai  lati  dell'angolo.  {Per  uno  degli  estremi  dell'arco 
minore  si  tiri  la  parallela  all'altra  secante). 

420.  L'angolo  compreso  tra  una  tangente  e  una  secante,  con- 
dotte a  un  cerchio  da  uno  stesso  punto,  è  aguale  alla  se- 
midifferenza dei  dae  angoli  al  centro  che  in=uitono  sui 
duo  archi  compresi  tra  i  lati  dell'angolo. 

42 1.  Se  una  corda  di  un  cerchio  si  prolunga  di  un  segmento 
eguale  al  raggio,  e  per  l'estremità  del  prolungamento  e 
per  il  centro  si  tira  una  retta,  ano  dei  due  archi,  compresi 
tra  le  secanti,  è  triplo  dell'altro.  (Si  tirerà  una  parallela 
alla  secante  che  passa  per  il  centro), 

422.  Le  altezze  di  un  triangolo  dimezzano  gli  angoli  del  trian- 
golo che  ha  i  vertici  nei  piedi  delle  altezze.  (Bisogna  con- 
siderare i  cerchi,  che  hanno  per  diametri  i  segmenti,  che 
uniscono  il  punto  dello  altezze  coi  vertici  del  trian- 
golo. [302,296]). 

423.  Se  si  prolungano  le  altezze  di  un  triangolo  fino  ad  incon- 
trare il  cerchio  circoscritto,  e  ai  uniscono  i  punti  d'inter- 
sezione, sì  ottiene  un  triangolo,  £  cui  angoli  sono  dimez- 
zati dalle  altezze.  (29!J]. 

424.  Se  per  una  estremità  di  un  lato  di  nn  triangolo  si  tira  la 
perpendicolare  al  Iato,  e  la  si  protrae  Ano  ad  incontrare  il 
cerchio  circoscritto,  cotal  corda  è  uguale  a  quel  segmento 
che  è  compreso  tra  il  punto  dells  altezze  e  il  vertice  oppo- 
sto al  lato  considerato.  (L'estremità  della  perpendicolare 
e  l'altra  estremità  del  lato,  su  cui  è  inalzata,  sono  punti 
diametralmente  opposti.  [301]  ). 

425.  Luogo  dei  punti  di  mezao  dalle  corde  di  un  cerchio,  che 
passano  (prolungate  se  il  punto  è  esterno)  per  uno  stesso 
punto,  [301]. 

426.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  iscritti  nei  triangoli,  che 
hanno  un  lato  in  comune  ed  eguale  l'angolo  opposto  al 
lato  comune. 

427.  Luogo  dei  punti  di  concorso  delle  altezze  dei  triangoli 
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aventi  xtn  lato  cornane  ed  eguali  gii  angoli  opposti  al  Ifito 
comune. 

428.  In  un  cerchio,  condotto  un  diametro  A  B,  si  tiri  per  ^  una 
corda  AC,&  sul  prolungamento  si  faccia  V D  =  G B.  Si 
domanda  il  luogo  del  punto  D.  (L'angolo  ADB  è  co- 
stante). 

429.  Come  si  può,  avendo  un  cerchio  ed  il  centro,  e  soltanto 
un  ìstruraento  per  condurre  parallele,  dimezzare  un  an- 
golo dato  nel  piano  del  cerchio  ? 

430.  Condurre  la  tangente  a  un  cercMo  dato  da  un  punto 
esterno  dato,  e  conchiudere  che  non  si  possono  tirare  che 
due  sole  tangenti,  (L'analisi  suggerisce  [305]  altra  costru- 
zione che  quella  insegnata  nel  §  211). 

43 1.  Tagliare  da  wa  cerchio  dato  un  arco,  che  sia  capace  di  un 
angolo  dato.  [294]. 

432.  Con  centro  dato,  descrivere  un  cerchio  il  quale  tagli  una 
retta  data  in  modo  che  uno  dei  due  archi,  in  cui  resta  di- 
viso dalla  retta,  sia  capace  di  un  angolo  dato.  [119, 294]. 

433.  Per  un  punto,  dato  nell'interno  di  un  cerchio,  condurre 
una  corda  in  modo  che  l'angolo,  che  ossa  forma  con  la 
tangente  tirata  per  una  estremità,  sia  il  più  piccolo  pos- 
sibile. [294]. 

434.  Trovare  un  punto  tale  che  le  rette,  che  lo  uniscono  ai  ver- 
tici di  un  triangolo  dato,  comprendano  angoli  eguali.  [805], 

435.  Per  uD  punto,  dato  fuori  di  un  cerchio,  tirar»  cotal  se- 
cante, che  uno  degli  archi,  in  cni  il  cerchio  resta  diviso, 
sia  capace  di  un  angolo  dato.  [299, 173]. 

436.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto,  e 
la  distanza  del  vertice  dt  questo  angolo  da  un  punto  dato. 

437.  Costruire  un  triangolo,  conoscendo  un  lato,  l'angolo  op- 
posto e  l'altezza  calata  sul  lato  dato.  [305]. 

438.  In  un  cerchio  dato  iscrivere  un  triangolo,  che  abbia  gli 
angoli  ri  spetti  varaente  uguali  a  quelli  di  un  triangolo 
dato.  [299, 220]. 

439.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo,  i  cui  lati  siano  pa- 
ralleli a  tre  rette  date. 

440.  Costraire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  l'altezza  relativa 
e  il  raggio  del  cerchio  circoscritto.  [299], 

441.  Costruirò  un  triangolo,  dato  uà  lato,  l'angolo  opposto  e 
la  somma  degli  altri  due  lati.  [305]. 
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442.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto,  e 
la  differenza  dei  lati  clie  comprendono  questo  angolo,  [305]. 

443.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  il  perimetro  e  il 
raggio  del  cerchio  circoscritto.  [299,  230J. 

444.  CoBtruire  un  triangolo,  di  cui  sono  date  l'altezza,  la  bi- 
settrice e  la  mediana  uscenti  da  uno  stesso  vertice.  [74]. 
(Posta  l'altezza  perpendicolarmente  ad  una  retta,  sì  ti- 
rino la  mediana  e  la  bisettrice.  E  per  l'estremità  della  me- 
diana la  perpendicolare  alla  retta.  [4l4j). 

445.  Iscrivere  in  un  cercbio  un  triangolo,  due  lati  del  quale 
siano  paralleli  a  due  rette  date,  ed  il  cui  terzo  lato  passi 
per  un  punto  dato,  (Per  un  punto  del  cerchio  si  tirino  due 
parallele  alle  rette.  [173]). 

446.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto  e  il 
raggio  del  cerchio  iscritto.  (Il  centro  di  questo  cerchio 
dev'essere  sopra  nna  parallela,  e  sopra  un  arco. ..[426]), 

447.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  piedi  delle  altezze,  [422]. 

448.  Costruire  iin  triangolo,  dati  ì  piedi  di  due  altezze,  e  la 
retta  sulla  quale  ata  il  lato  corrispondente  aOa  terza  al- 
tezza. [422, 63]. 

449.  Costruire  un  quadrangolo,  dati  due  angoli  opposti,  un 

450.  Costruire  un  quadrangolo,  dati  due  angoli  opposti,  le  dia- 
gonali, e  l'angolo  delle  diagonali.  [385]. 

45 1.  Dati  tre  punti  d' un  cerchio,  tirare  la  tangente  in  uno  di 
essi,  senza  determinar  prima  il  centro  del  cerchio,  [294], 

452.  In  ogni  triangolo  i  punti  di  mezzo  dei  lati,  i  piedi  delle 
altezze,  e  i  punti  medi  dei  segmenti  compresi  tra  il  punto 
delle  altezza  e  i  vertici  del  triangolo  stanno  sopra  uno 
stesso  cerchio,  (Cerchio  dei  nove  punti). 

453.  .dSC'è  un  triangolo  iscritto  in  uà  cerchio  di  centro  0,eD 
è  il  pnnto  di  mezzo  dell'arco  BC.  Dimostrare  che  l'an- 
golo ADO  èia,  semidifferenza  degli  angoli  in  B  ed  in  C. 

454.  Se  in  un  poligono  di  2  n  lati,  iscritto  in  un  cerchio,  i  primi 
(  n  — 1  )  lati  sono  ordinatamente  paralleli  a  quelli  che  se- 
guono Vn.esimo,  anche  Vn.esirao  è  parallelo  all'ultimo, 

455.  Se  per  l'estremità  A  di  una  corda  AB  bì  conduce  la  tan- 
gente al  cerchio,  epreso  su  questa  un  segmento  il  C^ -45, 
si  tira  la  retta  CB,  questa  incontra  il  cerchio  in  un 
punto  D  tale  che  è  C'J9=  DA.  [294,  2571. 
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456.  So  dal  punto  A ,  punto  di  mezzo  di  un  arno  BC,  si  tirano 
nel  cerchio  dne  corde  AD,  AB,  clie  taglino  la  corda  BC 
rispettiva  mente  nei  punti  H,  K,  i  quattro  pnnti  Z>,  E, 
H,  K  stanno  aopra  uq  medesimo  cerchio.  [295,  802]. 

457.  Se  ad  un  triangolo  equilatero  è  circoscritto  un  cerchio,  e 
si  uniscono  i  punti  di  mezzo  di  due  degli  archi,  nei  quali 
il  cerchio  È  tagliato  dai  vertici  del  trianigolo,  ai  ha  una 
corda  che  è  divisa  in  tre  partì  eguali  dai  lati  del  trian- 
golo dato. 

458.  Se  si  prolungano  le  bisettrici  di  due  angoli  di  un  trian- 
golo fino  ad  incontrare  il  cerchio  circoscritto,  e  si  ani- 
scono  questi  punti  del  cerchio,  si  ottiene  l' asse  di  quel 
segmento  della  terza  bisettrice,  che  è  compreso  tra  il 
vertice  del  triangolo  e  il  punto  dì  concorso  delle  bisettri- 
ci. [289, 395,  l&l]. 

459.  Se  due  cerchi  si  segano  in  M  ed  in  S,  e  per  il  punto  B  si 
tirano  delle  rette  che  taglino  uno  dei  cerclii  in  A, B, C... 
e  l'altro  in  A',  B',  C  ... ,  souo  egnali  gli  angoli  ai  centri 
che  comprendono  gli  archi  SAeiSA',  5iì  ed  SB'. .., 
AB  ed  4' S'....I  triangoli  S.45  ed  SA' B',  SAC  ed 
S  A'C —  hanno  gli  angoli  ordinatamente  uguali. 

480.  Siano  A  e  B  i  punti  d'intersezione  di  due  cerchi  eguali, 
che  passano  ciascuno  per  il  centro  dell'  altro.  Tirata  per  A 
una  retta,  che  tagli  i  due  cerchi  nei  punti  C  fs  D,  si  uni- 
scano questi  punti  con  B.  Il  triangolo  BCD  è  equilatero. 

461.  Se  j1B,ì?C',  CUsoun  tre  archi  consecutivi  di  un  cerchio, 

e  i  due  primi  sono  eguali,  e  calata  da  iì  la  BE  perpendi- 
colare sulla  corda  AD,  si  prende  sulla  corda  EF~  AB,  i 
segmenti  CD  ed  FD  sono  eguali.  [300]. 

462.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  e  se,  facendo  centro  in 
uno  dei  punti  d'intersezione,  ai  descrive  un  cerchio  che 
tagli ambidue  i  cerchi  dati, l'altro  punto  d' intersezione  di 
questi  ultimi  e  due  dei  punti,  dove  essi  sono  tagliati  dal 
terzo,  sono  in  linea  retta. 

463.  Se  si  unisce  un  punto  qualunque  del  cerchio  circoscritto 
ad  nn  triangolo  equilatero  coi  vertici  del  triangolo,  si  ot- 
tengono tre  segmenti,  uno  de'  quali  è  uguale  alla  somma 
degli  altri  due,  (Dal  punto  del  cerchio  si  porti  sul  mag- 
giore nn  segmento  eguale  ad  uno  degli  altri  due.  Si  ot- 
tiene cosi  un  triangolo  equilatero  ;  ecc.  ). 
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464.  Ss  A,  B ,  V  sono  tre  piinf i  di  un  cerchio,  e  D  è  il  pun- 
to medio  dell'arco  AB,  ed  E  è  il  punto  medio  dell'arco 
CA,  e  si  dicono  H,K  i  punti  nei  quali  la  corda  DE 
taglia  ri  spetti  vani  ente  le  corde  AB,  AC,  è  AH '^  A  E. 
[257,  299]. 

465.  Se  sulla  corda  comune  di  due  cerchi  eguali,  che  si  taglia- 
no, sì  descrive  un  cerchio,  ogni  segmento,  che  abhia  la 
estremità  sui  due  cerchi  e  passi  per  uno  dei  pnnti  d' inter- 
sezione, è  bisecato  dal  terzo  cerchio. 

4S6.  Se  dal  centro  di  un  cerchio  si  cala  la  perpendicolare  sopra 
una  secante  data,  e  condotta  per  il  piede  della  perpendi- 
colare una  corda  ad  arbitrio,  si  tirano  poi  per  le  estremità 
della  corda  le  tangenti  al  cerchio,  i  segmenti  della  se- 
cante, rispettivamente  compresi  tra  le  tangenti  ed  il  cer- 
chio, sono  eguali.  (  Bisogna  descrivere  i  cerchi,  che  hanno 
per  diametri  i  segmenti  tirati  dal  centro  a  quei  punti, 
dove  la  secante  è  incontrata  dalle  tangenti}. 

467.  Se  un  raggio  di  un  cerchio  è  diametro  di  un  altro  cerchio, 
e  dal  centro  del  primo  si  tirano  due  raggi  che  taglino  il 
secondo,  la  corda  dell'arco  del  cerchio  minore,  compreso 
tra  i  raggi,  è  uguale  alla  perpendicolare  calata  dall'  estre- 
mità di  un  raggio  stili'  altro  raggio.  { Per  uno  degli  estremi 
dell'arco  del  cerchio  minore  si  tiri  il  diametro  di  codesto 
cerchio,  e  si  uniscano  le  altre  estremità  dell'arco  e  del 
diametro  ). 

468.  I  cerchi,  ciascuno  dei  quali  passa  per  due  vertici  di  un 
triangolo  e  per  il  punto  delle  altezze,  sono  eguali  al  cer- 
chio circoscritto  al  triangolo.  (  Sia  ^  B  t' il  triangolo  ed  0 
il  punto  delle  altezze,  e  J!>  il  piede  di  quella  che  cade  sul 
lato  JB.  Si  prolunghi  Oi3,inmodo  che  siaZ)fi=OZ>, 
poi  si  provi  che  B  (C)  A  ed  ^  (.E)  B  sono  supplementari), 

469.  Se  C  è  il  punto  di  mezzo  di  un  arco  ^  S,  e  U  è  un  altropun- 
to  qualsivoglia  dell'arco  stesso,  è-dC  -|~  CiJ>  AD  ~\-  DB. 
(Sul  prolungamento  di  ^C  si  prenda  CE=  GA  —  CB  e 
sul  prolungamento  di  AD  si  prenda  Di^  =  i3B.  &li  an- 
goli AEB,AFBsoiio  eguali,  epperò  i  punti  ^,  .E,  i-^B 
appartengono  ad  un  cerchio,  di  cui  .i  £  è  un  diametro  ). 

470.  Se  due  cerchi  ai  tagliano  ed  uno  passa  per  il  centro  del- 
l' altro,  due  corde  di  questo,  tirate  dai  punti  d' intersezione 
e  che  si  segano  sul  primo  cerchio,  sono  eguali.  (Si  condu- 

lì 
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cano  nei  secondo  cerchio  i  diametri,  che  hanno  le  estre- 
mità nei  punti  d' intersezione.  [295,  299]  ). 

471.  Se  sopra  un  lato  BCdi  un  triangolo  equilatero  ASC  si 
eostruisceintemamenteal  triangolo  l'arco  ohe  tocca  idue 
lati  AB,  AC  in  B  ed  in  C,  e  si  conducono  per  B  e  per  G 
due  segmenti,  ohe  s'incontrino  sull'arco  e  terminino  sui 
lati  AB,  AC,  questi  due  segmenti  sono  eguali.  [294, 154]. 

472.  Se  due  pcrchi  si  toccano  internamente,  e  condotta  nel 
maggiore  una  corda  tangente  al  minore,  si  uniscono  le 
estremità  della  corda  e  il  punto  di  contatto  col  punto  co- 
mune ai  due  cerchi,  si  ottengono  tre  segmenti,  l' ultimo 
dei  quali  dimezza  l'angolo  degli  altri  due.  [294]. 

473.  Da  C,  punto  di  mezzo  di  un  arco  AB,  si  cali  la  perpendi- 
colare CE  ani  diametro  AD,  g  si  tiri  la  CZ).  Sia  .Fil  punto 
d'intersezione  della  corda  AB  con  la  retta  CD.  Dimo- 
strare che  il  segmento  AFè  dimezzato  dalla  CE.  (Di- 
casi JU  il  punto  d'intersezione.  Anzitutto  si  proverà  es- 
sere .4  J/=JtfC). 

474.  Se  sopra  i  lati  di  un  triangolo  qualunque  .^1.5  (7  si  costrui- 
scono, esteriormente  al  triangolo,  tre  triangoli  equilateri 
ABC,  BCA',  CAB',  e  si  coadocono  i  tre  segmenti  A  A', 
BB',  ce,  questi  sono  eguali,  e  s'incontrano  in  uno  stesso 
punto  O,  dal  quale  itati  dei  triangolo  dato  sono  visti  sotto 
angoli  eguali  (*).  (  Si  tirino  dapprima  due  sole  delle  rette, 
ad  es.  le  AA',  BB'  e  si  provi  che  sono  eguali.  Poi  ti- 
rato oc,  si  osservi  che  i  quattro  pnrjti  0,  C,  B',  A  stanno 
sopra  un  medesimo  cerchio,  e  cosi  i  quattro  0,  C,  A',  B. 
Osservando  gli  angoli  A  OC,  COB,  si  conchiude  che  an- 
che i  quattro  punti  A,  0,  B,  C  sono  sopra  uno  stesso  cer- 

475.  Se  da  un  punto  del  cerchio  circoscritto  ad  nn  triangolo  si 
calano  le  perpendicolari  sui  lati,  i  piedi  delle  perpendico- 
lari sono  in  linea  retta.  (Bisogna  considerare  duo  cerchi 
aventi  rispettivamente  per  diametri  due  dei  segmenti,  che 
uniscono  il  punto  preso  sul  cerchio  co'  vertici  del  trian- 
golo). 

476.  Luogo  del  punto  di  mezzo  del  segmento,  che  unisce  i 
e)  Si  dice  che  un  segmento  jtn  è  vertuto  da  im  pnnio  osotto  l'an- 
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pnnti  di  mezzo  dei  due  lati  AB,  AG  ài  un  triangolo,  i  cui 
vertici  B  e  C  sono  fissi,  e  nel  quale  l' angolo  A  è  costante. 
1287,331]. 

477.  Se  sopi'a  un  cerchio  di  centro  0  si  prendono  due  archi 
egnuii  AB,  CD  noa  consecutivi,  e  si  tirano  le  corde  AC, 
SD,  che  si  taglino  in  E,  i  pnnti  A,  B,  E,  0  sono  sopra  uno 
stesso  cerchio.  E  se  una  corda  A  F  del  cerchio  dato  con- 
dotta per  A,  taglia  in  if  il  secondo   cerchio,  è  FB=HB. 

478.  Se  si  tirano  le  perpendicolari  a  una  corda  nelle  estremità, 
e  dai  punti,  dove  queste  perpendicolari  incontrano  un  dia- 
metro qualsivoglia,  si  tirano  [63]  a  un  punto  della  corda 
quei  due  segmenti,  che  formano  con  la  corda  stessa  angoli 
eguali,  la  somma  di  cosi  fatti  segmenti  è  ugnale  al  diame- 
tro del  cerchio  dato.  (Si  tiri  un  diametro  per  una  dello 
estremità  della  corda.  [2B7J  ). 

479.  I  punti  delle  altezze  dei  quattro  triangoli  determinati  dai 
vertici  di  un  quadrangolo  iscritto  in  nn  cerchio  sono  i 
vertici  di  nn  quadrangolo  eguale  al  dato,  (  I  due  quadran- 
goli hanno  i  lati,  a  due  a  due.  uguali  e  paralleli). 

480.  A  BC D  è  tin  quAdrangolo  isci'itto  in  nn  cerchio:  si  pro- 
lunghino AD,  i>'C  fino  al  loro  incontro  in  E;  da  un  punto 
qualunque  F  ài  DE  ai  conduca  FH  parallela  b.  BE,  fino 
ad  incontrare  CD  in  H,  e  si  conduca  FB,  che  tagli  il  cer- 
chio in  K.  Dimostrare  che  JFTJT  taglierà  di  nuovo  il  cer- 
chio in  un  punto  fisso  0.  [295]. 

48 1.  Sono  dati  tre  punti  A,B,C  e  una  retta  passante  per  A.  Sì 
vuol  descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  A  e  per  B,b  che 
tagli  la  retta  data  in  un  punto  D,  in  modo  che  D  C  sia  una 
tangente  del  cerchio.  (  Studiando  la  figura  si  trova  [294] 
essereC{D)B  =  D{4)iJ). 

482.  Tirare  una  retta,  che  tagli  due  cerchi  concentrici  in  modo 
che  la  parte,  compresa  nel  cerchio  maggiore,  sia  doppia 
di  quella  compresa  nel  cerchio  minore,  (Si  prolunghi  nn 
raggio  del  cerchio  minore  di  una  parte  ugnale  al  raggio 
stesso,  e  si  descriva  un  cerchio  sul  prolungamento  preso 
come  diametro  ). 

483.  Per  un  punto  dato  si  vuol  condurre  una  retta  in  modo  che  i 
punti,  in  cui  essa  taglia  due  lati  di  nn  triangolo,  e  le  estremi- 
tà del  terzo  lato  siano  sopra  uno  stesso  cerchio.  [800,  243], 

484.  Per  due  punti,  dati  sopra  un  cerchio,  tirare  due  rette  in 
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modo  che  s'incontrino  sul  cerchio,  e  che,  incontrando 
una  retta  data,  formino  un  triangolo  isoscele,  la  cui  base 
giaccia  su  questa  retta.  (Del  triangolo  si  conoscono  gli 
angoli.  La  bisettrice  dell'angolo  al  vertice  dimezza  [299] 
r  arco  compreso  tra  i  punti  dati. 

485.  Trovare  un  punto  da  cui  due  dati  segmenti  si  vedano  sotto 
angoli  eguali.  (  L' angolo  è  uguale  a  quello  compreso  dai 
segmenti.  [305]). 

486.  Date  due  parallele,  un  punto  A  sopra  di  una,  e  un  punto  0 
comunque,  condurre  per  0  una  retta,  che  tagli  la  paral- 
lela che  paasa  per  Ain  X,&  l'altra  in  Y,  e  in  modo  che 
sia  AX^Ay.  (Si  determinerà  il  punto  di  meazo  |306] 
del  segmento  Xy). 

487.  Per  uno  dei  punti  d'intersezione  di  due  cerchi  condurre 
una  retta  in  modo  che  il  segmento  di  essa,  compreso  tra 
i  cerchi  sia  eguale  ad  un  segmento  dato.  (Descritto  uà 
cercliio  sulla  distanza  dei  centri  presa  come  diametro,  si 
adatta  in  questo  come  corda  un  segmento  eguale  alla  metji 
del  dato  e  in  modo  che  un  termine  della  corda  sia  in  uno 
dei  centri.  Poi  per  il  punto  d'intersezione  si  condurrà  1& 
parallela  alla  corda). 

488.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  le 
proiezioni  au  essa  dì  due  altri  punti  dati  abbiamo  data  di- 
stanza. {Si  descriverà  il  cerchio,  di  cui  il  segmento  dei 
due  punti  è  un  diametro). 

489.  Tirare  per  due  punti  di  un  cerchio  dato  due  corde  paralle- 
le, la  cui  somma  sia  eguale  ad  un  segmento  dato.  [3I6,222J. 

490.  Costruire  un  triangolo  equilatero,  il  quale  abbia  i  vertici 
sopra  tre  rette  parallele.  (Si  consideri  il  cerchio  circo- 
scritto al  triangolo.  [2^5,  30i]). 

491.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  un  triangolo  equila- 
tero, i  cui  Iati  siano  eguali  a  un  segmento  dato,  (  Si  con- 
sideri il  cerchio  circoscritto  al  triangolo  richiesto.  Se  ne 
conosce  il  centro  ed  il  raggio). 

492.  Su  tre  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto  determinare 
tre  pimti  cosi  che  siano  i  vertici  di  un  triangolo  eguale 
a  uno  dato.  (Si  risolva  il  problema:  trovare  un  punto  da 
cui  due  lati  del  triangolo  siano  veduti  sotto  angoli  eguali 
rispettivamente  a  quelli  compresi  dalle  rette  date.  Poi...  ). 

493.  Costruire  un  triangolo,  che  sia  eguale  a  un  triangolo  dato, 
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e  ì  cui  lati  passino  per  tre  punti  dati,  (tjniti  tra  loro  i 
punti  dati,  bisogna  costruire  su  due  dei  segmenti  due  ar- 
chi capaci  riepettivameate  di  due  degli  angoli  del  trian- 
golo dato.  Poi  bisogna  condurre  per  il  panto  comune  ai 
due  cerchi  [487]  un  segmento,  terminato  sugli  archi  stessi, 
ed  eguale  a  quel  lato  del  triangolo  proposto,  che  è  adia- 
cente ai  due  angoli  considerati). 

494.  Circoscrivere  a  un  triangolo  dato  un  triangolo  equilatero, 
cbe  abbia  la  massima  superficie.  [389J. 

495.  Circoscrivere  a  un  quadrato  datoun  quadrato  dilato  dato. 
(I  due  quadrati  hanno  in  comune  il  punto  d'incontro  delle 
diagonali.  Bisognerà  descrivere  mezzo  cerchio,  che  abbia 
per  diametro  ano  dei  lati  del  quadrato  dato). 

496.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo  rettangolo,  i  cn 
teti  passino  par  due  punti  dati.  [305]. 

497.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,    data  la  retta  s 
giace  r ipotenusa,  data  l'altezza  corrispondente  all'ipo- 
tenusa, e  dati  due  punti  per  i  quali  devono  passare 
teti,  [305]. 

498.  Iscrivere  in  nudato  cerchio  nn  triangolo  rettangolo,  di 
cui  è  noto  uà  angolo  acuto,  essendo  poi  dato  un  punto  per 
il  quale  deve  passare  un  cateto.  [399, 230, 173]. 

499.  Iscriverti  in  un  cerchio  un  triangolo  che  abbia  un  lato 
eguale  a  un  segmento  dato,  e  i  cui  due  altri  lati,  prolun- 
gati se  occorra,  passino  per  due  dati  punti.  (Del  triangolo 
è  noto  l' angolo  [296]  opposto  al  lato  dato.  [306J  ). 

500.  In  un  dato  arco  di  cerchio  determinare  un  punto  in  modo 
che  le  corde,  tirate  da  esso  alle  estremità  dell'  arco,  diano 
una  somma  eguale  a  un  segmento  dato.  (Prolungando 
uno  dei  dne  segmenti  di  una  parte  uguale  all'altro,  si  lia 
un  punto  che  si  trova  sopra  un  arco  capace  di  un  angolo 
metà  di  quello  iscritto  nell' arco  dato  ). 
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CAPITOLO  VIH 
POLIGONI      EQUIVALENTI 


Superficie  equivalenti. 

30e.  Due  superficie  finite,  che  abbiano  parte  del 
loro  contorno  iu  comune  (*),  si  dicono  adiacenti. 

Due  poligoni  convessi  si  possono  rendere  adia- 
centi, anzi  in  innumerevoli  modi. 

309.  Sopprimendo  la  parte  di  contorno  comune  di 
due  superficie  adiacenti,  ne  risulta  nna  superficie,  che 
si  dice  somma  di  quelle  due  o  composta  di  quelle  due. 

Se  due  superficie  si  possono  rendere  adiacenti  in 
più  modi,  le  somme  non  sono,  in  generale,  tutte  uguali 
tra  loro. 

Dalla  nozione  di  somma  di  due  superficie  si  passa 
a  quella  di  somma  di  quante  superficie  si  vogliano. 

30S.  Sopra  una  superficie  finita  si  possono  se- 
gnare linee  che  la  dividano  in  parti,  le  quali  sono 
anch'  esse  superfìcie  finite  ;  e  la  superficie  primitiva  si 
può  considerare  come  somma  di  quelle  in  cui  essa  è 
stata  divisa. 

Ad  es.,  un  rombo  vien  diviso  in  quattro  parti 
dalle  sue  diagonali,  ed  esso  è  somma  delle  quattro 
parti. 

309.  Se  due  superficie  sono  eguali,  e  una  di  esse 
è  comunque  divisa  in  parti,  l'altra  si  può  dividere  in 
parti  nello  stesso  modo.  Infatti,  facendo  coincidere 

(*)  Moa  escludiamo  che  le  due  superficie  possano  avere 
ancìie  tutto  intero  il  contorno  in  comiiDe;  o  che  il  contorno 
dì  una  sia  una  parte  di  quello  dell'altra. 
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le  due  superfìcie,  si  ottiene  che  le  linee  di  divisione 
dell'una  dividano  egualmente  l'altra  superficie. 

3IO.  0ef.  Due  superficie,  che  si  possono  dividere 
in  uno  stesm  numero  di  parti  rispettivamente  uguali, 
si  dicono  equivalenti  (*). 

Per  indicare  che  due  superfìcie  A,  Bsono  equi- 
valenti, scriveremo  A  ^=  B,  e  leggeremo:  A  è  equi- 
valente a  B. 

3ti.  0«s.  È  manifesto  che  due  superficie  uguali 
sono  auche  equivalenti. 

aia.  Quando  in  due  superfìcie  equivalenti  siano 
tirate  le  linee  che  dividono  le  superficie  in  parti  ri- 
spettivamente uguali,  diremo  che  l'equivalenza  delle 
superfìcie  è  manifesta. 

313.  Quando  in  due  superfìcie  equivalenti,  oltre 
delle  linee  che  rendono  manifesta  l' equivalenza,  ne 

(*)  Ne'  trattati  di  Geometria  si  sogliono  dire  equivalenti 
due  figure  {dae  superficie  finite)  che  hanno  superficie  eguali 
(s'intende  ugnali  in  estensione).  Codesta  definizione  ha  il 
difetto  di  non  indicare  come  si  proceda  per  riconoscere  l'equi- 
valenza di  due  superficie,  che  siano  in  fatto  equivalenti. 

La  definizione  che  abbiamo  assunto,  perchè  più.  cowpren- 
Sina,  ha  bisogno  di  essere  estesa  nel  seguito;  ed  invero  due 
superficie  possono  essere  equivalenti  (secondo  il  senso  antico, 
che  non  ripudiamo);  senaa  che  si  possano  dividere ,in  parti  ri- 
spettivamente uguali  (come,  ad  es.,  è  il  caso  della  superficie 
d'una  sfera  e  di  quella  d'un  cubo). 

Malauguratamente  la  nuova  definizione  richiede,  per  i! 
rigore  delle  deduzioni,  considerazioni  generali  che  rendono 
l'argomento  meno  attrattivo  al  principiante.  Perciò,  per  que- 
sta parte,  ci  restringeremo  all' assolutamente  necessario. 

Nella  teoria  dell'equivalenza  delle  superficie,  l'oggetto 
principale  dello  studio  è  l'estensione  delle  superficie;  la  defi- 
nizione che  abbiamo  assunta  accenna  invece,  ma  solo  apparen- 
temente, alla  forma. 
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siano  segnate  delle  altre,  bisogna  far  astrazione  da 
qaeste  linee,  quando  si  confrontino  le  parti  delle  sn- 
perficie  per  riconoscere  l 'e q^ui valenza  delle  superfi- 
cie. Ma  si  possono  anche  segnare  sulle  due  superfìcie 
altre  linee,  per  modo  che  non  sia  poi  necessario  di  far 
astrazione  da  nessuna  delle  linee  di  divisione. 

Infatti,  siano  A,  B  due  superficie  equivalenti; 
cliiamiamo  k  le  linee  che  rendono  manifesta  l'equiva- 
lenza, e  chiamiamo  a  anche  le  parti  rispettivamente 
uguali  in  cui  dalle  linee  a  sono  divise  le  due  superficie. 

Se  tiriamo  nella  superfìcie  A  altre  linee  di  divi- 
sione, che  chiameremo  §,  la  superficie  A  dall'insieme 
delle  linee  k  e  ^  vien  divisa  in  un  numero  di  parti 
maggiore  di  quello  in  cui  è  divisa  la  superficie  B,  e 
le  parti  delle  due  superfìcie  non  sono  più  uguali,  cia- 
scuna a  ciascuna.  Ma,  se  si  divide  [309]  ciascuna  delle 
parti  a,  che  compongono  la  superficie  B,  come  la  cor- 
rispondente parte  nella  superfìcie  A  è  divisa  dalle 
linee  /S,  l'equivalenza  delle  due  superficie  ritorna  ma- 
nifesta, senza  che  occorra  far  astrazione  da  nessuna 
delle  linee  di  divisione. 

Nel  caso  che  anche  nella  superfìcie  B  si  tirassero 
poi  delle  linee  di  divisione  y,  suddividendo  ciascuna 
delle  parti  che  compongono  la  superfìcie  A,  come  la 
corrispondente  in  J5  è  divisa  dalle  linee  y,  l'equiva- 
lenza delle  due  superficie  A,  B  sarebbe  di  nuovo 
manifesta,  senza  che  fosse  necessario  di  far  astra- 
zione dalle  lìnee  y. 

314,  Tcor.  Due  superficie  composte  di  parti  ri- 
spetiivamente  equivalenti  sono  equivalenti. 

Ulni.  Infatti,  basta  dividere  le  parti  equiva- 
lenti in  parti  rispettivamente  uguali  [310],  perchè 
sia  resa  manifesta  l'equivalenza  delle  superficie  date. 
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SIA.Teor,  Due  superfìcie  equivalenti  ad  una  terza 
mno  equivalenti  tra  loro. 

nini.  Due  superficie  As  B  siano  entrambe  f^qm- 
valenti  alla  superficie  C.  Dico  che  es^e  sono  equiva- 
lenti tra  loro. 

Le  superficie  J  e  C,  poi- 
ché sono  equivalenti,  si  pos- 
sono dividere  in  parti  rispetti- 
vamente uguah.  Imaginiamo  di 
tirare  le  linee  che  rendono  ma- 
nifesta l'equivalenza;  chiamia- 
mo a  codeste  linee,  ed  a  anche 
le  parti  in  cui  vengono  divise 
le  due  superficie. 
-'*■  Cosi,  le  superficie  B  e  C, 

poiché  sono  equivalenti,  si  possono  dividere  in  parti 
rispettivamente  uguali.  Chiamiamo  ^  le  linee  che 
rendono  manifesta  l'equivalenza,  e  ^  anche  le  parti 
in  cui  dalle  linee  ^  vengono  divise  le  due  superficie. 
Nel  tirare  le  linee  (ì,  affine  di  rendere  manifesta 
l'equivalenza  delle  superficie  B,  C,  era  sottointeso  che 
ai  sarebbe  poi  fatto  astrazione  dalle  linee  a,  già  ti- 
rate nella  superficie  C.  E  così,  volendo  riconoscere  di 
nuovo  l'equivalenza  delle  superficie  A,  C,  bisogna  far 
astrazione  delie  linee  ^,  che  si  sono  tirate  in  C. 

Ma,  se  ciascuna  dalle  parti  a,  che  compongono -4, 
si  divide  [309]  come  la  parte  corrispondente  in  C  è 
divisa  dalle  linee  j3,  poi  si  può  dire  che  le  superficie  A 
e  C  sono  divise  in  uno  stesso  numero  di  parti  rispet- 
tivamente uguali,  senza  che  occorra  prescindere  da 
nessuna  delle  linee  di  divi.sione. 

Così,  se  ciascuna  delle  parti  /ì,  che  compongono 
la  superficie  B,  si  divide  [309]  come  la  parte  corri- 
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spendente  della  C  è  divisa  dalie  linee  a,  poi  sì  può  dire 


che  le  superficie  B,  Csono  divise  in  e  guai  numero  di 
parti  rispettivamente  uguali,  senza  che  occorra  far 
astrazione  da  nessuna  delle  linee  di  divisione  (*). 

Fatte  codeste  suddivisioni,  a  ciascuna  parte  di 
A  ne  corrisponde  una  di  uguale  in  C,  e  a  questa 
parte  di  C  ne  corrisponde  una  di  eguale  in  B.  Quindi 
infine  A  &  B  sono  divise  in  egual  numero  di  parti  ri- 
spettivamente uguali,  ossia  h  A^  B. 

316.  Uef.  Tina  superficie  si  dice  somma  di  altre 
superfìcie,  quando  quella  e  queste  si  possono  dividere 
in  parti  in  modo  che  ogni  parte  della  prima  sia  eguale 
ad  una  delle  parti  delle  seconde,  e  viceversa  (**). 

Per  indicare  che  la  superficie  A  è  somma  di  al- 
tre B,C,  D...  scriveremo:  A  =  B  -]- C  -\-  D  -\- ... 

319.  Teoi",  Se  due  Kuperfìcie  sono  equivalenti  ri- 
spettivamente ad  altre  due,  la  somma  delle  prime  è 
equivalente  alia  somma  delle  seconde  (***). 

mm.  Siano  A,B,C,D  quattro  superficie,  e  sia: 
A  =  B       e       C  :^  V. 


(*)  Nella  figara,  che  ssrve  d'iUusirazioce  alla  dimostra- 
zione, le  linee  «  sono  segnate  a  tratti  e  le  linee  fi  a  punti. 

(**)  Dovendo  sommare  due  superficie,  talvolta  ai  rende- 
ranno adiacenti  senz'  altro  ;  ma  si  potrà  anche  dividerle  prima 
in  parti  e  poi  rendere  adiacenti  in  un  ordine  e  modo  qualun- 
que le  parti.  Ad  es.,  dovendo  sommare  le  superficie  di  due 
cerchi,  non  potendo  renderle  adiacenti,  si  possono,  ad  ea.,  di- 
videre ciascuna  in  due  parti  con  un  diametro,  e  poi  ren  lere 
adiacenti  le  parti. 

(**•)  In  altre  parole:  aggiungendo  a  superfieit  equiva- 
lenti superficie  equivalenti,  si  ottengono  superficie  equiva- 
lenti. (E  sottinteso  che  l'addizione  sia  possibile;  nel  caso  op- 
posto non  si  presenterehhe  nemmeno  l'idea  di  applicare  alle 
superficie  date  il  precedente  teorema). 
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Dico  essere: 

A  -^  C  —   B  ^  D. 

Supponiamo  che  A  e  B  siano  divise  in  parti  ri- 
spettivamente uguali,  e  così  le  superficie  C  e  I>,  il 
che  è  possibile  per  l'ipotesi. 

Se  per  ottenere  la  somma  A  -\-  C  sì  rendono  adia- 
centi in  un  modo  qualunque  le  parti  di  ,4  e  quelle  di 
C,  e  nello  stesso  modo  si  opera  nel  far  la  somma  delle 
superfìcie  B  e  D,  ìe  somme  sono  equivalenti  senz'  al- 
tro, percliè  composte  di  parti  rispettivamente  uguali. 

Ma  le  due  somme  si  potrebbero  fare,  dividendo 
prima  in  un  modo  qualunque  le  superfìcie,  e  som- 
mando poi  in  un  modo  qualunque  le  parti  ottenute. 

Per  questo  caso  possiamo  imaginare  di  suddivi- 
dere, prima  di  far  l'addizione,  le  quattro  superficie 
per  modo  da  poter  dire  che  esse  sono  [313]  divise  in 
parti  rispettivamente  uguali,  senza  che  occorra  per 
questo  di  far  astrazione  da  nessima  delle  linee  di  di- 
visione. Dopo  di  ciò,  le  somme  si  possono  fare  nel 
modo  prescritto,  senza  che  sia  d'  uopo  di  far  nessuna 
ulteriore  divisione  nelle  superfìcie  ;  epperò  i  risultati 
sono  equivalenti. 

Poligoni  equivalenti. 

SI8.  In  un  rombo  un  lato  qualunque  si  può  dire 
base;  la  distanza  fra  esso  e  l'opposto  [278]  si  dice 
■altezza  corrispondente  a  quella  base. 

In  un  rettangolo  due  lati  consecutivi  si  possono 
assumere,  l'uno  per  base,  e  l'altro  per  l'altezza  corri- 
spondente. 

31».  Tenr.  Due  rombi,  che  abbiano  ordinata- 
mente uguali  un  lato  e  la  corrispondente  altezza  sono 
equivalenti. 
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vini.  Si  dispongano  i  due  rombi  in  uno  stesso 
piano,  in  modo  che  abbiano  base  comune,  e  che  giac- 
ciano da  una  stessa  banda  della  retta  a  cui  appar- 
tiene la  base  comune.  Poieliè  i  due  rombi  hanno  ri- 
spetto alla  base  comune  altezze  uguali,  i  lati  opposti 
alla  base  cadranno  sopra  una  stessa  retta  parallela 
alla  base  [281].  A  taì  punto  della  dimostrazione  bi- 
sogna distinguere  due  casi,  secondo  cioè  che  i  lati 
opposti  alla  base  hanno  punti  comuni,  o  non  ne  hanno 
nessuno. 

1".  Siano  i  rombi  ABCD,  ABEF,  che  hanno 
comune  la  base  AB,  sono  compresi  tra  le  parallele 
AB,  DE,  e  nei  quali  i  Iati  opposti  alla  base  AB 
hanno  punti  comuni. 

Confrontando  i  triangoli Z>J.P,  CBE,  troviamo 
che  hanno  AD  ^  BC,  perchè  lati  opposti  di  un 
rombo  [268]  ;  hanno  eguali  gli 
angoli  FDA,  ECB,  perchè  | 
[252]  corrispondenti,  fatti  dalle 
parallele  DA,  GB  con  la  retta 
DE,  &A  hanno  eguali  | 
goli  AFD,  BEC,  perchè  cor- 
rispondenti, fatti  dalle  paral- 
lele AF,  BE  con  la  retta  DE.  Per  conseguenza 
[154]  i  triangoli  sono  eguali;  e  quindi  l'equivalenza 
dei  due  rombi  è 
mnnifesta. 

2°.  Siano  i  rom- 
bi ^IBCA^^^-f, 
nei  quali  i  lati  .0  C, 
FEuoìi  hanno  nes- 
sun punto  comune. 

Dividiamo  il  segmento  BC  in  un  numero  arbi- 
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trarlo  di  parti  eguali  [288],  però  grande  abbastanza 
che  almeno  uno  dei  punti  di  divisione  appartenga  al 
segmento  BH  {*).  Chiamiamo  M  il  punto  di  divi- 
sione prossimo  a  B.  Tirando,  per  tutti  i  punti  di  divi- 
sione di  B C,  delle  rette  parallele  &A.  AB ,  ciascun 
rombo  vien  diviso  in  parti  eguali.  [268,  269j. 

E  perchè  i  due  rombi  A  B  MN,  ABPQ  per  l'an- 
tecedente dimostrazione  sono  equivalenti,  e  le  parti 
del  rombo  ABCD  sono  tante,  quante  le  parti  del 
rombo  ABEF,  anche  codesti  rombi  sono  equiva- 
lenti. [314], 

350.  Cor.  Un  rombo  è  equivalente  ad  un  rettan- 
golo, che  ha  la  stessa  base  e  la  sfessa  altezza  del  rombo. 

Infatti,  se  ^BC-D  è  un 

lp---yj^ —^ — j(.      rombo,  e  da  j1  e  .B  si  ealano 

I     /  I     '         le   perpendicolari   AF,    BE 

I  /  \  ,'  sulla  retta  CD,    si   ottiene 

/  /  il  rettangolo  ABEF,  il  qua- 

*  ^  le,  avendo  la  stessa  base  A  B 

e  la  stessa  altezza  del  rombo  dato,  è  a  questo  equi- 
valente. [319]. 

351.  Teor.  Se  un  rombo  ha  medesima  altezza 
d'un  triangolo  e  base  metà  di  quella  del  triangolo, 
esso  è  equivalente  al  triangolo. 

Dlm.   Sia  un  triangolo  ABC.  Prendendo   per 


(*)  Ciò  è  possibile  manifestamente.  Se  si  volesse  sapere 
il  minor  numero  col  qwale  si  ottiene  l'intento,  basterebbe  pren- 
dere Sii  se  consecutivamente  dei  segmenti  uguali  a.  Ti  H ,  Se 
il  segmento  BCne  contiene  li,  dividendo  BC  in  (w -|-1)  parti 
uguali,  ciascuna  delle  parti  è  minore  di  BH.  (Ammettiamo 
duncnie,  come  postulato,  clie,  sottraendo  da  un  segmento  dato 
re plìcat amente  un  altro  segmento  qualunque,  si  perviene  ne- 
cessariamente ad  un  resto  minore  del  segmento  chesi  sottrae). 
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base  BCf  l'altezza  corrispoudente è  la  perpendicolare 
A  D  calata  dal  vertice  Asm  BC.  Si  deve  provare  ohe 
un  rombo,   che  abbia  la  base  uguale 

alla  metà  di  BC  ed  altezza  eguale  ad  ■*,. , 

AD,  è  equivalente  al  triangolo  il £C  /  \     / 

A  tal  fine,  diviso  A  C  per  metà  in  /       \vt 

M,  si  tiri  per  M  la  parallela  ad  ^  B.  /         /  \ 

Sappiamo  [287]  che  il  lato  BC  vien        ^  -      l^ — -'l 
diviso  per  metà;  chiamiamo  ÌJ il  punto 
di   mezzo.  Infine  tiriamo  per  A  la  parallela  a  BC, 
e  sia  F  il  punto  in  cui  essa  incontra  la  ME.  [250]. 

Ed  ora,  se  confrontiamo  i  triangoli  AMF,  CME, 
troviamo  che  hanno  AM^  MC;  eguali  gli  angoli 
in  .¥;  ed  eguali  gli  angoli  FAM,  ECM,  perchè  al- 
terni, fatti  dalle  parallele  AF,  BC  con  la  trasversale 
A  C.  Per  conseguenza  [154]  i  due  triangoli  sono  egua- 
li, ed  quindi  il  triangolo  ABC  &  equivalente  [310]  al 
rombo  ^-B -E  i^. 

Infine,  qualunque  rombo,  che  abbia  base  uguale 
a  BE  ed  altezza  eguale  ad  AD,  è  equivalente  [319]  al 
rombo  jl/f£^,  e  quindi  [315]  anche  al  triangolo^^C. 

9'i9,  Teor,  Due  triangoli,  che  abbiano  basi  eguali 
ed  eguali  altezze,  sono  equivalenti. 

Dilli,  Infatti,  poiché  due  rombi,  che  abbiano 
basi  metà  di  quelle  dei  triangoli,  ed  altezze  eguali  a 
quelle  dei  triangoli,  sono  equivalenti  [319],  ed  i 
triangoli  sono  equivalenti  ai  due  rombi  [321],  anche  t 
triangoli  sono  equivalenti  tra  loro  [315], 

3S3.  pHstiilato  dell' e  qui  valenti  a.  Una  parte 
d'una  superficie  non  può  essere  equivalente  all'intera 
superficie  {*}. 

{*)  In  altre  parole  :  una  superficie  e  una  parte  di  essa 
non  si  possono  dividere  in  parti  rispettivamente  uguali.  L'e- 
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384.  'feor.  Se  due  triangoli  sono  equivalenti  ed 
Jianno  basì  eguali,  essi  hanno  eguali  anche  le  corri- 
spondenti altezze. 

Bli».  I  triangoli  ABC,  TjEF sÌ3.no  equivalenti, 

esmBC^EF. 

A  ^        Dico  che  anche 

/l\  y'      '        ^  altezze  corri- 

/  ;      \  ^^~"'/"5«"     spendenti  AK, 

j    i         \  ./         \  /     i         Z*^  sono  eguali. 

B      ir e      i"' %-—t'  Supponiamo 

che  non  siano  e- 
guali.  Una  delle  due  sarà  la  maggiore;  tale  sia  la  DK, 
e  sia  MK  ^  AH.  Si  tiri  per  31  la  parallela  ad  SF,  e 
sia  N  il  punto  dove  essa  incontra  [250]  il  lato  D  E.  Si 
tiri  FN. 

I  triangoli  ABC,  ^EF^  poiché  hanno  hasi  ed 
altezze  rispettivamente  uguali,  sono  equivalenti  [322], 
Ma  perchè  anche  DE  Fé  equivalente  ad  .4  B  C,  i  trian- 
goli DEF,  NEF  sono  equivalenti  [315]  tra  loro. 
Ciò  è  contrario  al  postulato  dell'equivalenza  [323]; 
epperò  resta  provato  che  è  AH  ^  D K. 

S8S.  Teor.  Il  luogo  dei  vertici  dei  triangoli,  che 
sono  equivalenti  ad  un  triangolo  dato  ed  hanno  con 
questo  un  lato  in  comune,  è  formato  dalle  rette  paral- 
lele a  codesto  lato  e  che  hanno  da  esso  distanza  uguale 
all'altezza  corrispondente  a  questo  lato  (*)• 
videnza  di  questo  postulato  risulta  da  questa  riflessione,  che  : 
se  una  parte  di  una  superficie  potesse  essere  equivalente  al- 
l'intera, dividendo  la  parte  convenientemente  e  sommando  le 
parti  convenientemente,  si  potrebbe  riprodurre  l'intera  superfi- 
cie. E  ciò  è  assurdo,  perchè  una  parte  d' una  superficie  finita 
non  può  essere  tanto  estesa  quanto  Vintf-a  superficie. 

(*)  Per  brevità  sì  tralascia  di  avvertire  che  non  apparten- 
gono a!  luogo  i  due  vertici  comuni  ai  triangoli. 
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Uinii.  Infatti,  ogni  triangolo,  che  abbia  la  base 
in  comune  col  dato  e  il  vertice  opposto  sopra  una 
delle  parallele,  è  equivalente  al  triangolo  dato  [322]. 
Ed  ogni  triangolo,  che  sia  equivalente  ai  dato  ed 
abbia  con  qui^sto  quel  lato  in  comune,  Ha  il  vertice  op- 
posto a  questo  lato  sopra  una  delle  parallele.  [324, 280]. 
3««.  Un  quadrangolo,  nel  quale  due  lati  oppo- 
sti sono  paralleli,  si  dice  trapezio.  I  lati  paralleli  si 
chiamano  le  ba^i  del  trapezio,  e  la  loro  distanza  è 
detta  altezza  del  trapezio, 

3»3.  Teor.  Un  trapezio  è  equivalente  ad  un  rom- 
bo, che  ha  base  uguale  alla  semisomma  delle  basi  del 
trapezio,  e  la  stessa  altezza  del  trapezio. 

niin.  Sia  il  trapezio  A  BGD. 
Dimezzato  in  E  il  lato  BC\  si  tiri 
/f^  paraìlolamente  ad  ^/).  Con 
ciù  si  ottiene  il  rombo  A  HKD.  E 
poiché    i  triangoli   BEH,    CEK     "  *^       ^ 

hanno  BE  ^  EC,  eguali  gii  angoli  in  E,  ed  eguali 
gli  angoli  HBE,  KCE,  come  alterni,  fatti  dalle 
parallele  BH,  KC  con  la  retta  BC,  essi  sono  [154] 
eguali.  Cosi  è  manifesto  che  il  trapezio  dato  è  equiva- 
lente al  rombo  AHKD. 

Ed  ora,  essendo  KC ^  BH,  abbiamo: 
AB^  DC  =  AB  +  DK-^KC 
=^   AB-^DK^BH 
=z  AH-i^DK 
—  2DK; 
donde  risulta  che  D  K,  base  del  rombo,  è  appunto  la 
semisomma  delle  basi  del  trapezio. 

3»8.  Teur.  Un  poligono  circoscritto  ad  un  cer- 
chio è  equivalente  ad  un  triangolo,  che  ha  base  uguale 
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al  perimetro  del  poligono  e  altezza  uguale  al  raggio 
del  cerchio. 

DIm.  Posti  conseciitu''a  mente  sopra  una  retta  i 
lati  del  poligono,  in  A'ii', /J' C"...,  si  costruisca  poi 
un  triangolo, 


vertice  del  triangolo  coi  punti  A',  B' . 
del  cerchio  coi  vertici  del  poligono  dato.  I!  poligono 
ed  il  triangolo  vengono  divisi  cosi  in  egual  numero  di 
triangoli,  che  sono  rispettivamente  equivalenti  [322], 
come  quelli  che  hanno  base  ed  altezza  [209]  rispet- 
tivamente uguali.  Per  conseguenza  [314J  anche  }X 
poligono  è  equivalente  al  triangolo. 

3S0.  Teor.  Se  per  un  punto  di  una  diagonale  di 
un  rombo  si  tirano  due  rette  rispettivamente  parallele 
ai  lati,  dei  quattro  rombi,  in  cui  il  dato  resta  diviso 
dalle  parallele,  quei  due,  che  non  sono  attraversati 
dalla  diagonale,  sono  equivalenti. 

nini.  Nel  rombo  vl5C/>,  condotta  una  diago- 
nale, ad  es.  la  BZJ,  per  un  punto  E  qualsivoglia  della 
stessa  si  tirino  le  FH,  KL  parallele  rispettivamente 
ai  Iati  AB,  BC.  Codeste  parallele  dividono  il  rombo 
dato  in  quattro  rombi.  Ora  si  tratta  di  dimostrare  che 
i  due  A  KEF,  EHCL  (che  sono  i  due  non  attraver- 
sati dalla  diagonale)  sono  equivalenti. 
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Perciò  si  tirino  Ì  segmenti  KM,  HN  \ 
mente  a  BD\  e  dai  punti  K  eà  H  sì  ealino  sulla  B  D 
]e  perpendicolari  KP,  IIQ. 
Queste  perpendicolari  sono 
eguali,  perchè  nei  triangoli 
rettangoli  KPE,  HQB  le 
ipotenuse  KE,  HE  sono  [268] 
eguali,  e  sono  eguali  [251] 
gliangoli/ir£P,ifiiQ,eome  : 

alterni,  fatti  dalle  parallele 
KE,  BH  con  la  retta  EB  [154]. 

Se  ora  confrontiamo  i  rombi  KEFA  e  KEDM, 
troviamo  elie  sono  [319]  equivalenti,  perchè  hanno  la 
base  KE  comune  e  sono  compresi  tra  le  medesime  pa- 
rallele ^_B,  ^IX). 

Cosi  sono  equivalenti  i  rombi  EHCL,  EHND, 
perchè  hanno  comune  la  base  EH,  e  sono  compresi 
tra  le  medesime  parallele  EH,  DC, 

Ma  i  rombi  KEDM  ed  EHND,  poiché  rispetto 
al  lato  comune  ED  hanno  altezze  uguali  K P,  HQ, 
sono  equivalenti;  quindi  infine  [315]  sono  equiva- 
lenti tra  loro  anche  i  due  rombi  KEFA  ed  EHCL, 


Relazione  tra  i  quadrati  dei  lati  di  un  triangolo. 


330.  Un  quadrato,  che  ha  periato  un  segmento  A  B 
{oppure  un  lato  eguale  al  segmento  AB),  si  accenna 
brevemente  dicendolo:  il  quadrato  di  AB. 

Se  due  lati  consecutivi  di  un  rettangolo  sono 
eguali  rispettivamente  a  due  dati  segmenti  j4S,  CD, 
il  rettangolo  si  accenna  brevemente  [269]  dicendolo  : 
il  rettangolo  dei  segmenti  AB,  CD. 

SSl.  Teorenia  dt  Pitagiora,.  In  ogni  triangolo 


Hosted  by 


Google 


—  195  — 
rettangolo  il  quadralo  dell'ipotenusa  è  equivalente  alla 
somma  dei  quadrati  dei  cateti. 

Bim.  ^ì&ABC  un  triangolo,  rettangolo  in  A. 
Si  costruiscano  sui  Iati  i  tre  quadrati  BE,  AF,  A  L. 
p  Si  vuol  dimostrare  che  il  qua- 

drato BEÒ  equivalente  alla 
somma  dei  quadrati  AF,AL. 
A  tal  fine  si  tiri  per  A  la 
parallela  &  BD,e  siano  M,  N, 
■   P  i  punti  in  cui  essa  incon- 
tra [250]  le  rette  BC,J)E, 
LK.Ii  quadrato  B  E  vien  ta- 
gliato nei  rettangoli  B  N,  ME, 
che  proveremo  esaere  equiva- 
lenti rispettivamente  ai  qua- 
drati LA,AF. 

Si  prolunghi  D  B  fino  ad  incontrare  [250]  in  Q  la 
retta  LK. 

Confrontando  ora  i  triangoli  A  S  Q,  xl£C,  tro- 
viamo che  hanno  i  lati  iC,  BA  eguali,  perchè  lati 
d'im  quadrato;  hanno  eguali,  perchè  retti,  gli  an- 
goli QZ-B,  CAB]  ed  eguali  gli  angoli  LBQ,ABC, 
perchè  complementari  ambidue  dell'angolo  QBA. 
Per  conseguenza  [154]  è  QB  ^  BC,  e  quindi  anche 
QB  =  BD. 

Ora  il  quadrato  ^  B  L  ^  ed  il  rombo  ABQ,P  sono 
equivalenti  [319],  perchè  hanno  comune  la  hase  AB, 
e  sono  compresi  tra  le  stesse  parallele  BA,  LP. 

Ed  i  rombi  QBAP,  BDNM  sono  equivalen- 
ti [319],  perchè  hanno  eguali  le  basi  Q,B,  BD,  e  sono 
compresi  tra  le  stesse  parallele  QD,  PN. 

Per  conseguenza  [315]  Ìl  quadrato  AL  è  equiva- 
lente al  rettangolo  BN. 
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Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  il  quadrato 
AF  è  equivalente  al  rettangolo  ME. 

Quindi  infine  la  somma  dei  quadrati  LA.  AF  è 
equivalente  |317]  alia  sorama  dei  rettangoli  BN,  ME, 
cioè  al  quadrato  BE. 

Altrn  tltm.  Sia  ABC  un  triangolo  rettangolo 
in  A.  Sull'ipotenusa  BC  si  costruisca  il  quadrato 
BCDE;  indi  si  tirino  i  segmenti  Z)^,  EH,  perpendi- 
colari ad  AB,  epperò  [245]  paralleli  a  CA.  Infine  si 
tirino  i  segmenti  CK-,  EL  perpendicolari  a  DF,  ep- 
però [245]  paralleli  ad  A  B.  Cosi  si  ottengono  due  ret- 
tangoli ACKF,  FLEH. 

Ora  i  triangoli  rettangoli 
ABC,  CKD  hanno  eguah  le 
ipotenuse  BC,  CD,  come  lati 
del  quadrato  BC  DE;  ed  hanno 
eguali  gU  angoli  BCA,  DCK, 
perchè  ambidue  complementari 
di  KiC)B\  quindi  [154]  essi 
sono  eguali. 

Analogamente,  i  triangoli  rettangoli  DC K, ED L 
hanno  eguali  le  ipotenuse  CD,  DE,  ed  eguali  gli  an- 
goli KDC,  LED,  perchè  ambidue  complementari  di 
E(D)L;  quindi  sono  [154]  eguah. 

Infine,  i  triaugoU  rettangoli  DEL,  EBHhanììO 
eguali  le  ipotenuse  DE,  EB,  ed  eguali  gli  angoU 
LED,  IIEB,  perchè  ambidue  complementari  di 
B{E)L;  quindi  [154]  sono  eguali. 

In  somma  i  quattro  triangoli  .4  SC,  CDK,  DEL, 
EHB  sono  eguali.  Kd  essendo  CK^  AC,i\  rettan- 
golo ACKF  è  il  quadrato  del  cateto -dO;  ed  essendo 
LE  =  ELI  =  AB,  il  rettangolo  FLEH  k  il  qua- 
drato del  cateto  AB. 
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Ora,  il  quadrato  BCDEè  composto  del  penta- 
gono BCKLE  e  dei  triangoli  CDK,  DLE.  E  l'esa- 
gono ACKLEH  è  composto  dello  stesso  pentagono 
BCKLE  e  dei  triangoli  ABC,  BEH.  Per  conse- 
guenza il  quadrato  BCDE  è  equivalente  all'esagono 
ACKLEH,  cioè  alla  somma  dei  quadrati  ACKF, 
FLEH. 

aa«.  n»».  Dalla  prima  delle  due  precedenti  di- 
mostrazioni, nella  quale  si  è  provato  che  il  quadrato 
i  .^1  è  equivalente  al  rettangolo  BN  e  che  il  quadrato 
AF  è.  equivalente  al  rettangolo  ME,  troviamo  di  po- 
ter enunciare  il  : 

Teor.  Il  quadrato  d' un  cateto  d' un  triangolo 
rettangolo  è  equivalente  al  rettangolo  dell'ipotenusa  e 
della  proiezione  del  cateto  sulV  ipotenusa. 

3S3.  Teor.  In  ogni  triangolo  ottusangolo,  il  qua- 
drato del  lato  opposto  all'angolo  ottuso  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  degli  altri  due  lati,  pia  due 
volte  il  rettangolo  contenuto  da  uno  di  questi  lati  e 
dalla  proiezione  sovr'  esso  dell'altro  lato. 

Dim.  Nel  triangolo  ABC,  l'angolo  in  B  sia  ottu- 

so.  Sopra  uno  dei  lati,  che 

/   \.  contengono   l'angolo   ottuso, 

/  ^.,      ad  es.  sul  lato  BC,  si  cali  la 

/      perpendicolare  A  D  dal  ver- 

/  tice  opposto.  Il  segmento  BD 

(\„^  /  è  la  proiezione  dìAB  su  BC. 

Ora  si  tratta  di  dimostrare 

J        "  che  il  quadrato  di  J.  (7  è  e- 

quìvalente    alla   somma   dei 

'— '^^  quadrati    dei  lati   AB.  BC, 

più  due  volte  il  rettangolo  di  BC,  DB. 

A  tal  fine,  costruiti  i  quadrati  AE,  CH,  AF,  per 
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fisi  conduca  la BA'parallela a  Z> fi,  e  failn  T)L^  T)B, 
si  tiri  L  M,  parallelaniente  a  2>  C.  E  manifesto  che  dei 
quattro  rettangoli,  nei  quali  resta  diviso  il  quadrato 
D  K,  il  rettangolo  DO  è  vn  quadrato  ;  e  cosi  pure  il 
rettangolo  0  K  (e  questo  è  il  quadrato  del  lato  BC); 
e  che  gli  altri  due  sono  i  rettangoli  dei  segmenti 
se, DB. 

Ma  per  il  teorema  di  Pitagora,  applicato  al 
triangolo  rettangolo  ADC,  abbiamo  che  il  quadrato 
di  -4  C  è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  dei  lati 
AD,  BC,  equivalente  adunque  alla  somma  dei  cin- 
que rettangoli  AF,  DO,  BM,  LN,  OK. 

D'altra  parte  per  il  teorema  stesso  d!  Pitaqoea, 
applicato  al  triangolo  .4Z)B,  rettangolo  in  ZJ,  la  somma 
dei  quadrati  dei  lati  AD,  DB  è  equivalente  al  qua- 
drato del  lato  A  B.  Quindi  infine  il  quadrato  di  ^  C  è 
equivalente  alla  somma  de!  quadrato  di  A  B,  del  qua- 
drato OK  (che  è  il  quadrato  di  5 C)  e  dei  due  ret- 
tangoli BM,  LN,  che,  come  si  è  visto,  sono  appunto 
i  rettangoli  dei  segmenti  BC,  D  B. 

334,  Osservando,  nella  figura  del  paragrafo  pre- 
cedente, il  quadrato  del  segmento  DC,  il  quale  seg- 
mento si  può  ora  supporre  diviso  comunque  nel  punto 
B ,  troviamo  di  poter  enunciare  generalmente  il  : 

Teor.  //  quadralo  della  somma  di  due  segmenti 
è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  delle  parti, 
pia  due  volte  il  rettangolo  delle  parti. 

335.  lienima.  Il  quadrato  della  differenza  tra 
due  segmenti,  aumentata  del  doppio  rettangolo  dei 
segmenti  stessi,  è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati 
dei  due  segmenti. 

DIhi.  Siano  AB,  BC  due  segmenti  qualisivo- 
gliano  ;  ^  C  è  la  loro  differenza.  Si  costruiscano  i  tre 
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quadrati  ABDE,  BCKL,  ACFN,  e  poi  sì  prolun- 
ghi NF  in  M.  È  chiaro  che  i  due 
rettangoli  EM,  FL  sono  i  rettan- 
goli dei  due  segmenti  AB,  fìC.  Ed 
è  pur  manifesto  che  l'intera  figura 
è  ad  un  tempo  la  somma  del  qua- 
drato A  F  e  dei  rettangoli  E  3/,  FL, 
e  la  somma  dei  quadrati  AD,  KB. 
33G.  Teor.  In  ogni  triangolo,  il  quadrato  del 
lato  opposto  ad  un  angolo  acuto,  aumentato  fiel  doppio 
del  rettangolo  di  uno  dei  lati  che  contengono  l'angolo 
acuto  e  della  proiezione  sovr'esso  dell'altro  lato,  è 
equivalente  alla  somma  dei  quadrati  degli  altri  due 
lati. 

nini.  Sia  ABC  xm  triangolo  qualunque  ;  e  l'an- 
golo in  B  sia  acuto.  Sopra  uno  dei  lati  che  conten- 
gono questo  angolo,  ad  es.  sul  lato  ^.S,  si  cali  la  per- 
pendicolare dal  vertice  opposto.  Il  segmento  BD  è 
la  proiezione  del  lato  BC  su!  lato  AB.  Ora  si  vuol 
dimostrare  che  la  somma  del  quadrato  di  AC  e  del 
doppio  rettangolo  di  AB ,  BD  è  equivalente  alla 
somma  dei  quadrati  ài  AB,  BC. 

Caso  1°.  lì  piede  della  perpendicolare  cade  sul 
lato.  In  questo  caso  AD  èia,  differenza  dei  due  seg- 
menti AB,BD.  Epperò  [335]  il  quadrato  di  AB, 
aumentato  del  doppio  rettangolo  Ai  AB,  BD,  è  equi- 
C  valente  alla   somma    dei   qua- 

drati di  AB,  BD.  Aggiun- 
gendo d'ambe  le  parti  il  qua- 
drato di  CD,  si  ottengono 
risultati  equivalenti.  Ma  per  il 
teorema  pitagorico,  ]^  somma 
dei  quadrati  di  A  D  e  DC  è  equivalente  al  quadrato 
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di  ^C;  e  la  somma  dei  quadrati  di  BD  e  DC  è 
equivalente  al  quadrato  di  B  C.  Quindi  infine  il  qua- 
drato di  AC,  aumentato  del  doppio  rettangolo  di 
AB,  BD,  è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  di 
AB,BC. 

Cano  2°,  E  secondo  caso  avviene,  quando  il  piede 
della  perpendicolare  cade  sul  ^ 
prolungamento  del  lato.  Questa 
volta  ^  Z)  è  la  differenza  dei 
segmenti  BD  %  AB-,  ma  da  tal 
punto  in  poi  la  dimostrazione 
procede  letteralmente  come  per 
il  primo  caso. 

Problemi. 

as».  Probi.  Costruire  un  triangolo  che  sia  equi- 
valente ad  un  triangolo  dato,  e  nel  quale  un'altezza 
sia  eguale  a  un  dato  segmento. 

KiHol.  Sia  ^  fi  C  un  triangolo  dato,  ed  a  un  dato 
segmento.  SÌ  tratta  di  costruire  un  triangolo,  che  sia 
equivalente  al  triangolo  ABC,  e,  nei  quale  una  delle 
altezze  sia  eguale  al  segmento  a . 

Posto  il  segmento  dato  «  in 
DE,  perpendicolarmente  a  un 
lato  de!  triangolo,  si  tiri  per  E 
la  .E F  parallela  a  fìC;  poi  sì 
prolunghi  CA  (oBA)  fino  ad 
incontrare  [250]  la  FÉ  in  F  f).  "  -^  "  "■ 
Quindi,  unito  F  con  B,  si  tiri  per  A  la  parallela  ad 

(■*!  Quando  il  segmento  DE  è  minore  dell'altezza  calata 
da  ^  su  B C,  la  retta  FÉ  taglia  i  lati  AB,  AG,  epperò  in  tal 
gaso  non  oocorre  prolungarne  alcuno. 
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FB,  e  sia  H  il  punto  dove  essa  incontra  [250]  BC. 
Si  tiri  infine  FH.  11  triangolo  i^//C  sodisfa  le  con- 
dizioni del  problema. 

Dlm.  Intanto  la  perpendicolare,  che  si  calasse 
da  F  sul  Iato  opposto  CTI,  sarebbe  [276]  uguale  ad 
E D  6  quindi  al  segmento  a.  Il  triangolo  FIIC  ba 
dunque  un'  altezza,  che  è  uguale  al  segmento  dato. 

Osserviamo  poi  che  i  triangoli  HA  F,  HA  B  sono 
costruiti  sulla  stessa  base  HA,  ed  hanno  i  vertici, 
opposti  alla  base  comune,  sopra  una.  retta  parallela 
alla  base  stessa;  perciò  essi  sono  [322]  equivalenti. 
Aggiungendo  ad  essi  il  triangolo  HA  C,  si  ottengo- 
no [314]  risultati  equivalenti;  e  questi  sono  appunto, 
una  volta  il  triangolo  CHF,  l'altra  il  triangolo 
dato  ABC. 

S38.  Probi.  Co.vij'MìVe  un  triangolo  che  sia  somma 
di  più  triangoli  dati. 

Rlsol.  Si  trasformino  i  triangoli  dati  [337]  in 
altrettanti  ad  essi  rispettivamente  equivalenti  e  che 
abbiano  tutti  una  stessa  altezza.  Costruendo  poi  un 
tiiangolo,  che  abbia  base  uguale  alla  somma  deUe 
basi  dei  nuovi  triangoli  e  la  altezza  relativa  eguale 
alla  loro  altezza  comune,  si  ha  un  triangolo  che  è 
t^omma  dei  triangoli  dati. 

nini.  Infatti  il  triangolo  ottenuto  si  può  dividere 
in  triangoli  rispettivamente  equivalenti  [322,315]  ai 
triangoli  dati. 

330.  Probi.  C'ostruire  un  triangolo,  che  sia  equi- 
valente ad  un  poligono  dato. 

Risol.  Si  dividerà  il  poligono  in  triangoli,  in  un 
modo  qualunque  ;  poi  si  costruirà  un  triangolo  che  sia 
somma  di  qiielli  che  compongono  il  dato  poligono 
[338]  ;  desso  sodisfa  al  problema.  Se  poi  il  poligono 
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dato  è  convesso,  per  trovare   un   triangolo  ad  i 
equivalente,  ^i  può  operare  come  segue. 

Sia  A BCDEF  il  po- 
ligono dato.  Scelti  tre  ver-  ,,si 
ticì  successivi  qualunque, 
ad  6S.  i  tre  D,  E,  F,  si  tiri 
la  diagonale  Di^,  e  poi  per 
E  la,  EM  parallela  a,  DF. 
Indi  si  prolunghi  AF  { op- 
pure CD)  fino  ad  incontrare  [250]  la  E 31  hi  X.  In- 
fine si  tiri  il  segmento  DN. 

Ed  ora,  se  consideriamo  i  triangoli  D  FÉ  e  DFN, 
troviamo  che  sono  equivalenti,  perchè  hanno  comune 
la  base  D  F  e  sono  compresi  tra  le  medesime  paral- 
lele Di'',  Eilf. 

Ora  è  palese  che  il  poligono  A  BCDEF  ed  il 
poligono  ABCDKsoQo  equivalenti.  Infatti,  essi  sono 
composti,  il  primo  del  poligono  A  B  CD  F  e  del  trian- 
golo FDE,  il  secondo  del  poligono  ABCDF  e  del 
triangolo  l'I)  A\  [314]. 

Il  poligono  ABC DK liz.  poi  un  Iato  di  meno  del 
primitivo,  perchè,  a  formarne  il  contorno,  insieme  con 
la  parte  che  ha  in  comune  col  dato,  invece  dei  lati  .DÌ?, 
EF,  abbiamo  i  segmenti  DN ,  NF;  e  quest'ultimo, 
essendo  per  diritto  con  FA,  forma  con  FA  un  lato  solo. 

Operando  sul  poligono  ABCDN^  come  per  il 
poligono  dato,  si  otterrà  un  poligono  equivalente  al 
poligono  ABCDN,  e  quindi  [315]  anche  al  primiti- 
vo, e  che  avrà  due  lati  di  meno  di  questo  poligono. 
Seguitando  a  bastanza,  si  perverrà  in  fine  ad  un 
triangolo. 

34H.  Probi,  Costruire  un  quadrato  che  sia  equi- 
valente ad  un  poligono  dato. 
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Risai.  Noi  sappiamo  [339J  eostruire  un  trian- 
golo equivalente  ad  un  poligono  dato.  Abbiamo  poi 
veduto  [321]  che  un  triangolo  è  equivalente  ad  un 
rombo  che  ha  base  uguale  alla  metà  di  quella  del 
triangolo  e  altezza  uguale  a  quella  del  triangolo. 
Sappiamo  [320]  anche  costruire  un  rettangolo  equi- 
valente ad  un  rombo  qualunque.  Dimodoché  possia- 
mo dire  [315]  di  saper  costruire  un  rettangolo  che 
sia  equivalente  ad  un  poligono  dato.  Pertanto,  affine 
di  poter  dire  di  saper  costruire  un  quadrato  equiva- 
lente a  un  dato  poligono,  ci  resta  solo  da  imparare  a 
costruire  un  quadrato  equivalente  ad  un  rettangolo 
dato. 

Sia  adunque  un  rettangolo  AB  CD.  Sul  lato 
AB,  che  è  maggiore  di  AD,  si  faccia  AF  ^  AD. 
Quindi,  con  diametro  AB,  si  descriva  mezzo  cerchio, 
e,  tirata  per  F  la  perpendico- 
lare ad  A  B,  fino  ad  incontrare 
il  cerchio  [97]  in  H,  si  tiri  AH. 
Il  quadrato  Ai  AH  è  equiva- 
lente al  rettangolo  dato. 

Dim.  Si  tiri  HB  e  kì  os- 
servi che  l'angolo  5// j1,  perchè 
iscritto  in  mezzo  cerchio,  è 
retto  [296].  Allora  nel  triangolo  rettangolo  AHB, 
poiché  AF è  la  proiezione  del  cateto  -4 i? sull'ipote- 
nusa AB,  il  quadrato  ài  AH  k  equivalente  [332]  al 
rettangolo  ài  AB,  AF,  cioè  al  rettangolo  ABCD. 

sii.  Probi.  Dividere  un  segmento  dato  in  modo 
che  il  quadrato  di  una  parte  sia  equivalente  al  rettan- 
golo dell'intero  segmento  e  dell'altra  parte. 

Risol.  Sia  AB  iy  segmento  dato.  Costruito  il 
quadrato  ABCD,  diviso  AD  per  metà  iu  E,  e  pro- 
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ItiDgato  i>.4,  si  faccia  E F^  EB,  e  poi  AH^  AF. 
In  H\\  segmento  dato  resta  di- 
viso nel  modo  richiesto,  e  per 
l'appunto  in  modo  che  il  qua- 
drato della  parte  AH  è  equiva- 
lente al  rettangolo  dell'  intero 
segmento  e  dell'altra  parte  BH. 

Dim.  Per  la  dimostrazinne 
si  tiri  DU,  e  si  prolunghi  questo 
segmento  fino  ad  incontrare  [250] 
in  li  la  retta  JìC;  poi  si  unisca 
F  con  M,  e  si  conduca  per  JI  la 
KL  parallelamente  ad  FB. 

Confrontando  i  triangoli  AHD,  AFB,  troviamo 
che  hanno  :  AH^AF,  AB^AB,  e  gli  angoli  in 
^1  eguali,  perchè  retti;  quindi  [149jè-4(Z))^=^(S)i^. 
Ma  A(B)F  è  complementare  di  B(F)A;  quindi  an- 
che A{B)H  è  complementare  di  B{F)A.  Per  con- 
seguenza [258]  l'angolo  B  NF,  che  insieme  con  i  due 
testé  accennati  forma  i  tre  angoli  del  triangolo  FNB, 
è  retto,  ossia  le  rette  F B,  DM  sono  perpendicolari 
tra  loro. 

Confrontando  ora  i  triangoli  BNM,  BNO,  tro- 
viamo che  sono  rettangoli  in  J\',  che  hanno  il  ca- 
teto 5  A' comune,  ed  eguali  gli  angoli  KBM,  OBN^ 
perchè  ambidue  eguali  all'  angolo  BFA.  (  I  due 
N{B)  M,  B{F}  A  sono  eguali,  come  aitemi,  fatti  dalle 
parallele  MB,  FA  con  la  retta  FB.  E  i  due  0  {B)N, 
B(F)A  sono  eguali,  come  angoli  alla  base  nel  triangolo 
isoscele  EBE).  Per  conseguenza  [154]  è  BM^  BO, 
eB{M)O^M{0)B. 

Ma  i  due  angoli  j¥OB,  B.lfO  sono  eguali,  il  primo 
all'angolo  DOK,  e  il  secondo  all'angolo  EDO  (que- 
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sti  due  come  alterni,  fatti  dalle  parallele  MC,  FD  con 
la  retta  DM).  Anolie  i  due  angoìi  D  0 E ^  E D 0  sono 
dunque  uguali,  epperò  è  ED  ^  EO.  Ma  per  costru- 
zione è  ED  ^  AE,  quindi  è  anche  EO  ^  AE. 

Ed  essendo  tutto  EB  =  EF  ed  EO  =  E  A,  è 
OB^  AF.  Ma  superiormente  abbiamo  trovato  es- 
sere OB  ^  BM,  quindi  è  anche  AF^  BM.E  per- 
chè questi  segmenti,  oltre  che  uguali,  sono  anche  pa- 
ralleli, anche  [274]  FM è  parallela  ad  AB. 

Il  quadrangolo  FM  CD  è  dunque  un  rombo  -jDHM 
ne  è  una  diagonale.  E  poiché  per  il  punto  H  sono  con- 
dotte duo  rette  rispettivamente  parallele  ai  lati  dei 
rombo,  i  due  rombi  FH,  //C'sono  equivalenti.  Ma  il 
primo  non  è  altro  che  il  quadrato  del  segmento  A  H, 
e  il  secondo  è  il  rettangolo  dei  segmenti  B//,  AB 
(perchè  è  AB  ^  i-C);  dunque  il  segmento  dato  è  nel 
punto  H  diviso  veramente  nel  modo  richiesto. 

348.  Quella  parte  di  un  segmento,  il  cui  quadrato 
è  equivalente  al  rettangolo  dell'intero  segmento  e 
dell'altra  parte,  si  dice  la  parte  aurea  del  segmento. 
Tagliare  un  segmento  nel  modo  predetto  si  dice  divi- 
dere il  segmento  in  sezione  aurea. 

313.  Probi.  Costruire  un  angolo,  che  sia  la  quinta 
parte  di  due  retti. 

Klsol.  Preso  un  segmento  A  B  qualsivoglia,  lo  si 
divida  in  sezione  aurea.  Sia  C  il  punto  di  divisione, 
ed  .4  C  la  parte  aurea.  Quindi,  sulla  parte  minore  CB, 
presa  come  base,  si  costruisca  [104]  un  triangolo  iso- 
scele BCD,  i  cui  lati  eguali  i)C,  i)B  siano  eguali 
ad  A  C.  Poi  si  conduca  A  D.  L'angolo  DABkila,  quinta 
parte  di  due  retti. 

lUm.  Per  la  dimostrazione  si  cali  da  D  la  per- 
pendicolare sulla  base  C B,  la  quale  resta  cosi  dimez- 
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zata  in  E.  Poi,  costruito  il  quadrato  ABFff,  e  fatto 
AK^  AC,  BÌ  tiri  KAI  paralle- 
lamente a,à  AB,  e  poi  per  C  !a 
CL  parallela  ad  AH. 

Osserviamo  anzitutto  che  CK 
è  un  quadrato,  e  che  il  rettan- 
golo KF,  perchè  è  : 

KM  =  AB  e   KH=BC\ 
è  il  rettangolo  dei  segmenti  AB, 
BC.  Esso  è  dunque  equivalente 
al  quadrato  di  j4  C,  cioè  al  qua- 
drato CK. 

Ed  ora,  poiché  l'angolo  DCB,  come  angolo  alla 
base  nel  triangolo  isoscele  DCB,  è  acuto,  l'adiacente 
A{C)D  è  ottuso.  Dal  triangolo  ottusangolo  ACD 
abbiamo  [333]  che  il  quadrato  Ai  AD  h  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  dijlC,  CD,  più  il  doppiO' 
rettangolo  di  A  C,  CE.  Ma  il  quadrato  di  CD  è  uguale 
a  quello  di  A  C,  epperò  è  equivalente  al  rettangolo 
lo  KF;  e  perchè  è  CE^  EB,  il  doppio  rettangolo  di 
A  C,  CE  è  equivalente  al  rettangolo  di  A  C,  CB,  ossia 
al  rettangolo  CM.  Pertanto  il  quadrato  di  AD  è  equi- 
valente a!  quadrato  AF,  e  per  conseguenza  [323]  è 
AD  =  AB.  (*). 

Ora  dobbiamo  considerare  i  due  triangoli  isosceli 
ABD,  DBC.  Poiché  questi  hanno  l'angolo  ABD  irt 
comune,  e  questo  è  in  ciascuno  dei  triangoli  uno  degli 
angoli  alla  base,  anche  gli  angoli  DAB,  BDC,  che 
sono  quelli  opposti  alle   basi,  sono   eguali  tra  loro. 

(*)  Se  i  lati  dei  due  quadrati  non  fossero  eguali,  uno  dei 
quadrati  sarebbe  uguale  ad  una  parte  dell'altro,  e  sarebbe  al- 
lora una  parte  di  uoa  superficie  equivalente  all'intera  super- 
ficie. E  ciò  non  può  essere.  [323], 
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D'altra  parte,  poiché  nel  triangolo  ACD  è  AC^  CD, 
è  anche  C{D)A^D(A)C.  Nel  triangolo  isoscele 
ADB  l'angolo  ED  A,  alla  base,  è  dunque  doppio  del- 
l'angolo iJj'liJ,  opposto  alla  base.  Per  conseguenza 
DAB  è  la  quinta  parte  deUa  somma  degli  angoli  del 
triangolo;  epperò  esso  è  appunto  un  quinto  di  due 
retti. 

Superfìcie  non  equivalenti. 

S-**.  Dei*,  Per  esprimere  che  una  superficie  A  è 
equivalente  ad  una  parte  di  un'altra  superficie  B  (*), 
diremo  che  la  superficie  A  è  minore  della^,  od  anche 
che  questa  è  maggiore  della  A. 

Per  signiiìcare  che  una  superficie  A  è  maggiore 
d'un'altra  B,  scriveremo:  A'>   B,  oppure  B  <^  A. 

349.  Teof.  Se  una  superficie  è  minore  di  un'al- 
tra, essa  non  può  essere  equivalente  né  alla  seconda, 
né  ad  una  superficie  che  sia  maggiore  della  seconda. 

Diin.  La  superficie  A  sia  minore  della  superfi- 
cie B,  e  questa  sia  minore  di  una  terza  C.  Dico  che  A 
non  può  essere  equivalente  né  alia  B  ne  alla  C. 

Sappiamo  intanto  che  dire  che  A  è  minore  di  B 
è  quanto  dire  [344]  che  A  è  equivalente  ad  una  parte 
di  B.  Chiamiamo  A'  questa  parte.  Ora,  essendo  A^A', 
se  fosse  A^=  B,  sarebbe  [315]  anche  A'  ^=  B,  e  ciò 
contro  il  postulato  dell'equivalenza  [323],  il  quale 
dice  che  una  parte  di  una  superficie  non  può  essere 
equivalente  all'  intera  superficie. 

Per  la  seconda  parte  del  teorema,  basta  osser- 

(*)  Dovremmo  aggiungere:  o  alla  somma  di  alquante 
parti  della  B.  Ma  per  brevità  diremo  parte  d'una  supeifl- 
oie  anche  l'insieme  eli  alquante  sue  parti. 
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vare  che,  esHenJo  la  superficie  A  equivalente  ad  una 
parte  della  if  e  la  J5  equivalente  ad  una  parte  della  C, 
la  J.  è  anche  eqiiivalente  ad  una  parte  della  C  (*); 
epperò,  ricondotti  al  caso  precedente,  conchindiamo 
che  essa  non  pni>  essere  equivalente  alla  C. 

3ie.  Cor.  Baie  due  superfìcie,  se  ha  luogo  uno 
dei  casi  seguenti,  cioè  :  che  una  sia  minore,  equivalente 
o  maggiore  dell'altra,  non  può  aver  luogo  nessuno  de- 
gli altri  due  casi.  (**). 

34f .  Toop.  Due  poligoni  qualunque  o  sono  equi- 
valenti, 0  l'imo  è  maggiore  o  minore  dell'altro. 

Dilli.  Siano  A  e  B  due  poligoni  dati.  Trasformia- 
moli in  due  triangoli  A'  e  B'  d'uguale  altezza  [339, 
337],  e  chiamiamo  «  e  ^  le  basi  dei  due  triangoli. 

Se  le  basi  «,  fi  sono  eguali,  i  triangoli  A',  B  '  sono 
equivalenti,  e  quindi  [315]  sono  equivalenti  anche  i 
poligoni  dati. 

Se  le  basi  «,  fi  non  sono  eguali,  e  sia,  ad  es., 
«  <  j5,  in  tal  caso  il  triangolo  A'  è  equivalente  ad 
una  parte  del  triangolo  B' \  quindi  h  A'  <.  B'  ed 
anche  A  <  B,  come  d.  d. 


(*)  Lasciamo  allo  studioso  di  chiarire  codesta  a; 
e  consimili  del  seguito.  Ciò  si  farà  imaginando  costruzioni 
analoghe  a  quoUe  accennate  nel  §313;  ma,  noi  caso  presen- 
te, basta  osservare  che,  poickè,  dividendo  A  couvenientemente 
e  disponendo  convenientemente  le  parti,  sì  può  ottenere  nna 
parte  A'  della  B,  e  così  dalla  B  si  può  ottenere  una  parte 
della  G,  la  parte  A'  della  B,  e  ciuindi  anote  la  A  sono  equiva- 
lenti ad  una  parte  della  C. 

{**)  Si  badi  che,  date  due  superficie,  può  non  aver  luogo 
nessuno  dai  tre  casi.  Ad  es.,  confrontando  un  ijuadrato  con 
la  superficie  d'una  sfera,  ai  trova  che  nessuna,  parte  del  qua- 
drato non  può  essere  uguale  a  nessuna  parte  della  superficie 
della  sfera,  epperò  che  ecc.  [310,344]. 
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Differenza  Ira  due  poligoni. 

348,  llef.  Se  una  superfìcie  A  è  maggiore  d'un  al- 
tra B,  la  parte  che  rimane  della  A,  quando  si  sop- 
prima quella  sua  parte  che  è  equivalente  alla  B,  si 
dice  differenza  tra  la  A  eia  B. 

31».  Teor,  Se  due  triangoli  sono  equivalenti,  ed 
hanno  due  altezze  uguali,  hanno  eguali  anche  le  basi 
corrispondenti. 

Illm.  I  triangoli  ABC,  DEF siano  equivalenti, 
e  in  essi  siano  eguali  le  altezze  AH,  D K.  Dico  che  le 
basi  BC,  Bissone  eguali. 

Se  non  sono  eguali,  una 
delle  due  sarà  la  maggio- 
re ;  tale  sia  la  BC,  e  sia 
5Z,  =  Si'"'.  Si  tirici. 

lixmngoW  ABI,  DEF, 
perchè  hanno  basi  ed  al- 
tezze rispettivamente  uguali,  sono  equivalenti  [322], 
Ma,  per  ipotesi,  anche  il  triangolo  ^BC  e  equivalente 
al  triangolo  i>£S.  Quindi  [315]  i  due  triangoli  ABL, 
ABC  sono  equivalenti  tra  loro.  Ma  ciò  non  può  es- 
aere [323],  perchè  uno  è  una  parte  dell'altro.  Con- 
chiudiamo che  è  appunto  BC ^  EF. 

350.  Teor.  Sottraendo  da  poligoni  equivalenti 
poligoni  equivalenti,  si  ottengono  resti  equivalenti. 

llini.  Siano  M,  N,  P,  Q,  quattro  poligoni.  Sia 
M  =  XeP=Q;  sia  M>  P,e  quindi  anche  A' >  Q. 
Chiamiamo  fi  la  parte  del  poligono  M,  che  rimane  se 
si  toglie  quella  sua  parte  che  è  equivalente  a  B  [344]; 
e  chiamiamo  Sia  parte  del  poligono  N,  che  rimane 
se  si  toglie  quella  sua  parte  che  è  equivalente  a  Q. 
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Si  tratta  di  provare  che  i  poligoni  li  ed  S  sono  equi- 
valenti (*). 

Trasformiamo  i  poligoni  P,  Q,  R,  S  in  quattro 
triangoli  P',  Q',  R'\  S"  d'uguale  altezza.  Si  prolun- 
ghino le  basi  BC,  EF,  dei  triangoli  P',  Q,',  di  seg- 
menti CH,  F K  eguali  alle  basi  dei  triangoli  R",  S", 
6  si  tirino  J  H  &  DK.  I  nuovi  triangoli  R\  S',  perchè 
equivalenti  [322)  rispettivamente  ai  triangoli  E",  S", 
sono  [315]  equivalenti  anche  ai  poligoni  A'  ed  S. 

Ora,  essendo 
P=:Q,egliè[3l5] 
anche  I"  =^  Q'.  E 
poiché  questi  due 
triangoli  equiva- 
lenti hanno  egua- 
le altezza,  egli  è 
[349]   BC  =   EF. 

Cosi,  perchè  i  triangoli  ABH,  DEK  i,ono  equi- 
valenti [317]  rispettivamente  ai  poligoni  equivalenti 
M,  X,  anch'  essi  sono  equivalenti  tra  loro.  Ma  hanno 
eguale  altezza;  quindi  è  B TI  ^  E K. 

Ed  ora,  essendo  BH=EKìì  BC^E F,  egli  è 
CII^  FK.  Per  conseguenza  [322]  i  triangoli  R\  S' 
sono  equivalenti,  epperò  [315]  sono  equivalenti  an- 
che i  poligoni  R  ed  S,  come  d.  d. 

Superficie  multiple  e  summultiple. 

35f .  nef.  Una  superficie  A  si  dice  multipla,  se- 
condo  il  numero  intero  m,  di  un'altra  B,  e  questa  si 

(*|  E  ed  S  potrebbero  essere,  ano  od  entrambi,  l' insieme 
di  poligoni  separati.  Questa  circostanza  non  altera  la  dimo- 
strazione. [S39,  338]. 
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dice summìiUijpìa  della  A  secondo  il  numero  m,  se  lasu- 
perficie  A  è  la  somma  di  m  superficie  equivalenti  alla  B. 

Una  superficie  è  multipla  e  summultipla  di  se 
stessa  secondo  il  numero  uno. 

3S9.  Teop.  tie  due  superficie  sono  equivalenti, 
tali  sono  due  loro  equimultipli  qualisivogliano. 

Uim.  Sappiamo  infatti  che,  sommando  a  super- 
fìcie equivalenti  superficie  equivalenti,  si  ottengono 
risultati  equivalenti,  [317]. 

353.  Teop.  -Se  due  poligoni  non  sono  equivalenti, 
e  si  fanno  due  loro  equimultipli  qualisivogliano,  il  mul- 
tiplo del  maggiore  è  maggiore  del  multiplo  del  minore. 

Dim.  Se  di\6  poligoni  non  sono  equivalenti,  uno 
dei  due  è  maggiore  dell'altro  |347].  Sia  A  '>  B.  Fac- 
ciamo dei  due  poligoni  due  loro  equimultipli  secondo 
il  numero  m.  Dico  essere: 

mA  >  mB. 

Infatti,  per  l'ipotesi  [344],  in  ciascuna  delle  m 
parti  che  compongono  il  poligono  mA  e' è  una  parte 
equivalente  ad  una  delle  m  parti  che  compongono  il 
poligono  m B.  lì  poligono  mB  è  dunque  equivalente 
ad  una  parte  del  poligono  m  A,  come  d.  d.  [344]. 

351.  Cor.  l".  Due  poligoni,  equisummultipU  di 
due  poligoni  equivalenti,  sono  equivalenti. 

Infatti,  se  i  due  sbmmultipli  non  fossero  equi- 
valenti [347],  non  sarebbero  equivalenti  [353]  nean- 
che i  poligoni  dati. 

3AA.  Cor.  »".  Se  due  poligoni  sono  equisummul- 
tipU di  due  poligoni  non  equivalenti,  il  summultiplo 
del  minore  è  minore  del  summultiplo  del  maggiore. 

Infatti,  se  esso  fosse  equivalente  o  maggiore  [346], 
il  primo  poligono  sarebbe  equivalente  o  maggiore  del- 
l'altro [352,  353],  contro  l' ipotesi. 
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aae.  Os».  Per  trovare  un  summultiplo  secondo 
un  numero  dato  n  di  un  poligono  dato,  basta  trasfor- 
mare il  poligono  in  un  triangolo,  dividere  un  lato  del 
triangolo  in  n  parti  uguali,  e  unire  i  punti  di  divi- 
sione col  vertice  opposto.  Oosl  il  triangolo  vien  di- 
viso in  w  parti  eq^uivalenti  [322].  Una  di  queste  è  un 
summultiplo  secondo  il  numero  n  del  triangolo,  e 
quindi  anche  del  poligono  dato.  [313]. 

Esercizi. 

Avverlenzu.  Gli  esercizi  dal  501  al  548  si  dimostreranno 
senza  far  uso  del  teorema  del  §  350. 

501,  Dimosti-are  il  teorema  del  §  319  riducendo  il  caso  ge- 
nerale al  primo  caso,  e  questo  movendo  sulla  sua  retta 
una  di  quelle  basi  dei  rombi  dati,  che  è  opposta  alla 
base  comune.  [315]. 

602.  Rendere  manifesta  l'equivalenza  [312J  delle  parti  in  cui 
un  triangolo  è  diviso  da  una  sua  mediana.  (Per  il  pnato 
di  mezzo  del  lato  dimezzato  si  tirino  due  parallele  agli 
altri,  due  Iati). 

503.  Dimostrare,  fondandosi  sul  precedente  esercizio,  elie  un 
triangolo  è  equivalente  ad  un  rettangolo  d'egual  base  e 
di  metà  altezza.  (Per  il  caso  cbe  il  piede  dell'  altezza  sìa 
sul  prolungamento  della  base,  ci  eì  riconduce  ad  uno  de- 
gli altri  due  casi  mediante  l'esercizio  precedente.  [315]). 

504.  Dimostrare  il  terzo  caso  dell'  esercizio  precedente,  mo- 
vendo il  vertice  del  triangolo,  invece  della  base;  e  cia- 
scuna volta  d'un  segmento  aguale  alla  base. 

506.  Si  dimostri  il  teorema  329  i adipendentemente  da  ogni 
teorem.a  del  capitolo,  nell'ipotesi  però  cbe  i  due  segmenti 
DE,  EB  siano  multipli  d'uno  etesso  terzo  segmento. 

507.  Dimostrare  che  in  un  triangolo  rettangolo  il  quadrato 
dell'  altezza  relativa  all'  ipotenusa  è  equivalente  al  ret- 
tangolo delle  proiezioni  dei  cateti  sull'ipotenusa.  [329]. 

508.  Dimostrare  che  un  trapezio  è  equivalente  ad  un  triangolo 
che  ha  la  base  uguale  alla  somma  delle  basi  de!  trapezio  e 
la  etessa  altezza  del  trapezio. 
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509.  Se  sui  lati  di  un  triangolo  si  costruiscono  tre  quadrati,  e 
si  naiscono  le  estremità  dei  lati  dei  quadrati  uscenti  da 
uno  etesso  vertice  del  triangolo  dato,  si  formano  tre 
triangoli  equivalenti  al  triangolo  dato. 

510.  Se  per  i  vertici  di  un  quadrangolo  si  tirano  delle  paral- 
lele alle  diagonali,  si  ottiene  un  rombo,  che  è  doppio  del 
quadrangolo  dato. 

511.  Se  due  quadrangoli  hanno  diagonali  rispettivamente 
uguali  ed  egualmente  inclinate,  essi  sono  equivalenti. 
[510,  269]. 

512.  Se  un  punto,  preso  nell'  interno  di  un  rombo,  viene  unito 
coi  vertici,  0  rombo  resta  diviso  in  quattro  triangoli  tali 
che  la  somma  di  due  opposti  è  equivalente  alla  somma 
degli  altri  due. 

5 1 3.  Unendo  le  estremità  di  uno  dei  lati  concorrenti  di  un  tra- 
pezio col  punto  di  mezzo  del  lato  opposto,  ai  ottiene  nn 
triangolo,  che  è  equivalente  alla  metà  del  trapezio.  (Si 
tiri  una  parallela....). 

5 1 4.  Qualunque  retta,  che  passi  per  il  pnnto  di  mezzo  del  seg- 
mento che  unisce  i  punti  di  mezzo  dei  lati  paralleli  di  un 
trapezio,  e  tagli  i  lati  paralleli,  divide  i!  trapezio  in  due 
parti  equivalenti. 

515.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  tagliano  ad  angoli 
retti,  la  somma  dei  qnadrati  di  dae  lati  opposti  è  equiva- 
lente alla  somma  dei  quadrati  degli  altri  due.  [iìSll- 

516.  Il  rettangolo  dei  cateti  d'un  triangolo  rettangolo  È  equi- 
valente al  rettangolo  dell'  ipotenusa  e  dell'  altezza  calata 
suir  ipotenusa. 

517.  Dimostrare  il  teorema  di  PITAGORA  confrontandoli  ret- 
tangolo SNeà  il  quadrato  i.^  (ci  si  riferisce  alla  figura 
della  pagina  195)  coi  triangoli  LBC,ABD. 

518.  Se  si  unisce  il  vertice  di  un  angolo  acuto  di  un  triangolo 
rettangolo  con  un  punto  del  cateto  opposto,  la  somma  dei 
quadrati  del  segmento  tirato  e  del  cateto  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  dell'ipotenusa  e  del  segmento 
de!  cateto  che  è  dalla  parte  dell'angolo  retto. 

519.  Il  quadrato  dell'altezza  di  un  triangolo  equilatero  è  tri- 
plo del  quadrato  della  metà  del  lato,  [331]. 

520.  In  un  triangolo  rettangolo  il  quadrato  della  mediana,  ti- 
rata ad  un  cateto,  e  il  triplo  del  quadrato  della  metà  del 
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cateto  stesso  fanno  una  aomma  equivalente  al  quadrato 
dell'  ipotenusa. 

52 1.  Due  triangoli  ABC,  DEF,  rettangoli  in  iì  ed  in  E,  hanno 
eguali  anche  gli  angoli  in  ^  e  in  D.  Dimostrare,  mediante 
il  teorema  329,  che  il  rettangolo  dei  lati  AB,  EFh  equi- 
valente al  rettangolo  dei  lati  BC,  DE. 

522.  Se  da  una  estremità  della  base  di  un  triangolo  isoscele  si 
cala  ia  perpendicolare  sol  lato  opposto,  il  doppio  rettan- 
golo, contenuto  da  questo  lato  e  dal  segmento  adiacente 
alla  base,  è  equivalente  al  q^uadrato  della  base. 

523.  Trovare  la  somma  di  più  quadrati  dati. 

824.  Trasformare  un  triangolo  dato  in  un  triangolo  iso.scele  di 
data  base,  o  in  un  triangolo  rettangolo  di  data  base. 

525.  Trasformare  un  triangolo  in  un  triangolo  isoscele,  nel 
quale  il  lato  aia  eguale  ad  un  segmento  dato.  (Prima  si 
trasformerà  il  triangolo  in  un  altro,  Ìl  quale  abbia  un  lato 
egnale  al  dato  segmento  ). 

526.  Trasformare  un  triangolo  in  uno  isoscele  di  data  altezza. 

527.  Trasformare  un  triangolo  in  una  losanga,  nella  quale  uno 
dei  lati  sia  uno  dei  lati  del  triangolo. 

528.  Trasformare  un  triangolo  in  un  altro,  che  abbia  un  lato 
sopra  una  retta  data,  e  un  vertice  in  un  vertice  del  trian- 
golo dato. 

529.  Costruire  un  triangolo,  che  sia  equivalente  a  un  trian" 
golo  dato  e  i  cui  vertici  cadano  rispettivamente  su  tre 
rette  date. 

530.  Dimezzare  un  rombo  con  una  retta  parallela  a  una  retta 

531.  Trasformare  un  rombo  in  un  altro  nel  quale  un  lato  sia 

eguale  a  un  segmento  dato.  (  SÌ  osservi  la  figura  del  §  329, 
e  si  supponga  che  A  E  sia  il  rombo  dato,  ed  EH  il  dato 
segmento  ). 

532.  ProluQgare  un  segmento  dato  di  tanto  che  il  rettangolo 
contenuto  dal  segmento  prolungato  e  dal  segmento  dato 
aia  equivalente  a  un  quadrato  dato.  [531]. 

533.  Dividere  un  triangolo  in  due  parti  equivalenti  con  una 
retta  tirata  da  un  punto  dato  sopra  un  lato.  (  Si  unisce  il 
punto  col  vertice  opposto,  e  si  tira  da  questo  vertice  la 
mediana,  ecc.). 

534.  Dividere  un  triangolo  in  tre  parti  equivalenti  eoa  rette 
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uscenti  da  un  punto  dato  sopra  uniate.  (Si  coniintia  divi- 
dendo questo  lato  in  tre  parti  eguali). 

535.  Dividere  un  triangolo  in  tre  parti  equivalenti  e  ciò  con 
segmenti  tirati  al  contorno  del  triangolo  da  un  punto 
dato  nell'  iutemo  del  triangolo.  (Si  comincia  trasformando 
il  triangolo  in  uno,  che  abbia  un  vertice  nel  ponto  dato  e 
un  lato  sopra  uno  dei  lati  del  triangolo  dato), 

536.  Dividero  nn  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  le  due 
estreme  siano  eguali  e  la  somma  dei  loro  quadrati  sia 
equivalente  al  quadrato  della  media.  (  Si  coroiiicia  co- 
struendo due  angoli  coi  vertici  nelle  estremità  del  seg- 
mento, e  che  siano  ciascuno  un  quarto  di  un  retto). 

537.  In  un  rettangolo  ^BCI>  si  tiri  .d£  ad  un  punto  Ì'di  CD, 
e  poi  JÌP  perpendicolare  ad  4  £^  Si  provi  che  il  rettangolo 
dato  è  equivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  AE,  BF. 
(Si  tiri  per  E  un  segmento  i^Jf  perpendicolare  ad  ^£ed 
uguale  a  BF.  Facilmente  si  prova  che  il  triangolo  AEB 
è  equivalente  al  triangolo  AEH). 

538.  Se  sopra  due  lati^lB,  ^C  di  un  triangolo  qualunque  si 
costruiscono  due  romhi  ad  arbitrio,  e  poi  si  prolungano 
quei  lati  dei  rombi  che  sono  opposti  rispettivamente  ad 
AB,  AC,  fino  a  che  s'incontrino  in  D,  la  somma  dei  dae 
rombi  è  equivalente  a  un  rombo  un  cui  lato  sia  BC,  e  un 
altro  lato  sia  eguale  e  parallelo  ad  AD.  (Teorema  di 
Pappo). 

539.  Se  un  segmento  è  diviso  in  parti  eguali  ed  in  parti  disu- 
guali, il  rettangolo  delle  parti  disuguali  eil  quadrato  del 
segmento,  che  ha  i  termini  nei  punti  di  divisione,  danno 
una  somma  equivalente  al  quadrato  della  metà  del  seg- 
mento dato. 

540.  8e  un  segmento  è  diviso  in  parti  eguali  e  in  parti  disu- 
guali, la  somma  dei  quadrati  delle  parti  disuguali  è  dop- 
pia della  somma  dei  quadrati  costruiti,  uno  sulla  metà  del 
segmento  dato,  1'  altro  sul  segmento  che  ha  i  termini  nei 
punti  di  divisione.  (Costruiti  i  quadrati  delie  parti  disu- 
guali, si  dimezzi  la  differenza  dei  lati,  e  si  osservi  che  la 
aemidifferenza  è  appunto  uguale  al  segmento,  che  ha  i 
termini  nei  punti  di  divisione.  Per  il  punto  di  mezzo  della 
semidifferenza  si  tiri  la  parallela  al  segmento  dato,  e  per  il 
punto  di  mezzo  dello  stesso  la  perpendicolare  ad  esso,  ecc.). 
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54 1.  Se  una  corda  PA  Q  taglia  un  diametro  di  un  cerchio  in  un 

punto  A,  e  forma  con  questo  un  angolo  semiretto,  la 
somma  dei  quadrati  dei  segmenti  PA,  AQ  li  equivalente 
al  doppio  del  quadrato  del  raggio.  [187, 540]. 

542.  Se  due  corde  di  un  cerchio  si  tagliano  ad  angolo  retto,  la 
somma  dei  quadrati  dei  quattro  segmenti,  in  cui  sono  di- 
vise, è  equivalente  al  quadrato  del  diametro.  [1S7-  540]. 

543.  La  somma  dei  quadrati  di  due  corde,  che  si  tagliano  ad 
angolo  retto,  aumentata  del  quadruplo  del  quadrato  della 
distanza  fra  il  centro  e  il  punto  d'intersezione  delle  due 
corde,  è  equivalente  ad  otto  volte  il  quadrato  del  rag- 
gio. [334,  540, 539]. 

544.  Se  nn  angolo  di  un  triangolo  è  quattro  terzi  di  un  retto, 
il  quadrato  del  tato  opposto  è  equivalente  alia  sonimadei 
quadrati  degli  altri  due  lati,  aumentata  del  rettangolo  dei 
lati  stessi,  [333]. 

545.  Se  si  tira  una  tangente  a  un  cerchio,  la  parte  di  questa, 
compresa  tra  duetangenti  condotte  al  cerchio  per  le  estre- 
mità di  un  diametro  qualsivoglia,  è  divisa  dal  punto  di 
contatto  in  modo  che  il  rettangolo  dei  due  segmenti  è 
equivalente  al  quadrato  del  raggio.  [507], 

546.  Per  E,  punto  di  mezzo  della  diagonale  DD  di  un  qua- 
drangolo ABCD,  si  conduca  F£7/ parallela  ad  AU.  Mo- 
strare che  FC  divide  il  quadrangolo  in  due  parti  equi- 
valenti. 

547.  ABCD  è  un  rettangolo,  JE  un  punto  qualunque  in  se,  ed 
Fin  D C.  Dimostrare  che  H  rettangolo  dato  è  equivalente 
alla  somma  di  due  volte  il  triangolo  AEF,  e  del  rettan- 
golo dei  segmenti  BE,  DF.  (Per  E  si  conduca  la  paral- 
lela ad  4  7?,  e  siano  H  e  Ki  punti  dove  incontra  ,AÌ),  AF. 
Per  K  si  tiri  la  parallela  aàAD,e  siano  M  ed  Ni  punti 
dove  incontra  ilati  JjB,  Z>C';  inflnesi  tiri  per  Pia  J'i  pa- 
rallela a  DA  fino  ad  incontrare  jIZÌ  ini.  Facilmente  si 
prova  che  MC  è  doppio  di^£'J^.Poi  [329]  UL^AK,  ecc.). 

548.  lu  ogni  triangolo  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze 

del  centro  del  cerchio  iscritto  dai  vertici  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  dei  lalti,  più  il  triplo  del  quadrato 
del  semiperimetro.  (  Si  hadi  che  ciascun  vertice  dista 
egualmente  da  dae  pnnti  di  contatto). 

549.  Un  quadrangolo  viene  diviso  in  quattro  parti  equivalenti 
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dai  segmenti,  che  uijiacono  ì  punti  medi  dei  lati  col  punto 
d'incontro  delle  parallelo  condotte  a  ciascuna  diagonale 
per  il  punto  medio  dell'altra.  (Unendo  il  punto  medio  dì 
un  lato  con  qaello  di  me^zo  di  nna  diagonale,  ei  ottiene 
nn  triangolo  che  è  la  quarta  parte  di  nno  di  quelli,  in  coi 
il  quadrangolo  è  tagliato  dalla  diagonale  stessa,  [322]. 

550.  Se  due  triangoli  hanno  basi  ed  altezze  rispettivamente 
uguali,  e  si  tirano  due  corde  parallele  alle  basi  ed  egual- 
mente distanti  dallo  basi  stesse,  le  due  corde  sono  eguali. 
{ Ind  ire  t  tamente  ). 

551.  Di  tutti  i  triangoli,  che  hanno  due  lati  rispettivamente 
uguali,  quello,  in  cui  l'angolo  compreso  è  retto,  ha  la  mas- 
sima superficie. 

552.  Le  mediane  di  na  triangolo  dividono  il  triangolo  in  sei 
parti  equivalenti. 

553.  Dei  quattro  triangoli,  in  cui  un  trapezio  resta  tagliato 
delle  due  diagonali,  i  due,  che  hanno  per  lati  i  Iati  non 
paralleli,  sono  equivalenti. 

554.  In  un  triangolo  ogni  corda  parallela  ad  un  lato  è  dimez- 
zata dalla  corrispondente  mediana.  (Indirettamente). 

555.  Secondo  che  il  quadrato  del  Iato  di  un  triangolo  è  mag- 
giore, equivalente  o  minore  della  somma  dei  quadrati  de- 
gli altri  due  Iati,  l'angolo  opposto  al  primo  lato  è  ottuso, 
retto,  od  acuto.  (Indirettamente), 

556.  Se  il  quadrato  di  una  altezza  di  un  triangolo  è  equiva- 
lente al  rettangolo  dei  segmenti  in  cai  il  piede  dell'altezza 
taglia  il  lato  su  cui  è  calata,  il  triangolo  è  rettangolo. 

557.  Se  sopra  nn  segmento  diviso  in  sezione  aurea  si  costrui- 
sce un  triangolo  rettangolo  in  modo  che  il  punto  di  divi- 
sione sia  il  piede  della  perpendicolare  calata  sull'ipotenu- 
sa, uno  dei  cateti  è  uguale  al  segmento  aureo. 

558.  Se  da  un  punto  qualunque  si  calano  le  perpendicolari  sui 
lati  di  nn  poligono,  la  somma  dei  quadrati  dei  segmenti 
non  consecutivi  dei  lati  è  equivalente  alla  somma  dei  qua- 
drati degli  altri  segmenti.  (  Quando  nn  punto  di  divisione 
è  sul  prolungamento  di  un  lato,  per  segmenti  del  lato  s'in- 
tendono le  distanze  comprese  fra  i  termini  del  lato  e  il 
punto  di  divisione). 

559.  In  un  triangolo  isoscele  ABC,  se  ai  congiunge  il  ver- 
tice A  con  un  punto  D  della  base,  la  diiferenza  dei  qua- 
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drati  di  AB,  AD  è  equivalente  al  rettangolo  dì  BD, 
DC.  [336;. 

560.  8e  il  vertice  dell'  angolo  retto  di  un  triangolo  rettangolo 
sì  unisce  coipertici  opposti  de!  quadrato  descrìtto  sull'i- 
poteanaa,  la  differenza  dei  qnadrati  dei  due  segmenti  è 
equivalente  alla  differenza  dei  quadrati  dei  cateti. 

561.  Dati  due  quadrati,  costruirne  uno  che  sia  equivalente  alla 

562.  Costruire  un  quadrato,  che  sia  la  n.esima  parte  di  un  qua- 
drato dato. 

563.  Dividere  un  segmento  in  due  parti,  tali  che  il  rettangolo 
di  queste  sia  equivalente  a  un  quadrato  dato.  Come  si  do- 
vrehhe  dividere  il  segmento,  se  si  volesse  che  il  rettan- 
golo fosse  il  più  grande  possibile  ?  |507]. 

564.  Trasformare  un  triangolo  dato  in  un  triangolo  isoscele  e 
rettangolo.  [340]. 

565.  Per  un  punto,  dato  nell'interno  dì  un  angolo,  tirare  una 
corda  in  modo  che  il  triangolo  risultante  abbia  la  piìi  pic- 
cola superficie  possibile.  (Bisogna  tirare  la  corda,  che  è 
bisecata  dal  punto  dato). 

566.  Dimostrare  che  fra  i  triangoli,  ohe  si  possono  costruire 
sulla  stessa  base,  e  nei  quali  la  somma  degli  altri  due  lati 
è  uguale  a  un  segmento  dato,  l'isoscele  ha  la  massima 
superficie.  (Costruito  l'isoscele,  e  tirata  per  il  vertice  la 
parallela  alla  base,  si  osserverà  [64]  ohe  qualsivoglia  al- 
tro triangolo,  il  quale,  avendo  la  base  stessa,  avesse  il  ver- 
tice sulla  parallela,  avrebbe  maggior  perimetro  dell'  iso- 

567.  La  differenza  di  due  quadrati  è  equivalente  al  rettangolo 
contenuto  dalla  somma  e  dalla  differenza  dei  lati  dei  qua- 
drati dati.  (Si  ponga  il  quadrato  minore  sul  maggiore 
e  m  modo  che  i  due  quadrati  abbiano  un  angolo  connine). 

568.  Dimostrare  che  la  somma  di  due  qnadrati  non  è  mai  mi- 
nore del  doppio  rettangolo  dei  lati  dei  quadrati.  (Si  potrà 
dare  ai  quadrati  la  stessa  disposizione  che  nell'esercizio 
precedente.  Cosi  si  trova  anche  l'eccesso,  quando  uno  ce 

569.  Se  due  cerchi  eguali  si  toccano  esternamente  in  A,  e  sì 
conducono  per  ì  centri  0,  0',  e  da  una  stessa  banda  della 
O*^'-  due  raggi  OS,  0' B' paralleli,  e  preso  BB'  com^ 
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diametro,  si  descrive  mezzo  cerchio  esternamente  ai  cer- 
chi dati,  la  supai-fìcie  (drepanoide),  compresa  dal  detto 
mezzo  cerchio  e  dagli  archi  BA,  AB',  è  eq^uivaleate  al 
rombo  OO'B'B. 

570.  Se  due  corde  di  uu  cerchio  si  tagliano,  il  rettangolo  con- 
tennto  dalle  parti  dell'  una  è  equivalente  al  rettangolo  con- 
tenuto dalle  parti  dell'altra.  [187,  539], 

57 1.  Se  due  triangoli  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali, 
e  sono  a,b  due  lati  del  primo  triangolo,  ed  a'  e  6'  i  corri- 
spondenti (opposti  cioè  ad  angoli  rispettivamente  uguali) 
nell'altro  triangolo,  il  rettangolo  dei  segmenti  a  e  6'  è 
equivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  a',  b.  (Si  dispon- 
gano i  triangoli  in  modo  che  gli  angoli  compresi  dai  lati 
considerati  siano  opposti  al  vertice,  e  i  lati  a  e  6'  siano 
per  diritto.  Gli  altri  quattro  vertici  sono  [301]  aopra  uno 
stesso  cerchio.  [570]  ). 

572.  Se  da  un  punto  esterno  ad  un  cerchio  si  conducono  a  c[ue- 
sto  due  secanti,  il  rettangolo  di  nna  secante  e  della  sua 
parte  estema  è  equivalente  al  rettangolo  dell'altra  se- 
cante e  della  sua  parte  esterna.  (Si  tireranno  due  cor- 
de... 295,  571]). 

573.  Se  da  un  punto  esterno  ad  un  cerchio  si  tira  a  questo  una 
tangente  e  una  secante,  U.  quadrato  della  tangente  è  equi- 
valente al  rettangolo  dell'intera  secante  e  della  sua  parte 
esterna.  (Si  unisca  il  punto  di  contatto  coi  punti  dove  la 
secante  incontra  i!  cerchio.  [295,  571]  ). 

574.  Se  l'angolo  al  vertice  di  un  triangolo  isoscele  è  «n  quinto 
di  due  retti,  la  base  del  triangolo  è  ugnale  al  segmento 
aureo  dellato.  (Si  dimezzi  uno  degli  angoli  alla  base.  [57 1]). 

575.  La  parte  minore  di  un  segmento  diviso  in  sezione  aurea  è 
uguale  alla  parte  aurea  del  segmento  maggiore.  [574], 

576.  Costruire  un  segmento,  data  la  ana  parte  aurea  [574, 
575 1,  oppure  data  la  parte  minore. 

577.  Se  più  triangoli  equivalenti  hanno  un  angolo  eguale,  il 
rettangolo  dei  lati,  che  contengono  l' angolo  eguale,  è  co- 
stante. (Si  dispongano  dne  triangoli,  in  modo  che  gli  an- 
goli eguali  siano  opposti  al  vertice.  Se  vi  B  e  CD  sono  i 
lati  opposti,  AUeBD  sono  [317]  parallele.  [57 1]  ). 

578.  Sul  lato  AB  di  un  quadrato  ABVD,  preso  come  diàme- 
tro, e  fuori  del  quadrato,  si  descriva  mezzo  cerchio.  SÌ  uni- 
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sca  nn  punto  E  qualunque  dei  mezao  cerchio  con  C  e  con 
D.  I  segmenti  EC ,  ED  tagliano  A  B  in  due  punti  F,  H  in 
modo  che  il  quadrato  di  FH  è  equivalente  al  rettangolo 
di  j1  J"  ed  HB.  (Teorema,  di  Fbrmat).  (Per  F  e  per 
H  si  tirino  due  perpendicolari  ai  AB  fino  ad  incon- 
trare in  M  ed  in -W  i  segmenti  EA,  EB.  Considerando 
prima  i  triangoli  EAD,EMF,  poi  i  due  EDO,  EFH, 
si  prova  [571]  essere  MF^FH.  Similmente  si  prova 
essere  NH=  FH.  Infine  bisogna  considerare  [571]  i 
triangoli  AFM,  NHB). 

579.  Ricavare  dal  precedente  esercizio  un  altro  modo  per  divi- 
dere un  segmento  in  sezione  aurea.  (  Sia  j1  B  il  doppio  del 
segmento  dato,  e  si  tiri  DE  cosi  che  passi  per  il  centro 
del  cerchio). 

580.  Iscrivere  un  quadrato  in  un  triangolo  dato,  (  Sopra  un 
lato  ed  esternamente  si  costruisca  un  quadrato,  ecc.  La 
dimostrazione  è  analoga  a  quella  dell'esercizio  578). 

581.  In  un  triangolo  qualunque  ogni  corda  paraUela  ad  un  lato 
è  dimezzata  dalla  mediana  corrispondente  al  lato  stes- 
«o.  [5711. 

582.  Dividere  un  segmento  dato  in  due  patti,  in  modo  che  la 
somma  dei  loro  quadrati  sia  la  piò  piccola  possibile.  (Ap- 
plicazione dell'esercizio  540). 

583.  In  nn  triangolo  qualunque  la  somma  dei  quadrati  di  due 
lati  è  doppia  della  somma  del  quadrato  della  metà  del 
terzo  lato  e  del  quadrato  della  mediana  tirata  a  questo 
lato.  (La  mediana  fa  con  la  base  nn  angolo  acuto  ed  uno 
ottuso.  Si  applichino  i  due  teoremi  83S,  836,  e  poi  ai  som- 
mi. Per  il  caso  in  cui  l' altezza  cade  fra  i  termini  de!  lato, 
è  pid  spedito  ricorrere  all'esercizio  540,  ed  aggiungere  il 
doppio  del  quadrato  dell'altezza). 

584.  La  somma  dei  quadrati  dei  Iati  di  un  rombo  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  delle  diagonali.  [583]. 

585.  Se  sopr.a  un  diametro  di  un  cerchio  si  prendono  due  punti 
egualmente  distanti  dal  centro,  la  somma  dei  quadrati 
delle  loro  distanze  da  un  punto  qualunque  del  cerchio  è 
costante.  [583]. 

586.  Trovare  il  luogo  dei  punti  per  i  quali  la  somma  dei  qua- 
drati dei  segmenti,  tirati  da  essi  a  due  punti  dati,  è  equi- 
valente ad  nn  quadrato  dato.  [584,  585]. 
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587.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'altezza  corrispon- 
dente,  e  ia  somma  dei  quadrati  degli  altri  iati.  [586]. 

588.  La  somma  dei  quadrati  dei  segmenti,  che  uniscono  un 
punto,  preso  nell'interno  di  un  quadrato,  coi  vertici  del 
quadrato  stesso,  è  doppia  della  somma  dei  quadrati  delle 
distanze  del  medesimo  punto  dai  lati  del  quadrato.  (Si 
unirà  il  punto  ooipunti  medi  di  duelati  opposti.  [583,540]). 

589.  Se  un  punto,  preso  comunque  neìrinterno  di  un  rettan- 
golo, si  unisce  co'  vertici,  la  som.ma  dei  quadrati  dei  seg- 
menti, tirati  a  due  vertici  opposti,  è  equivalente  alla  som- 
ma dei  quadrati  degli  altri  due.  (Si  unirà  il  punto  eoa 
quello  d'incontro  delie  diagonali.  [583 1). 

590.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  triangolo  è  tripla 
della  somma  dei  quadrati  dei  segmenti,  elie  uniscono  i 
vertici  col  punto  di  concorso  delle  mediane.  [583]. 

59  I.  La  somma  dei  quadrati  delle  diagonali  di  un  quadrangolo 
È  doppia  della  somma  dei  quadrati  dei  due  segmenti,  che 
uniscono  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  opposti.  (Questi  due 
segmenti  sono  le  diagonali  di  un  rombo,  ecc.  [584]  ). 

592.  Se  i  termini  di  una  corda  di  un  cerchio  si  uniscono  con  un 
punto  qualunque  de!  diametro  parallelo  alla  corda,  la 
sorama  dei  quadrati  delle  due  oongiungenti  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  dei  segmenti  del  diam,etro.  (  Si 
imisca  il  punto  del  diametro  col  punto  di  mezzo  della 
coi'da.  [533,  540]  ), 

593.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  quadrangolo  è  equi- 
valente alla  somma  dei  quadrati  delle  diagonali,  aumen- 
tata di  quattro  volte  il  quadrato  del  segmeato  che  unisce 
i  punti  di  mezzo  delle  diagonali.  (  Si  uniscano  due  vertici 
opposti  col  punto  di  mezzo  della  diagonale  degli  altri 
due.  [584]  ). 

594.  La  somma  delle  distanze  dai  lati  di  uà  poligono  equilatero 
di  un.  punto,  preso  nell'interno  del  poligono,  è  costante. 
(Unito  il  punto  coi  vertici,  si  sommino  i  triangoli.  Poiché 
essi  hanno  egual  base,  la  somma  è  equivalente  ad  un 
triangolo,  ecc.). 

595.  Se  0  è  un  punto  qualunque  della  diagonale  BD  di  un 
rombo  A  li  CD ,  o  dei  prolungamento  di  essa,  la  ditì'erenza 
o  la  Borama  dei  triangoli  ÀBO,  ADO  è  equivalente  al 
triangolo  AGO. 
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596.  Se  ai  uniscono  i  vertici  dei  quadrati  costruiti  sui  lati  di 
un  triangolo  rettangolo,  si  ottiene  un  esagono  tale  che 
la  somma  dei  qnadrati  dei  lati  è  equivalente  ad  otto  volte 
il  qaadrato  dell'ipotenusa,  [333]. 

597.  Qualsivoglia  rettangolo  è  equivalente  alla  metà  del  ret- 
tangolo delle  diagonali  dei  quadrati  de'  suoi  lati. 

598.  Dimostrare,  per  il  caso  olle  uno  degli  angoli  acuti  di  un 
triangolo  rettangolo  sia  un  terzo  di  retto,  che,  se  sui  lati 
del  triangolo  si  costruiscono  tre  triangoli  equilateri,  il 
triangolo  dell'  ipotenusa  è  eqnivalente  alla  somma  dei 
quadrati  dei  cateti. 

599.  Luogo  dei  vertici  dei  triangoli  costruiti  sopra  la  stessa 
base  e  nei  quali  la  differenza  tra  i  quadrati  degli  altri  due 
è  equivalente  a  nn  rettangolo  dato.  Si  faccia  un'applica- 
zione risolvendo  il  problema  di  costruire  un  triangolo, 
dato  un  angolo,  il  iato  opposto,  e  la  differenza  dei  qua- 
drati degli  altri  due  Iati. 

600.  Neil'  interno  di  nn  triangolo  è  segnato  an  altro  triangolo. 
Dimezzare,  mediante  due  segmenti,  la  superficie  com- 
presa tra  i  contorni  dei  due  triangoli,  essendo  già  tirato 
uno  dei  due  segmenti  che  risolvono  il  problema. 
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CAPITOLO  iX 
POLIGONI    REGOLARI 


3*9.  Nel  presente  capitolo  si  tratta  della  costru- 
zione di  qaei  poligoni  regolari,  ne' quali  il  numero 
dei  Iati  è  uno  di  seguenti  :  ìi,  4,  5,  15,  oppure  un  nu- 
mero che  da  uno  di  questi  si  possa  dedurre  moltipli- 
cando replicatamente  per  2. 

Vedremo  eìie  il  problema  di  costruire  un  poligono 
regolare  si  riduce  a  quello  di  dividere  un  cerchio  qua- 
lunque in  tante  parti  eguali,  quanti  devono  essere  i 
lati  del  poligono. 

358.  Del'.  Una  spezzata  si  dice  iscrìtta  in  un 
arco,  se  ha  i  suoi  vertici  sull'arco  e  le  estremità  nelle 
estremità  dell'arco.  E  l'arco  si  dice  circoscritto  alla 


Una  spezzata  si  dice  circoscritta  a  un  arco,  se  ha 
i  lati  tangenti  all'arco  e  le  estremità  sui  prolunga- 
menti dei  raggi  che  vanno  alle  estremità  dell'  arco. 
E  l'arco  si  dice  iscritto  nella  spezzata. 

Le  due  definizioni  precedenti  comprendono  come 
caso  particolare  quello  in  cui  le  estremità  della  spez- 
zata coincidono;  nel  qual  caso  la  spezzata  è  un  poli- 
gono e  l'arco  è  il  cerchio  intero. 

Per  analogia  comprenderemo  la  corda  di  un  arco 
tra  le  spezzate  iscritte,  e  tra  le  spezzate  circoscritte 
comprenderemo  quel  segmento  di  una  tangente  al- 
l'arco che  ha  le  estremità  sui  prolungamenti  dei  raggi 
tirati  alle  estremità  dell'arco. 

3S9,  Teor.  Se  più  archi  consecutivi  di  uno  stesso 
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cerchio  sono  eguali,  la  spezzata  iscritta,  che  ha  per 
lati  le  corde  di  questi  archi,  è  regolare  ;  e  la  spezzata 
circoscritta,  che  ha  per  vertici  i  punti  (f  incontro  delle 
tangenti  nelle  estremità  di  questi  archi,  è  regolare. 

Uìni.  In  un  cerchio  qualunque  siano  più  archi 
consecutivi  eguali  AB,  BC,  CD  . . . . 

Dico  che  la  spezzata  iscritta  ^1 B  CD ...  è  rego- 
lare ;  e  che  le  tangenti  condotte  per  A,  B,  C,  D...,  in- 
contrandosi (*)  nei  punti  //,  K, 
M,  N... ,  formano  la  spezzata 
circoscritta  HKMN an- 
ch'essa regolare. 

Intanto,  poiché  archi  e- 
guali  sottendono  corde  eguali 
[220],  ilati  AB,  BC,  CD... 
della  spezzata  iscritta  sono  e- 
guali. 

E  perchè  gli  angoli  HA  B, 
ABH,  RBC,  BCK...,  come  iscritti  [293]  in  archi 
eguali,  sono  eguali  [295],  sono  eguali  gh  angoli  CBA, 
DCB,  EDC...,  dacché  ciascuno  forma  due  retti 
preso  insieme  con  due  degli  angoli  considerati.  Cosi 
è  provato  che  la  spezzata  iscritta  è  regolare. 

Ed  ora,  se  consideriamo  i  triangoli  ^B//,  B  CK, 
CD  M...,  troviamo  che  hanno  ilati  AB,BC,  CD...  e 
gli  angoli  adiacenti  rispettivamente  uguali.  Per- 
ciò [154]  anche  gli  angoli  \ìiII,K,M...  sono  eguali;  e 
sono  tutti  eguali  tra  loro  i  iati  AH,  HB,  BK,  KC . ,., 
perchè  due  qualunque  di  essi,  che  appartengano  ad 
uno  stesso  triangolo,  sono  eguali,  come  opposti  ad  an- 

(*)  Poiché  ciascun  arco  è  minore  di  meazo  cerchio,  i  raggi 
tirati  alle  estremità  dell'arco  non  sono  per  diritto,  epperò  le 
tangenti  all'arco  nelle  estremità  si  ÌDCoatrauo.  [256J. 
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goli  eguali  [141].  Quindi  infine  possiamo  conchiudere 
che  i  lati  HK^  KM,  MN . . .  della  spezzata  circoscritta 
sono  eguali;  e  cosi  anche  questa  spezzata  è  regolare. 
3ttO.  TeoF.  Ad  una  spezzata  {o  poligono)  rego- 
lare si  può  circoscrivere  ed  iscrivere  un  cerchio. 

Dilli.  Sia  una  spezzata  regolare  ABCDE... 
Dico  che  si  può  descrivere  un  cerchio  che  passi  per 
tutti  i  vertici  e  per  le  estremità  della  spezzata;  ed 
un  cerchio  che  tocchi  tutti  i  lati. 

Presi  tre  vertici  consecutivi  qualunque,  ad  es.  i 
tre  B,  C,  D,  si  determini  [2811]  il  centro  del  cerchio 
che  passa  per  essi  ;  sia  0  questo  centro,  dimodoché  i 
segmenti  OB,  OC,  OD  sono  eguali.  Si  tiri  OE. 

Anzitutto,  essendo  B{C)±>  ^  C(D)E,  per  dato, 
ed  0{C)D=CiD)0,  perchè  nel  triangolo  OCDè> 
0  Z>  =  OC'[137],  egli  è  anche  B(C)0^0(i))£.  Se 
confrontiamo  i  triangoli  OCB,  OCD,  troviamo  che 
hanno  OC  comune;  OB  =  OD;  &  BC  =  CD  per 
dato.  Per  conseguenza  [161]  egli 
èB{C)0  ~  0{C)i>.  Ma  abbia- 
mo veduto  che  a  questi  angoli 
sono  rispettivamente  ugnali  gli 
angoli  ODC,  CDO;  quindi  an- 
che questi  due  angoli  sono  eguali 
tra  loro.  Ora,  se  confrontiamo  i 
^  triangoli  ODC,  ODE,  troviamo 

che  hanno  OD  comune,  DC  ^  DE  per  ipotesi,  ed 
eguali  gli  angoli  CDO,  ODE;  per  conseguenza  [149] 
è  OC ^  OE;  epperò  il  cerchio,  che  passa  per  B,  C e 
D,  passa  anche  per  E. 

Cosi,  avendo  provato  che  iL  cerchio,  che  passa 
per  tre  vertici  successivi,  passa  anche  per  il  pros- 
simo susseguente,  si  è  provato  che  uno  stesso  cer- 
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chio  passa  per  tutti  i  vertici  e  per  le  estremità  della 


E  perchè,  in  uu  cerchio,  corde  uguali  sono  equi- 
distanti dal  centro,  le  perpendicolari  calate  dal  pun- 
to 0  sui  lati  della  spezzata  sono  tutte  uguali  ed  il 
cerchio  di  centro  0,  e  raggio  eguale  ad  una  delle  per- 
pendicolari, tocca  [^07]  tutti  i  lati  della  spezzata,  cioè 
è  iscritto  in  essa. 

sei.  nef.  Se  una  spezzata  (o  poligono)  è  iscritta 
in  un  cerchio,  il  raggio  di  questo  sì  dice  raggio  della 
spezzata  (o  del  poligono). 

Se  una  spezzata  (o  poligono)  è  circoscritta  ad  un 
cerchio,  il  raggio  di  qiiesto  si  dice  apofema  della  spez- 
iata (o  del  poligono). 

Ogni  spezzata  {o  poligono)  regolare  ha  un  rag- 
gio e  un  apoteroa.  [360, 190]. 

309.  Probi.  Dividere  un  cerchio  dato  in  quattro 
parti  eguali. 

Rl^iol.  Si  tirino  due  diametri  perpendicolari  tra 
loro,  e  il  cerchio  resterà  diviso  in  quattro  parti  eguali, 

Diui.  Intatti  i  due  diametri,  formano  nel  centro 
quattro  angoli  eguali,  e  si  sa  [1961  che  angoli  al  cen- 
tro eguali  comprendono  archi  eguali, 

3B3,  Pfobl.  Dividere  un  cerchio  dato  in  nei  parti 
eguali. 

Riso!.  (Analisi).   Si  sup- 
ponga risoluto  il  problema,  e  JrC^^^^^^"ìl 
che  A^  B,  C,  D,  E,  F,  siano           //     ^^      ''     \\ 

i  punti  di  divisione.  Si  uniscano        vi/ — -IV/ -Se 

questi  punti  col  centro,  e  poi  \\     /   \      // 

ciascuno  col  susseguente.  ^\/         \A^ 

Intanto,  perchè  i  sei  angoU 
al  centro  sono  eguali  [200],  ciascuno  di  essi  è  un  sesto 
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di  quattro  retti,  epperò  anche  un  terzo  di  due  retti. 
Se  ora  consideriamo  uno  qualunque  dei  triangoli,  ad 
e s.  il  triangolo  OAB,  troviamo  che,  poiché  l'angolo 
in  0  è  un  terzo  dì  due  retti,  e  gli  altri  due  angoli  sono 
eguali  [108],  anche  ciascuno  di  questi  è  un  terzo  di 
due  retti  [208].  Essendo  eguali  i  tre  angoli,  il  triango- 
lo è  [141]  equilatero,  e  quindi  è  AB  ^  OA.  In  que- 
sta maniera  si  è  scoperto  che  la  corda,  che  è  sottesa 
da  una  sesta  parte  di  un  cerchio  qualunque,  è  uguale 
al  raggio  del  cerchio  stesso;  e  cosi  [219)  si  ha  un 
modo  facile  per  dividere  un  cerchio  in  sei  parti  eguali. 
9tt4.  Cor.  Il  lato  di  un  esagono  regolare  iscritto 
in  un  cerchio  è  uguale  al  raggio  del  cerchio. 

3G5.  Osa.  Dovendo  dividere  un  cerchio  in  tre 
parti  eguali,  si  divide  il  cerchio  in  sei  parti,  per  la  fa- 
cilità con  cui  ai  può  fare  questa  divisione.  Prescin- 
dendo poi  da  tre  punti  di  divisione,  si  ha  il  cerchio 
diviso  in  tre  parti  eguali. 

Sttfi.  Prolil.  Dividere  un  cerchio  dato  in  dieci 
parti  eguali. 

Rlsol.  (Analisi).  Sia  da  dividere  in  dieci  parti 
uguali  un  cerchio  qualunque  di  centro  0.  Supponia- 
mo che  l'arco  A  B  sia  una  decima  parte  del  cerchio. 
Allora  l'angolo  AOB  k,  un  decimo  di  quattro  retti 
[200],  epperò  anche  un  quinto 
di  due  retti.  Conseguentemen- 
te la  somma  dei  due  angoli 
BAO,  OBA  è  uguale  [258] 
a  quattro  quinti  di  due  retti; 
epperò  ciascuno  di  essi,  perchè 
sono  eguali  [108],  equivale  a, 
due  quinti  di  due  retti.  Quin- 
dimezziamo    con    AC  l'angolo  BAO,  egli  è 
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C{A)0  =  A  {0)  C\  e  per  conseguenza  [141]  è 
OC^C'A.  E  perchè  l'angolo  ACB&  uguale  [257] 
alla  somma  degli  angoli  AOC,  CAD  esso  equivale 
a  due  quinti  di  due  retti  ;  esso  è  qtiindi  uguale  a 
C{B)A,  e  per  conseguenza  è  [141]  AB  ^  AC, 
epperò  anche  AB  ^  OC. 

CaHamo  da  A  la  ^ Z)  perpendicolare  su  CB.  Il 
piede  D  dimezza  CB. 

Dal  triangolo  OCA,  ottusangolo  [138]  in  C,  ab- 
biamo [333]  (*): 
{OAy  =  (OC)^  4-  (CA)^  +  2  OC  ■  CD,  ossia: 

(OB)^  ~  (0(7)2  ^  ^o^j9  _j_  oc  ■  CB. 

Se  costruiamo  su  OS  il  quadrato  OE,  e  fatto 
OH  =  OC,  tiriamo  HK  paraUeia  ad  OS,  e  CM 
parallela  ad  0  F,  in  base  all'ultima  relazione  possiamo 
scrivere:  OE  ~  OM  J^  OM  +  CK,  donde  risulta 
[350]  che  il  quadrato  OM  è  equivalente  al  rettangolo 
HE,  cioè  al  rettangolo  dei  segmenti  0  B,  BC.  II  rag- 
gio OC  è  dunque  diviso  in  C,  in  sezione  aurea  [342], 
e  cosi  possiamo  conchiudere  che  la  corda  della  deci- 
ma parte  di  un  cerchio  è  uguale  alla  parte  aurea  del 
raggio. 

(Sintesi).  Infatti,  se  0  C  è  la  parte  aurea  del  rag- 
gio, e  su  C B  si  costruisce  un  triangolo  isoscele,  i  cui 
lati  eguali  siano  eguali  ad  0  C,  il  segmento  0.4  riesce 
uguale  [343]  ad  05,  dimodoché  il  vertice  A  cade  sul 
cerchio  ;  e  l'angolo  AOB  e  una  quinta  parte  di  due 
retti,  donde  segue  essere  l'arco  A  B  appunto  una  de- 
cima parte  del  cerchio.  [196]. 

(*)  Con  la  notazione  (-iiì)^  rappresenteremo  il  quadrato 
del  segmento  AB\  ^  rappresenteremo  il  rettangolo  dei  seg- 
menti A  B,  CD  eoa  la  notazione  A  B  ■  CD. 


Hosted  by 


Google 


—  229  ~ 
a«*.  Coi*.  Il  lato  del  decagono  regolare  iscritto 
in  un  cerchio  è  uguale  alla  parte  aurea  del  raggio. 

3e8.  Volendo  dividere  un  cerchio  in  cinijue  parti 
uguali,  si  trova  [367]  la  decima  parte  del  cereìiio,  se 
ne  fa  poi  il  doppio  [2I9j,  e  cosi  si  ottiene  una  quinta 
parte  del  cerchio. 

309.  Prubl.  Dividere  un  cerchio  dato  in  quindici 
parti  eguali. 

KIsaI.  Si  tiri  nel  cerchio  dato  una  corda  A  B,  che 
sia  eguale  al  raggio  del  cerchio,  e  poi  un'  altra  corda 
A  C,  che  sia  uguale  alla  parte  au- 
rea del  raggio.  L'arco  CB  è  un» 
quindicesima  parte  del  cerchio. 

Uiiti.  Infatti,  poiché  l'arco 
AB  k.  [364]  una  sesta  parte  del 
cerchio,  cioè  cinque  trentesime 
parti,  e  l'arco  AC  è  un  decimo 
[367],  cioè  tre  trentesime  parti  del  cerchio,  l'arco  CB 
vale  due  trentesime  parti,  cioè  un  quindicesimo  del 
cerchio,  e.  d,  d. 

3?0.  Poiché  si  sa  dimezzare  un  arco  [198],  se  un 
cerchio  è  diviso  in  n  parti  eguali,  si  può  dividerlo  fa- 
cilmente in  2  M  parti,  e  quindi  in  generale  in  qua- 
lunque numero  che  si  possa  mettere  sotto  la  forma 
n  ■  2'",  dove  m  rappresenta  un  numero  intero  qua- 
lunque. 
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CAPITOLO  X 
TEORIA  DELLE  PROPORZIONI 


3?l,  Il  presente  capitolo  è  composto  di  proposi- 
zioni, ognuna  delle  quali  ha  luogo  per  ciascuna  delle 
specie  di  grandezze  geometriche,  che  abbiamo  consi- 
derate finora  ;  si  tratti  di  segmenti  o  di  angoli,  o  di  ar- 
chi d'uno  stesso  cerchio,  oppure  di  poligoni.  Perciò  ne- 
gH  enunciati  e  nelle  dimostrazioni  dei  teoremi,  invece 
di  considerare  grandezze  di  una  determinata  specie, 
parleremo  semplicemente  di  grandezze,  senz'  altro. 

Avvertiamo  che  la  parola  eguale,  quando  si  in- 
tenda parlare  di  poligoni,  viene  usata  in  luogo  della 
parola  equivalente  (*). 

Tutte  le  proposizioni  di  questo  capitolo  si  devono 
considerare  quali  lemmi,  premessi  all'intento  di  non 
esser  costretti  nel  seguito  a  frequenti  digressioni  e 
ripetizioni  (**). 

Grandezze  multiple  e  sum multiple. 

319.  Se  di  due  grandezze  omogenee  A  e  B  l'una 
ai  può  considerare  come  somma  di  m  grandezze  uguali 

{*)  Le  proprietà  delle  grandezze,  che  si  cons  dora  o  nel 
presente  capitolo,  riguardano  l'estensione  delle  grandezze 
geometriche,  non  la  loro  forma. 

(**)  Le  proposizioni  del  presente  capitolo  non  semb  ereb 
fcero,  a  primo  aspetto,  far  corpo  con  le  rimane       del  hb 
perciò  abbiamo  creduta  opportuna  una  giustificazione. 
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all'altra,  si  dirà  che  essa  è  multipla  di  questa  secondo 
il  numero  m,  e  cha  questa  è  summultipla  o  parte  aliquo- 
ta od  anche  misura  della  prima  secondo  quel  numero. 

Tra  i  multipli  di  una  grandezza  ed  anche  tra  ì 
summultipli  si  considera  la  grandezza  atessa. 

8*3.  Per  rappresentare  il  multiplo  della  gran- 
dezza C  secondo  il  numero  m,  useremo  la  scrittura 
mC,  che  leggeremo:  ni  volte  C. 

Per  rappresentare  il  summuHiplo  di  C  secondo  il 

Q 

numero  m,  useremo  la  notazione  — ,  che  leeaeremo: 
m  '  '==' 

un  emmeaimo  di  C. 


ennesimo  di  C,  significherà  la  somma  di  m  grandezze 
eguali  ad  un  n.esimo  di  C. 

s«4.  Le  grandezze  m  A,  mB  si  dicono  equimultiple 
rispettive  delle  grandezze  A&  B  secondo  il  numero  m. 

A      B 

Le  grandezze  — ,  —  si  dicono  equisummultiple 
m      m  *  ^ 

rispettive  ài  A  e  B  secondo  il  numero  m. 

Le  grandezze  m  ^,  m  —  sono  equimultiple,  se- 
condo il  numero  m,  di  equisummultiple,  secondo  il 
numero  n,  delle  grandezze  A  e  B. 

375.  Se  ^  e  iì  sono  due  grandezze  omogenee,  se- 
condo che  è  : 

^   >,    =,    oppure    <   B; 


oppure    <,    m  B, 

B 
oppure    <;    , 
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qualunque  sia,  il  numero  intero  m;  e  reciprocamen- 
te  (•). 

39e.  Teor.  Se  alquante  grandezze  omogenee  sono 
equimuUiple  rispettivamente  di  altrettante  grandezze, 
la  somma  delle  prime  è  multipla  della  somma  delle  se' 
conde,  come  una  delle  prime  è  multipla  della  corri- 
spondente tra  le  seconde. 

nini.  Siano  le  grandezze  omogenee  mA,mB, 
mC ...  equimultiple  rispettive  delle  grandezze  A  ,  B, 
C.  Se  da  ciascuna  delle  prime  prendiamo  una 
della  m  parti  di  cvii  è  composta,  e  sommiamo  que- 
ste parti,  otteniamo  una  somma  uguale  alla  somma 
delle  seconde,  E  poiché  con  le  prime  grandezze  pos- 

{*)  Sulla  ammiasibiliòà  della  presente  proposizione,  quan- 
do essa  sì  riferisca  a  segmenti,  ad  aagoli  o  ad  archi  di  cerchi 
eguali,  noa  facciamo  C[aestione.  Per  il  caso  che  si  tratti  di 
poligoni,  causa  la  definizione  di  equivalenza  che  abbiamo  adot- 
tata [310],  la  proposizione  non  si  può  dire  manifesta  di  per  se 
stessa;  epperò,  per  questo  caso,  ne  abbiamo  data  la  dimostra- 
zione [352,..., 355]. 

Belati vanien te  ai  summultipli  di  grandezze,  de'  quali  si 
parla  continuamente  nel  presente  capitolo,  dobbiamo  notare 
che,  mentre  abbiamo  imparato  a  trovare  un  summultiplo  se- 
condo qualsivoglia  numero  di  un  segmento  [288],  ed  anche  di 
un  poligono  [356],  nel  caso  che  la  grandezza  data  sia  un  an- 
golo, ovvero  un  arco,  allora  sappiamo  trovare  soltanto  quei 
summultipli  che  si  ottengono  dimezzando  replicatamente.  Ma 
non  per  questo  può  sorgere  il  dubbio  che  non  esista  anche  in 
questo  caso  un  summultiplo  secondo  qualsivoglia  numero  ;  ep- 
però possiamo  parlare  ancora  di  summultipli  qualisi vogliano 
ed  anche  di  operazioni  da  fare  con  essi,  fintantoché  queste  ope- 
razioni si  debbano  fare  solo  idealmente,  affine  di  dimostrare 
proprietà  delle  figure.  {Ad  ogni  modo,  basterebbe  sopprimere 
tre  o  quattro  proposizioni  di  tutte  quelle  del  libro,  perchè  qui 
si  potesse  dire  che  i  summultipli  di  cui  si  parla  sono  sempre  di 
segmenti,  o  di  poligoni,  o  di  poliedri). 
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siamo  formare  m  dì  coireste  somme,  senaa  che  poi  d,i 
esse  nulla  rimanga,  la  loro  somma  è  appunto  multipla 
secondo  il  numero  m  della  somma  delle  seconde. 

894.  Teov.  Date  due  grandezze  omogenee  disu- 
guali ed  una  terza  grandezza  omogenea  con  esse,  si 
possono  trovare  due  equimultipìi  delle  prime  grandezze 
e  un  multiplo  della  terza,  tali,  che  questo  sia  maggiore 
dell'uno  e  minore  dell'altro  dei  due  primi. 

lllin.  Siano  A,  B,  C  tre  grandezza  omogenee 
date,  e  sia  ^  >  B,  per  cui  si  può  porre  A=z  B-\-  D. 
Si  prendano  delle  B  g  D  equimultipìi  tali,  che  supe- 
rino ambidue  la  grandezza  C(*};  supponiamo  clie  ab- 
biano questa  proprietà  i  multipli     m  5,  m  D. 


(*)  Koì  ammettiamo,  senz'altro,  che,  date  due  graadezze 
omogenee  fluite,  si  possa  trovare  un  multiplo  della  minore  che 
superi  l'a-ltra  grandezza.  Ad  ogni  roiodo  basta  ammettere  questa 
proposizione  per  i  segmenti,  perchè  si  può  poi  dimostrarla  per 
le  altre  specie  di  grandezze  geometriche.  Proviamo  intanto  ohe 
ha  luogo  per  gli  angoli. 

Siano  dati  due  angoli  disuguali  ABC,  ABD,  amhidne 
acuti.  Da  un  punto  E  qualunque  del  lato  li  C,  si  cali  la  perpen- 
dicolare EF  sw\  lato  S  j1,  e  sia  Hì\  punto  in  ctii  essa  incontra 
OD.  Si  costruiscano  i  segmenti 
^.p  consecutivi  HK,  KL...,  tutti 

eguali  ad  FH,  fino  ad  ottenere 
un  multiplo  di  FU-,  che  superi 
FÉ.  Unendo  il  punto  B  con  i 
punti  K,  L...,  si  ottengono  gli 
angoli  FBH,  HBK,  KBL.... 
ciascuno  dei  quali  è  minore  del 
precedente.  Ad  es. .  per  provare 
che  è  K(B)L  <  H{B)E,  si 
prolunghi  B  K,  e  fatto  KF=  BK,  si  tiri  PL.  Confrontando 
i  triangoli  BKH,  FKL.  si  conchinde  essere: 

}I{II)K=L[P)K,         ed         BB~PL; 
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Si  facciano  poi  di  C  i  multipli  successivi,  e  sia 
nC  il  primo  che  supera  mS,  dimodoché  si  ha: 

{n  —  \)  C    ^    mB         e         C    <    mD. 
Sommando,  membro  a  membro,  le  due  disuguagHan- 
ze,  otteniamo:  nC  <.  mB  -{-mD.  E  perchè  quest'ul- 
tima somma  è  uguale  ad  m  .4 ,  conchiudiamo  [376]  in- 
fine essere  : 

m  B  <.  nC  <.mA,  e.  d.  d, 

ass.  Teor.  i'n. esima  ^ar(c  del  multiplo  secondo 
il  numero  m.  di  una  grandezza  data  è  uguale  al  multi- 
plo secondo  il  numero  m  della  parte  n.esima  della  gran- 
dezza stessa. 

nini.  Sia  A  una  grandezza  data;  si  vuol  provare 
che  è: 


epperó  essendo  [1.60]  lìL  >  BH,  egli  è  BLz>  FL;  e  per 
conseguenza  |140J  K{B)L  <  L(P)K,  e  quindi  anche 
K{B)L  <  II{B)K.  Ed  ora,  poiché  l'angolo  FBH,  preso 
insieme  ad  altri  minori  di  esso  forma  un  angolo  FBN,  che  è 
maggiore  di  ^  B  C,  a  maggior  ragione  esso  darebbe  un  angolo 
maggiore  di  ^  B  C,  quando  fosse  preso  insieme  con  altrettanti 
angoli  eguali  a  se  stesso. 

Se  wno  od  ambidue  gli  angoli  dati  fossero  ottusi,  si  po- 
trebbe dividere  il  maggiore  in  angoli  acuti  e  prendere  un  an- 
golo acuto  qualunque  in  luogo  dell'altro  angolo  dato;  e  cosi 
ci  si  ricondurebbe  al  caso  precedente. 

Dimostrato  il  teorema  per  gli  angoli  si  concbinde  che 
esso  sussiste  anche  per  archi  d' uno  stesso  cerchio,  e  ciò  in  base 
aiteoremil96eim 

Infine,  se  le  grandezze  date  sono  due  poligoni,  basta  tras- 
formarli in  due  triangoli  d' ugnale  altezza  ;  che  poi,  prendendo 
na  multiplo  della  baseminore,tale  che  superi  la  base  dell'altro 
triangolo,  si  trova  corrispondere  ad  esso  un  triangolo  multiplo 
del  minore  dei  due  dati  e  maggiore  dell'altro. 
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Infatti,  poiché,  per  ottenere  una  n.esìma  parte 
della  somma  dì  m  grandezze,  basta  dividere  cia- 
scuna di  queste  grandezze  in  n  parti  uguali,  e  poi 
prendere  una  parte  da  ciascuna,  essendo  m  le  gran- 
dezze, e  le  loro  n.esime  parti  essendo  tutte  uguali,  il 

A 
risultato  è  appunto  ni ,   come  d.  d. 

a*».  Tenr,  Dale  due  grandezze  omogenee  disu- 
guali ed  una  terza  grandezza  omogenea  con  esse,  si 
può  trovare  un  multiplo  d'una  parte  aliquota  della 
terza  grandezza,  il  quale  sia  compreso  tra  le  due  prime. 

■llin.  Siano  A,  B,  C  tre  grandezze  omogenee, 
e  sia  A  >  B.  Dico  che  si  può  trovare  un  multiplo 
d'una  parte  aliquota  della  C,  il  quale  sia  minore  di  A 
e  maggiore  di  B . 

Sappiamo  [377]  che  si  possono  trovare  due  equi- 
multipli  di  A  e  B  che  comprendano  un  multiplo  della 
C.  Siano  mA,  mB  ed  nC  i  multipli  che  sodisfanno 
codesta  condizione.  Allora,  essendo: 
mA  >  nOmB, 
egli  è  [375]  : 

A>    '-^   >     B, 

e  per  conseguenza  [378]  anche: 

A    •>    n—    >    B,  e.  à.  à. 

3SO.  Teor.  Date  due  grandezze  omogenee,  si  può 
trovare  una  parte  aliquota  di  una  di  esse,  che  sia  mi- 
nore dell'altra  grandezza. 

■Vini.  Siano  A,  B  due  grandezze  omogenee.  Se  la 
A  è  uguale  o  minore  della  B,  qualunque  parte  aliquota 
della  .4  (esclusa  nel  primo  caso  la  A)  è  minore  della  B. 
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Ma  sia  ^  >  B.  Si  formi  della  B  un  multiplo  che 
sia  maggiore  della  A  ;  tale  sia  ni  B .  Allora,  essendo  : 
A   <  mB, 

egli  è  [,^75]:  -^  <  /{,  e.  à.  d. 

Definizione  di  proporzione. 

asi.  Diremo  m/sMJ'dì'e  una  grandezza  A  con  un'al- 
tra omogenea  B,  o  dividere  la  grandezza  A  per  la 
grandezza  B,  l'operazione  mediante  la  quale  si  deter- 
mina quante  grandezze  nguali  alla  B  si  possono  rica- 
vare dalla  grandezza  A. 

La  grandezza  A  si  dice  dividendo,  la  B  divisore  ; 
e  il  numero,  che  indica  quante  grandezze  uguali  alla 
B  si  possono  ottenere  dalla  A,  si  chiama  quoziente 
della  divisione  di  A  per  B. 

La  differenza  tra  la  grandezza  ^  e  il  maggior  mul- 
tiplo (Iella  li,  che  non  supera  la  A,  si  dice  il  resto  (della 
divisione)  (*). 

Spesso  si  accenna  un  quoziente  dicendo  che  è  il 
mimerò  il  quale  esprime  quante  volte  il  dividendo 
contiene  il  divisore. 

3SS.  Se,  misurando  una  grandezza  A  con  un 
n.esimo  di  una  grandezza  B,  si  sia  trovato  per  quo- 
ziente il  numero  m,  si  può  scrìvere: 

"■  T-    5    -^  <    (»'  -r  1)  V' 

(*)  Questo  nome  di  7-esto  delia  divisione,  che  si  dà  a  co- 
desta differenza,  è  dovuto  a  ciò  che  il  modo  diretto  per  deter- 
minare un  qroziGDte  è  quello  di  sottrarre  successivamente  il 
divisore,  la  prima  volta  dal  dividendo,  fino  ad  ottenere  un  resto 
minore  del  divisore.  Quest'ultimo  resto  è  appunto  il  resto  della 
divisione. 
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dove  il  segno  d'eguaglianza  si  riferisce  a!  caso  che 
non  ci  sìa  stato  reso  finale. 

353.  Reciprocamente  dall'ultima  limitazione  si 
conoliittde  che  m  è  il  quoziente  che  si  trova  misurando 
A  con  un  n.esimo  della  B. 

354.  Teor.  Se  due  rombi  hanno  eguali  altezze, 
misurando  rispettivamente  tino  dei  rombi  e  la  sua 
base  con  equisummuUipU  qualisivogliano  dell'altro 
rombo  e  della  base  di  questo,  si  ottengono  quozienti 
eguali.  Altrettanto  può  dirsi  per  due  triangoli  d'uguale 
altezza  {*). 

nim.   Siano  ABCD,  EFHK  due  rombi,   nei 
quali,  ove  si  prendano  per  basi  i  lati  AB,  EF,  siano 
eguali  le  altezze.  Dico 
g  K  D         c        "^^^i  misurando  rispet- 

I  ì   i  ì   i  \  I  '   '  I        tivamente  il  rombo  Ji'X 

l  ',   1   \   \  \  !  ì  ®  ^^  ^^^  base  EF  con 

1  1   1   \   \\        /  ''  /  /  equisummultipli   quali- 

f'  '  E      A  '   '  li  sivogiianodelrorabo-4C 

e  della  base  A  B,  si  tro- 
vano necessariamente  quozienti  eguali. 

Si  divida  A  B  in  un  numero  n  arbitrario  di  parti 
eguali  [288],  e  con  una  di  queste  parti  si  misuri  EF. 
Supponiamo  che  sia  m  il  quoziente,  e  che  ci  sia  resto, 
Per  ciascuno  dei  punti  di  divisione  della  base  AB  si 
conduca  una  retta  parallela  ad  ^  X*  ;  e  per  i  punti  di 
divisione  di  EFsì  tirino  delle  parallele  ad  EK.  Cosi 
il  rombo  A  C  resta  diviso  in  n  parti  eguali  [269]  ;  e  il 
rombo  FÉ  in  (m  -j-  1  )  parti,  m  uguali  [269]  tra  loro 

(*)  Si  dimostra  qui  codesto  tecirema,  il  cui  posto  sarebbe 
altrove,  perchè  si  sappia,  quando  si  darà  prossimamente  una 
certa  definizione,  che  esistono  grandezze  a  cui  quella  deflnizio- 
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ed  equivalenti  [319]  alle  parti  di  AC-,  ed  una  (quel 
rombo,  cioè,  che  ha  per  base  il  resto  )  minore  delle  al- 
tre parti,  In  tal  modo  è  reso  manifesto  che,  misurando 
il  rombo  FK  con  Vn.esima  parte  del  rombo  AC,  si 
trova  m  per  quoziente,  per  l'appunto  come  si  è  trovato 
il  quoziente  m  misurando  EF  con  Vn.esima  parte 
dì  AB. 

È  chiaro  che  si  perviene  alla  stessa  conehiusìone 
anche  nel  caso  che  una  e  quindi  ambedue  le  divisioni 
si  compiano  senza  resto  finale. 

Analoga  è  la  dimostrazione  per  due  triangoli 
d'eguale  altezza.  [322]. 

385.  Teor.  Se  quattro  grandezze  sono  tali  che, 
misurando  la  prima  e  la  terza  rispettivamente  con 
equisummultipli  qualisivogliano  della  seconda  e  della 
quarta,  si  trovano  sempre  quozienti  eguali,  due  qua- 
lunque di  così  fatte  dicisioni  lasciano  resto  tutte  e  due, 
0  nessuna. 

Dilli.  Le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D  siano  tali 
che,  misurando  Ae  C  rispettivamente  con  equisum- 
multipU  qualisivogliano  Ai  B  e  D,  si  trovino  necessa- 
riamente quozienti  uguali.  Supponiamo  che,  misu- 
rando A  e  C  rispettivamente  con  n.esime  parti  di  B 
e  D,  si  trovi  il  quoziente  m,  e  che,  se  può  essere,  la 
prima  divisione  dia  un  resto  R,  e  che  l'altra  non  dia 
nessun  resto.  In  questa  supposizione  possiamo  scri- 
vere: 

jI     :::=     m  —  -^r   li,  C    =     m  — ■ 

Dividiamo  ora  la  grandezza  —  in  un  numero^  di 

parti  eguah,  talmente  che  una  di  queste  sia  minore 
del  resto  R.  |380].  È  chiaro  che  una  di  queste  parti 
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è  un  summultiplo  di  B  secondo  il  numero  np,  e  che, 
misurando  con  essa  la  grandezza  A,  si  trova  per  quo- 
ziente almeno  {mp  -\-  1),  appunto  perchè,  essendo 
minore  di  5,  in  codesta  parte  di  A  essa  è  contenuta 
almeno  una  volta. 

Invece,  se  si  misura  C  con ,  si  trova  per  quo- 
ziente mp.                                        ^ 

Essendo  così  pervenuti  ad  un  risultato  contra- 
rio all'  ipotesi,  conchiudiamo  che  non  può  darsi  che 
una  delle  divisioni  dia  resto  e  l'altra  no  ;  e  per  conse- 
guenza si  è  anche  provato  che  le  divisioni  danno  re- 
sto tutte  e  due,  o  nessuna. 

380.  Uef.  Affine  di  esprìmere  che  quattro  gran- 
dezze, prese  hi  un  certo  ordine,  sono  tali,  che,  misu- 
rando la  prima  e  la  tersa  rispettivamente  con  equisum- 
multipli  qualisivogliano  della  seconda  e  della  quarta, 
si  ottengono  quozienti  uguali,  si  dice  che  «  le  quattro 
grandezze  formano  una  proporzione  »  ovvero  che  «  la 
prima  sta  alla  seconda  come  la  terza  sta  alla  quarta  » 
od  anche  che  «  il  rapporto  della  prima  alla  seconda  è 
uguale  al  rapporto  della  terza  alla  quarta  (*j  »  oppure 
che  «  la  prima  e  la  seconda  sono  proporzionali  alla 
terza  e  alla  quarta  »  e  talvolta  che  «  la  prima  e  la 
quarta  sono  inversamente  proporzionali  alla  seconda 
e  alla  terza  ». 

889.  O»  '■.  La  prima  e  la  seconda  di  quattro  gran- 
dezze in  proporzione  sono  necessariamente  omogenee 
tra  loro;  cosi  dicasi  delle  altre  due.  In  casi  particolari 
possono  essere  omogenee  tutte  e  quattro. 

(*)  Alla  parola  rapporto  non  dobbiamo  qui  attribuire  nes- 
sun significato  (numerico).  Dobbiamo  riguardarla  come  adot- 
tata air  unico  scopo  di  formare  una  locuzione  che  si  presti  me- 
glio delle  altre  quattro  ad  esprimere  talune  proposizioni. 
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388.  Per  significare  che  qviattro  grandezze  A,  B, 
C\  D  (prese  nell'ordine  in  cui  sono  nominate,  o  scritte) 
formano  iina  proporzione,  scriveremo  : 
A  :  B  =.  C  :  D, 


B    ^    D' 


oppure  : 

Le  quattro  grandezze  si  dicono  i  termini  della 
proporzione. 

A  e  C tiì  dicono  gli  antecedenti;  B  e  D  i  conse- 
guenti. 

A  ^  D  B\  dicono  gli  estremi;  B  &  C  i  medi. 

Le  due  prime  formano  un  rapporto  e  le  altre  due 
l'altro  rapporto. 

La  grandezza  D  si  dice  talvolta  quarta  propor- 
zionale dopo  le  (rispetto  alle)  grandezze  A,  B,  C. 

Se  in  una  proporzione  la  seconda  grandezza  e  la 
terza  sono  eguali,  ciascuna  si  dice  media  proporzionale 
tra  le  altre  due,  e  l'ultima  si  dice  terza  proporzionale 
dopo  le  altre  due.  E  la  proporzione  si  dice  continua. 

Proprietà  delle  proporzioni. 

38».  Sono  immediate  conseguenze  della  defini- 
zione le  seguenti  proposizioni  : 

1".  In  una  proporzione  si  possono  scamhiare  le 
due  prime  grandezze  rispettitfamente  con  le  altre  due. 

Cosi,  se  A  :  B    .^    C  :  D, 

anche  C  i  D    —    A  :  B. 

2".  Quattro  grandezze,  di  cui  la  prima  sia  eguale 
alla  terza  e  la  seconda  alla  quarta,  formano  una  pro- 
porzione. 
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Cosi,  se  è     A  ~  C    e     B  =  D, 
egli  è  :  A  :  B    =    C  :  D. 

3°.  Se  una  grandezza  è  uguale  ad  uno  dei  termini 
di  una  proporzione,  essa  può  surrogare  codesto  termi- 
ne nella  proporzione. 

4".  Se  un  antecedente  è  m  volte  un  ennesimo  del 
suo  conseguente,  anche  l'altro  antecedente  è  m  volte 
un  ennesimo  del  suo  conseguente. 

a»o.  T«or.  Due  rapporti  eguali  ad  un  terzo  sono 
eguali  tra  loro  (*). 

I>iiii.  Siano  le  proporzioni  : 

A:B  ~  H:K, 

C:D    =  H:K. 

Si  vuol  provare  che  :  A:  B    ^^    C  :  D. 

A  tal  fine,  presi  delle  grandezze  B,DeK  equisum- 
multipli  qualìsivogliano,  ad  es.  le  n.esime  parti,  si  misu- 
rino con  essi  rispettivamente  le  grandezze  A,  Ced  H. 

Ora,  poiché  A:  B  ^=  H  :  K,  il  quoziente  della 
divisione  di  A  per  —  è  uguale  al  quoziente  della  divi- 
sione di  /Tper  ~.  E  perchè  C  :  D  ==:  H  :  K,  anche 
il  quoziente  della  divisione  cìi  (7  per  —  è  uguale  a 
quello  della  divisione  di  H  per  —■,  Per  conseguenza  il 
quoziente  della  divisione  di  A  per  -^  è  uguale  a  quello 
della  divisione  di  C  per  ■—;  epperò  resta  dimostrato 
che  A  :  B  =  C  :  D,  e  in  generale  che  due  ecc. 

391.  Tevp.  Se  2^iù  rapporti  tra  grandezze  omo- 
genee sono  eguali  tra  loro,  la  somma  degli  antecedenti 
sta  alla  somma  dei  conseguenti,  come  uno  degli  ante- 
cedenti sta  al  suo  conseguente. 

(*)  S'intende  dire;  Sa  una  prima  grandezza  sta  ad  una 
seconda  come  una  terza  ad  una  quarta,  cuna  quinta  gran- 
dezza sta  ad  una  sesta  come  la  terza  alla  quarta,  anche  la 
prima  sta  alla  seconda  conte  la  quinta  sta  alla  sesta. 


Hosted  by 


Google 


242  

Diiu,  Siano  i  rapporti  eguali  [390]: 

jLl—  jk—  Jb.—  —  Aa. 

^1    ~     £j     ~    i/3    ~  ■  ■  ■  ■   "    Bp    ■ 

Si  tratta  di  provare  che  : 

^1   +   ^2  +  ^3+    -    ■    ■    +^p       _     J_L 

B,^  JÌ^-^b\+  .  .  .  +B„  ~  B,  ' 
A  questo  intento,  diviso  ciascuno  dei  conseguenti 
in  un  numero  n  arbitrario  di  parti  eguali,  si  misuri 
ciascun  antecedente  con  Vn.esima  parte  del  suo  con- 
seguente. Poiché  i  rapporti  dati  sono  eguali,  i  quo- 
zienti delle  singole  divisioni  sono  tutti  eguali  tra  loro. 
Posto  che  sia  m  il  quoziente  di  ciascuna  divisione, 
ciascun  antecedente  si  può  riguardare  come  composto 
di  m  parti,  eguali  tutte  ad  un  n.esÌmo  del  relativo 
conseguente  ;  più  il  resto,  quando  un  resto  ci  sia. 

Imaginiamo  ora  di  prendere  da  ciascun  conse- 
guente una  delle  parti  di  cui  è  formato,  e  di  comporre 
con  queste  parti  una  nuova  grandezza,  che  chiamere- 
mo H.  E  chiaro  che  di  grandezze  cosi  fatte  con  la 
somma  dei  conseguenti  se  ne  possono  formare  n,  e  che 
nulla  rimane,  dimodoché  H  è  V  n.esima  parte  della 
somma  dei  conseguenti.  Grandezze  uguali  ad  H  con 
la  somma  degli  antecedenti  se  ne  possono  poi  for- 
mare m,  rimanendo  tuttavia  i  resti,  quando  resti  ci 
siano.  Ma  la  somma  dei  resti  è  in  ogni  caso  minore 
di  //,  perchè  i  resti  sono  rispettivamente  minori  di 
quelle  grandezze  che  compongono  //.  Così  possiamo 
conchiudere  che,  misurando  la  somma  degli  antece- 
denti con  Vn.esima  parte  della  somma  dei  conseguenti, 
si  ottiene  m  per  quoziente,  appunto  come  misurando 
un  antecedente  qualunque  con  Vn.esima  parte  del  suo 
conseguente.  In  tal  modo  è  dimostrato  che,  se  più  ecc. 
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3»«.   Cor.  1".  Bue   grandezze   stanno  tra  loro, 
come  due  loro  equimultipli  o  come  due  loro  equisum- 
multiplì  qualisivogliano. 

Diin.  Siano  A  e  B  due  grandezze  omogenee,  ed 
m  un  mimerò  intero  qualunque.  Dico  che  : 

A  :  B    1=    m  A  :  mB, 
e  elle: 

A:B    ^-    A...A.. 

m         ni 
1".  Intanto,  dagli  m  rapporti  eguali  [389,  2"]  : 

A  —  A-A_         _A 

B    ~    B    ~^    B     ~      '  '  '  ^     B' 

per  il  teorema  precedente,  si  ha  : 

A  :  B    ^    mA  :  mB. 
2".  Per  conto  della  seconda  parte  del  teorema,  ba- 
sta osservare  che  le  grandezze  A  e  B  sono  equimulti- 
pli di  -^  ®  "S  '  ^  perciò  (  caso  1°  )  : 

A.  :  JL    ^    A  :  B,  e.  d.  d. 

m         m 

303.  Coi-.  S".  Due  grandezze  stanno  tra  loro, 
come  equimultipli  qualisivogliano  di  loro  equisummul- 
iipli. 

niin.  Infatti,  qualunque  siano  due  grandezze 
omogenee  A  %  B,  e  i  numeri  interi  m  ed  n,  essendo 
[392,  caso  2"]  : 

A:B    =    A,  A, 
n  n 

ed  [392,  caso  r]  : 


anche  [390 1: 

A  :  B 
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394.  Cor,  a".  In  una  proporzione  i  due  primi 

termini,  oppure  i  due  ultimi,  si  possono  surrogare  con 
equimultipli  quaìisivogliano  di  loro  equisummuUipli. 
Dlm.  Sìa  la  proporzione  : 

A:  B    ~    C  :  D, 
ed  m  ed  w  due  numeri  interi  qualunque.  Essendo  [393]  : 

A       j,  AB 

A  :  B    =1^    m  —  :  m  — , 
n  n 

anche  [390]  : 

m  ~  :  m  —    =    C  :  D,  e.  d.  d. 

n  n 

393.  Xeor.  In  una  proporzione  agli  antecedenti, 
od  ai  conseguenti  sì  possono  sostituire  due  loro  equi- 
multipli, 0  due  loro  equisummultipli. 

Dlm.  Sia  la  proporzione: 

A:  B    =    C  :  D. 

1".  Dico  cilie,  qualunque  sia  l' intero  m,  le  quat- 
tro grandezze:  A,  —,  C,  —  sono  in  proporzione. 

Infatti,  perchè  equisummultiph  della  seconda  e 
della  quarta  sono  anche  equisummultipli  ài  B  e  D, 
per  l'ipotesi  essi  sono  contenuti  rispettivamente  uno 
stesso  numero  di  volte  nelle  grandezze  A  e  C.  Adun- 
que [386]: 

A:^^C:—,  e.  d.  d. 

m  m 

2".  Dico  che  anche  le  quattro  grandezze  : 
mA,       B,       mC,       D 
sono  in  proporzione. 

Infatti  dalla  proporzione  data  si  deduce  la  se- 
guente [394] : 

mA  :  mB    ~-    mC  :  mi), 
e  da  questa,  per  il  caso  considerato,  si  couchiude  che: 
mA  :  B    ^    mC  :  D,  e.  d.  d. 
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3°.  Consideriamo  in  terzo  luogo  le  grandezze: 
A,  mB,  C,  mD, 
e  due  e quisum multipli  qualunque  -^^,  -^-^  della  se- 
con'da  e  della  quarta.  Sappiamo  [378]  che  questi  sono 
rispettivamente  uguali  alle  grandezze  w  ~,  m  —  ; 
epperò  possiamo  dire  che  ora  si  tratta  di  provare  che 
queste  due  grandezze  sono  contenute  rispettivamente 
uno  stesso  numero  di  volte  in  A  e  C.  Questa  proprietà 
la  hanno  per  ipotesi  le  grandezze  —  e  -^.  Per  con- 
seguenza, se  m  -^  non  è  contenuto  in  -4  (  il  che  è 
quanto  dire  :  se  —  non  è  contenuto  m  volte  in  ^), 
neanche  m  —  non  è  contenuto  in  (7.  Se  m  —  è  conte- 
nuto una  volta  in  ,4  (il  che  equivale  a  dire:  se  -^ 
è  contenuto  m  volte  in  A,  e  non  2  m  volte  ),  anche 
m  —  è  contenuto  una  volta  in  C.  Se  m  —  è  conte- 
nuto 2  volte  in  A,  anche  m  —  è  contenuto  2  volte  in 
C;  e  reciprocamente.  E  così  via.  Adunque  equisum- 
mnltipli  qualisi vogliano  della  seconda  e  quarta  del- 
le grandezze  A,  mB,  C,  mD  sono  contenuti  ri- 
spettivamente uno  stesso  numero  di  volte  in  ^  e  C, 
e  ciò  è  quanto  dire  [386]  che  : 

A  :  m  B    =    C  :  m  D,  e.  d.  d. 

4°.  Consideriamo  da  ultimo  le  grandezze  : 

m  m 

Pico  che  esse  sono  in  proporzione. 

Intanto  dalla  proporzione  data  si  deduce  [394] 
A     _     B      _      G    .     D 
m    '     m  m     '     m   ' 

Da  questa  proporzione,  per  il  caso  precedente,  si  eon- 
chiude  che: 
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39e.   C'op.  In  una 

ovvero  i  conseguenti,  si 
multipli  di  loro  equisun 
Dini.  Infatti,  se: 

;  proporzione  gli  antecedenti, 
possono  surrogare  con  equi- 
ìmultipli  qualisivogliano. 

A  :  B 

—    C  : 

n, 

abbiamo  [395, 4"j,  qualunque  siano 
teri  m  ed  Ti,  : 

i  due  numeri  in- 

E  da  questa  proporzione  si  ha  [395, 2"]  che  : 

n  ti 

Nello  stesso  modo  [395,  l''  e  3  ']  della  proporzione 
datasi  deduce  che: 

n  n 

Cosi  si  è  provato  che  ecc. 

SSf.  Teor.  in  una  proporzione,  secondo  che  un 
antecedente  è  maggiore,  uguale  o  minore  del  suo  conse- 
guente, anche  l'altro  antecedente  è  maggiore,  uguale  o 
minore  del  suo  conseguente. 

Dlni.  Sia  la  proporzione  : 

A:  B    =    C:  B. 

1".  Sia  A  >  fi.  In  questo  caso  la  grandezza  A 
contiene  un  n.esimo  di  B  almeno  n  volte,  e,  se  lo 
contiene  n  volte  soltanto,  e'  è  un  resto-  Ma  allora, 
poiché  le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D  sono  in  pro- 
porzione [38(5],  anche  C  contiene  un  n.esimo  di  D 
almeno  n  volte,  e,  se  lo  contiene  n  volte  soltan- 
to, e'  è  [385]  un  resto.  Da  ciò  si  oonchiude  che 
è  C>  D. 
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2".  Sia  A  ^=:  B.  In  questo  caso  A  contiene  un 
n.esimo  di  B  appunto  n  volte,  senza  resto.  Conseguen- 
temente [386]  C  contiene  un  n.esimo  di  D  appunto  n 
volte,  senza  [385]  r>sto.  Epperò  h  C  ^=z  D. 

Z".  Sia  infine  A  <iB.  Questa  volta  la  grandezza  A 
non  contiene  n  volte  un  n.esimo  di  B.  Ma  allora  nean- 
ciie  C  non  contiene  n  volte  un  n.esimo  di  D,  e  per 
conseguenza  è  C  <.  D. 

Scrivendola  proporzione  data  nel  seguente  modo: 
C  :  /}  —  A  :  B, 
si  riconosce,  in  base  a  quanto  si  è  pur  ora  dimostrato, 
che,  reciprocamente,  secondo  che  Ce  maggiore,  uguale 
o  minore  di  D,  anche  A  è  rispettivamente  maggiore, 
uguale  0  minore  di  B. 

Conchiudiamo  che  in  fatto  ecc. 

39S.  Teor.  Se  quattro  grandezze  sono  in  propor- 
zione, anche  la  seconda  sta  alla  prima  come  la  quarta 
sta  alla  terza. 

Dilli,  Sia  la  proporzione  : 

A:  B    —    C  :  D. 
Dico  che  B  :  A    =    D  :  C . 

Presa  di  A  una  parte  aliquota  qualunque,  ad  es, 
una  M.esimfl  parte,  misuro  con  essa  la  grandezza  £; 
posto  che  sia  m  il  quoziente,  egli  è  : 

"v  5  «  <  <">  + 1)4- 

Ora  dalla  proporzione  data  si  ricavano  le  due  [396]  ; 
A        ^  C        ^ 
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e  da  queste,  avendo  riguardo  alla  precedente  relazio- 
ne, si  concliiude  [397]  che: 

n  ^  n 

Codesta  relaKione  fa  conoscere  che,  misurando  D 
con  — ,  si  trova  per  quoziente  m  ;  epperò  resta  pro- 
vato che:  B   :    A     =     D   :    C. 

Osa.  L'ultima  proporzione  si  dice  ricavata  dalla 
A   :    B  =:  C   :   D  invertendo. 

399.  Teoi*.  Ss  quattro  grandezze  sono  in  pro- 
porzione, anche  la  somma  delle  due  prime  sta  alla  se- 
conda, come  la  somma  delle  altre  due  sta  alla  quarta. 

Dini.  Sia  la  proporzione: 

A    :    B     —     C  :    n. 
Dico  che  anche  : 

{A  -\-  B)   :   B    ~     (C  +  i>)   :    D. 

Prese  delle  £  e  D  equisummultipli  ad  arbitrio, 
ad  es.  le  n.esime  parti,  si  misurino  con  esse  rispetti- 
vamente le  grandezze  A  e  C.  Poiché  le  quattro  gran- 
dezze A,  B,  C,  D  formano  proporzione,  le  due  divisioni 
daranno  quozienti  eguali  (siano  eguali  ad  m).  Ora  è 
chiaro  che,  anche  misurando  le  somme  (A-\-B)& 
{C  -]-  D)  rispettivamente  con  ^-  e  ~,  si  trovano 
quozienti  eguali  {appunto  eguali  ad  m  +  n);  epperò 
le  quattro  grandezze  (A  +  B),  B,  (C  -{-  D)  e  D  sono 
in  proporziono,  e.  d.  d. 

Osti.  La  proporzione  [A-^  B):  B^{C  -^  D):  D 
si  dice  dedotta  dalla  A:  B  -.^  C  ;  D  componendo. 

•lOO.  Xeor.  Se  quattro  grandezze  sono  in  propor- 
zione, e  le  antecedenti  superano  [397]  le  conseguenti,  la 
differenza  tra  la  prima  e  la  seconda  sta  alla  seconda, 
comela  differenza  tralatersa  e  la  quartasta  alla  quarta. 
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Uim,  Sia  la  proporzione  4  :  iì  =^  C:  Z>,  e  sia 
A  >   S,  per  cui  [397]  è  anche  C  >   IX  Dico  che: 
{A  ^  B)  :  B    ~    (C  —  D)  :  D. 

Presi  ài  E  &  D  equisttmmultipli  ad  arbitrio,  ad 
es.  le  n.esime  parti,  ai  misurino  con  esse  rispettiva- 
mente le  ^  e  C  Poiché  le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D 
sono  in  proporzione,  si  troveranno  quozienti  uguali 
(siano  uguali  ad  m).  Ora  è  chiaro  che,  anche  misurando 
rispettivamente  con  v  ^  "^  ^®  grandezze  (A  —  B)  e 
{C  —  /)),  si  ottengono  quozienti  eguali  (eguali  ad 
m  —  n),  epperò  le  q\tattro  grandezze  (A  —  B),  B, 
{C  —  D)  &  D  sono  in  proporzione,  e,  d.  d. 

Osa.  La  proporzione  (^  —  5)  :  B  =  ( C  —  Z))  :  Z) 
si  dice  dedotta  dalla  A  :  B  t=  C  :  D  dim'dendo. 

AOl.  Teoi>.  lu  una  proporzione  tra  grandezze 
omogenee,  secondo  che  la  prima  è  maggiore,  uguale  o 
minore  della  terza,  anche  la  seconda  è  maggiore,  uguale 
0  minore  della  quarta. 

nini.  Sia  la  proporzione  tra  grandezze  omogenee  : 
A  :  B    =    C  :  D, 
e  sia  dapprima  ^l  >  C.  Dico  che  è  £  >  .D. 

Sappiamo  [377]  che,  se  ^^1,  £,  C  sono  tre  gran- 
dezze omogenee,  ed  è  ^  >  C,  si  possono  trovare  due 
equimultipli  delle  grandezze  J.  e  C,  e  un  multiplo 
della  B,  tali,  che  questo  sia  compreso  tra  quei  due-  Sia: 
mA  >   nB  >   mC. 

Dalla  proporzione  data  abbiamo  [395]  che  : 
mA  :  nB    —  mC  :  nD, 
e  da  questa,  appunto  perchè  è  mA~>  nB,  si  conchiu- 
de [397]  essere  mC>  nD.  Così,  essendo  nB  ^  mC, 
egli  è,  a  più  forte  ragione,  nB  >  nD,  s  per  conse- 
guenza B  '^  D,  come  d.  d. 
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Per  il  caso  che  sia  .4  <;  C,  basta  scrivere  la  pro- 
porzione nel   seguente   modo   C  :  D  ::=  A  :  B,  per 
vedersi  ricondotti  al  primo  caso.  Si  può  quindi  con- 
chiudere   (essendo   C  "!>  A)   che   è   D   ";>  B,   ossia 

B  <:D. 

Dalla  proporzione  data,  invertendo,  si  ha: 

B  :  A    =    B  :  C, 

e  da  questa,  applicando  i  due  casi  considerati,  si  con- 

chiude  che,   se  è  B  y>  J),    è   anche  A  "^  C;   e  se 

è  fì  <  Z>,  è  anche  A  <  C. 

Supponiamo  infine  che  sia  A  =  C  In  questo 
caso  non  può  essere  B  ">  I),  né  B  <  D,  perchè  ne 
seguirebbe  rispettivamente  essere  A'>  C',oàA  <^  C, 
e  ciò  contro  all'ipotesi,  È  quindi  necessariamente 
B  ~  D. 

Così  infine  abbiamo  dimostrato  che  i^cc. 
409,  Teor.  Se  due  proporzioni  hanno  ire  termini 
ordinatamente  uguali  anche  i  rimanenti  sono  eguali 
tra  loro. 

llim.  Siano  le  proporzioni: 

A    :    B    ^  C   :    D, 
A'  :  B'  --^  €'  :  D', 
e  in  esse  i  tre  primi  termini  siano  rispettivamente 
uguali.  Dico  che  è  anche  Z>  =  D' . 

Intanto  dalle  due  proporzioni  date,  poiché  in  esse 
i  due  primi  rapporti  sono  eguaìi  tra  loro  [389,3**],  ab- 
biamo [390]: 

C  :  D    ^    C  :  D'. 

E  da  questa,  perchè  in  essa   gli   antecedenti   sono 

eguali,  si  conchiude  [401]  che  è  B  =  D',  come  d.  d. 

403.  Cor.  Konpuò  esistere  più  di  una  grandezza, 

che  sia  quarta  proporzionale  dopo  tre  grandezze  date. 
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lOl.  Teop.  Se  due  proporzioni  hanno  gli  stessi 
conseguenti,  gli  antecedenti  sono  proporzionali. 
nini.  Siano  le  proporzioni: 

A  :  Il  =  C  :  K,  (1) 

B  :  H  =^  D  :  K,  (2) 

nelle  qaali  i  conseguenti  sono  ordinatamente  uguali. 
Dico  che  A  :  B  =  C  :  D. 

Presa  di  B  una  parte  aliquota  ad  arbitrio,  ad  es. 
una  n.esima  parte,  misuro  con  essa  la  grandezza  A. 
Posto  che  sia  m  il  quoziente,  egli  è: 

m~  ^  A   <  {m  +  \)  —  .  (3) 

n  ^  '    n  ^    ' 

Qui  si  tratta  di  provare  [386]  che  è  : 
Supposto  dapprima  che  sia  : 


(t) 


si  confrontino  le  due  proporzioni  : 
A  :  H    =    C  :  K, 

n  n 

l'ultima  delle  quali  è  ricavata  dalla  seconda  delle 
date,  surrogando  in  essa  [396]  gli  antecedenti  con 
equimultipli  di  loro  equisummuItipH.  Poiché  tre  ter- 
mini sono  ordinatamente  uguali,  è  anche  [402]  : 

D  „ 

m  —    :^    6 . 

Sia  ora: 
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Considei 


la  grandezza  ad  esse  omogenea  H.  Sappiamo  [379] 
che  si  può  trovare  un  multiplo  d'una  parte  aliquota 
della  terza  grandezza,  il  quale  sia  compreso  tra  le 

due  prime.  Tale  sia  la  grandezza^  — ;  sia  adunque: 


Dalle  proporzioni  date  deduciamo  [396]   le  due  se- 
guenti : 

H  „  K 

A  :  p  —  z=    C  :  p   — , 

j?L .     _^  —       IL  ■     ^ 

^     n     '  ^     q  ~     '^     n     '  ^     q 
Dalla  prima,  poiché  è  ^  >  ^  — ,  risulta [397]  essere: 


C>y— .  (5) 

E  dalla  seconda,  perchè  è  m  —  <^  —  ,  risulta  [397]  : 

"'  ir  <  -i"  y  <'^> 

Confrontando  le  due  disug^iaglianze  (5)  e  (G),  si  eon- 
chiude  che  è  : 


JJel  modo  stesso  si  può  provare  che  è  : 
D 


C<{n. 
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epperò  resta  dimostrato  che  : 

A  :  B    ^    C  :  D, 
ed  in  generale  che,  se  ecc. 

40S.  Teor.  Se  alquante  grandezze  stanno  a  una 
stensa  grandezza  M,  come  altrettante  grandezze  stanno 
rispettivamente  a  una  stessa  grandezza  N,  anche  la 
2  delle  prime  sta  alla  M,  come  la  somma  delle 
e  sta  alla  N. 
llim.  Siano  le  proporzioni: 

A^  :  M  —  B^  :  N 
A^  :  M  r=  B,:  N 
A^  :  M    "    bI  :  K 


A^  :  M    ^    B^  :  K. 
Dico  che  anche; 

(A,-\-A.^-'rAj  +  ...^Ap):M=(B^']-B^  +  B.i+...+Bj,):N. 
Intanto  dalle   due   prime   proporzioni,  poiché  i 
conseguenti    sono    ordinatamente    uguali,    si    dedu- 
ce [404]  che: 

A,  :  A,-,    =    B^  :  B,. 
Da  questa  proporzione,  componendo  [399],  si  ha: 

(A,  +  A,):  A,    =    (B,+B,ì:  B,. 
Dalla  seconda  delle  date,  invertendo  [398],  si  ottiene  : 

Jf  :  .!„    rz::    A":  B^. 
Questa  proporzione  e  la  precedente  danno  [404]: 

{^1,  -f  ^j)  :  M    =    (B,  +  B,)  :  N. 
Cosi  il  teorema  si  può  dire  dimostrato  per  il  caso  che 
due  sole  siano  le  proporzioni  date.  Ma  applicando  il 
teorema,  cosi  ristretto,  all'ultima  proporzione  ed  alla 
terza  delle  proposte,  risulta: 
{^1  + Jj-f-^j)  :  M    =    (if,  +  B., +  iJ,)  :  N. 
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Ed  è  ormai  palese  che,  seguitando  quanto  basti,  si 
perviene  alla  proporzione  che  si  deve  dimostrare. 

40C  liemina.  Se  due  proporzioni  hanno  i  medi 
rispettivamente  tignali,  secondo  che  il  primo  termine 
della  prima  proporzione  è  maggiore  o  minore  del  pri- 
mo termine  della  seconda,  il  quarto  termine  della  se- 
conda  è  maggiore  o  minore  del  quarto  termine  della 
prima. 

Uim.  Siano  le  proporzioni: 

A  :  H    ^    K  :  D,  (1) 

B  :  H    —    K  :  C,  (2) 

in  cui  i  medi  sono  ordinatamente  uguali.  Dico  che, 


A  >  oppure   <;  B, 
è  rispettivamente  : 

C  >    oppure  <;  D. 
Sia  dapprima  A'>  B.  Considerando  ie  tre  gran- 
dezze omogenee  A,  B,  H,  sappiamo  [379]  che  si  può 
trovare  un  multiplo  d' una  parte  aliquota  della  H, 
che  sia  compreso  tra  AeB.  Tale  sia  la  grandezza 

p  —  ;  sia  adunque  : 

A    >    p^    >    B. 

Dalle  proporzioni  date  si  possono  ricavare  [396]  le 
due  seguenti  ; 


Dalla  (3),  poiché 


A  :  p  —    =    i  :  »   — , 

(3) 

E:p  —    =    K:p-^. 
"    q                     'l 

jichè  è     ^  >  ^  — , 

(1) 
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si  eonchiude  [397]  che  è     K  >  p  —  ■  (5) 

E  dalla  (4),  perchè  è     B   <  ^  —  , 
si  concliitide  [397]  cìie  è     K  <.  p  —  .  (6) 

Confrontando  le  disuguaglianze  (5)  e  (G),  si  eon- 
chiude che  è       »  —  !>  P  — 1 

epperò  anche         C  y>   D. 

Per  il  caso  che  sia  A  <  B,  basta  supporre  scam- 
biate di  posto  le  due  proporzioni,  per  trovarsi  ricon- 
dotti al  primo  caso,  e  poter  quindi  asserire  che 
è      D>  C,     ossia     C  <  D. 

Così  si  è  dimostrato  che,  ecc. 

409.  Teof.  Se  due  proporzioni  hanno  i  medi  ri- 
spettivamente uguali,  i  loro  estremi  sono  inversamente 
proporzionali. 

nini.  Siano  le  proporzioni: 

A  :  H    =^    K  :  B,  (1) 

B  :  H    —    K:   C,  (2) 

i  cui  medt  sono  ordinatamente  uguali.  Dico  che  gli 
estremi  sono  inversamente  proporzionali,  che  cioè  : 
A  :  B    —    C  :  B. 

Presa  di  B  una  parte  aliquota  ad  arbitrio,  ad  es. 
1' «.esima  parte,  si  misuri  con  essa  la  grandezza  .4. 
Posto  che  sia  m  il  quoziente,  egli  è  : 

m^    ^    A     <    {M  +  l)-f-  (3) 

Ora  bisogna  provare  [.386]  che  è: 

m^^    C    <    (,«  +  1)^.  (4) 
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Intanto  con  le 
gnenti  [396,394]; 

A  :  m 

proporzioni 
4-=    A- 

date  coesistono  le  se- 
:  »  ^,                ,5, 

B 

■  m   "    — 

K 

;  C. 

(6) 

Ora,  seè  A  = 

„.Acl.Il. 

prc 

)porzio: 

ni  (ò)  t 

'(6), 

che  hanuo  in  questa  ipotesi  tre  termioi  rispettiva- 
mente uguali,  si  conchiude  che  è  [402]  anche  : 

n 
Laddove,  quando  sia: 

m   -  -  <  A, 

dalla  stessa  coppia  di  proporzioni  (ó)  e  (G),  in  base 
al  lemma  precedente,  sì  conchiude  che  è  : 

Similmente  si  proverebbe  che,  essendo: 

,    ,  ,    jy 
A   <{m^ì)   —, 

è  anche  : 

e    <(»  +  l)^. 
Epperò  resta  dimostrato  che; 

A  :  B    =    C  :  D, 
ed  in  generale  che,  se  due.  ecc. 

408.  Teor.  Se  quattro  grandezze  omogenee  sono 
in  proporzione,  ancTie  la  prima  sta  alla  terza  come  la 
seconda  sia  alla  quarta. 
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Il  ini.  Sìa: 

A:  n  -^  C  :  D 

ima  proporzione  tra  grandezze  omogenee.  Dico  che 

A  :  C    =    B  :  D. 

Perciò,  presa  di  Cuna  parte  aliquota  secondo  mi 

numero  arbitrario  k,  misuro  con  essa  la  grandezza  .^1. 

Supposto  «he  sia  m  il  quoziente,  egli  è  : 

Ora  bisogna  provane  [386]  che  è  : 

"■  V  5  -^  <  ("i  +  i)  V'      <-'^> 

Intanto  dalla  proporzione  data  si  deducono  le  se- 
guenti due  [394]  : 

A  :  B    ^    m~   :  m~,  (B) 

n  n  ■    ' 

A:B    =   (m-^l)^:  (™  +  1)  |-.      (4) 

Mediante  queste  proporzioni  tra  grandezze  omogenee, 
dalla  limitazione  (1)  si  ricava  [401]  appunto  la  limi- 
tazione (2).  Epperciò  resta  dimostrato,  in  generale, 
che,  ecc. 

Oss.  La  proporzione  A  :  C  =  B  :  D  fiì  dice  ri- 
cavata dalla  A  :  B  ^  C  :  D  permutando  (i  medi). 

Proporzionalità  diretta. 

-10».  Teor,  Se  a  ciascuna  grandezza  di  una  se- 
rie di  grandezze  ne  corrisponde  una  di  un'altra  serie, 
e  due  grandezze  consecutive  qualunque  delle  prime 
stanno  tra  loro  come  le  corrispondenti  delle  seconde,  al' 
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lora  due  qualmvogliano  delle  prime  grandezze  stanno 
tra  loro,  come  le  corrispondenti  delle  seconde. 
uini.  Siano  le  dne  serie  di  grandezze  : 
A,  B,  C,  D,  E  .  .  .  M,  N, 
a,   ^,   Y,   6,   s   .  .  .   fi,  V, 
e  a  ciascuna  delle  prime  corrisponda  una  delle  secon- 
de, e  due  grandezze  consecutive  qualunque  delle  prime 
stiano  tra  loro  come  le  corrispondenti  delle  seconde. 
Dico  che  due  qualisivogliano  delle  prime,  ad  es.  le 
£  ed  E,  stanno  tra  loro  come  le  corrispondenti  delle 
seconde,  adunque  come  /3  sta  ad  e. 

Consideriamo  le  proporzioni  date  : 

B:C^^:y,  (1) 

C  :  D  =  y  :  d. 
Dalla  seconda,  invertendo  [393],  si  lia: 

D  :  C  ^  8  :  y. 
Se  ora  si  confronta  questa   proporzione   con  la  (1), 
poiché  hanno  i  conseguenti  rispettivamente  uguali,  SÌ 
eouehiude  [404]  che  : 

B  :  D  ==  ^  :  è.  (2) 

Dalla  proporzione  data: 

B  :  E  ^  d  :  s, 
invertendo,  risulta: 

E  :  D  z=  s  :  ò\ 
Questa  proporzione  e  la  (2)  danno  [404]: 

B  :  E  =^  ^  :  s, 
che  è  appunto  la  proporzione  che  si  voleva  dimostrare. 
Cosi  resta  provato  [398]  che,  se  ecc. 
4IO.  Def.  Se  a  ciascuna  grandezza  di  una  serie 
di  grandezze  ne  corrisponde  una  di  un'  altra  serie,  e 
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due  qualisivogliano  delle  prime  stanno  tra  loro  come 
le  corrispondenti  delle  seconde,  le  grandesse  della 
prima  serie  si  dicono  proporzionali  a  quelle  della  se- 
conda. 

Ose.  1'.  Le  grandezze  di  ciascuna  delle  due  serie 
sono  necessariamente  omogenee  tra  loro. 

Ose.  *".  La  precedente  definizione  comprende 
come  caso  particolare  la  locuzione  [386]  «  i  due  primi 
termini  d'una  proporzione  sono  proporzionaJi  agli  al- 
tri due  ». 

111.  Veor.  Se  le  grandesse  di  una  serie  di  gran- 
dezze sono  proporzionali  a  quelle  dì  una  seconda  se- 
rie, e  le  grandezze  delle  due  serie  sono  omogenee  tra 
loro,  una  qualungtie  delle  prime  sta  alla  corrispon- 
dente, come  un'  altra  qualsivoglia  delle  prime  sta  alla 
sua  corrispondente  delle  seconde. 

UIiii.  Infatti,  se  le  grandezze: 

A,  B,  e,  B,  E  .  .  .  M,  N 
sono  proporzionali  alle  grandezze  : 

a,    ^,    y,    S,    e    .  .  ,     ti,    v 
ed  omogenee  a  queste,  allora,  essendo  [410],  ad  es.,: 

B  :  31  —  ^  :  fi, 
anche  [408]  : 

B  :  ^  =1=  M  :  ji,  e.  d.  d. 

419.  Osa.  La  precedente  proposizione  si  suole 
enunciare  più  brevemente  conchiudendo  che  :  il  rap- 
porto di  una  qualunqi^e  delle  prime  grandezze  alla  sua 
corrispondente  tra  le  seconde  è  costante. 

4i3.  Se  le  grandezze  À,B,C.  .  .  .  ,  conside- 
rate nei  due  teoremi  precedenti,  sono   siati  di  una 


Hosted  by 


Google 


stessa  grandezza  variabile  X,  e  le  altre  a,  fi,  y,  .  .  . 
sono  stati  corrispoadenti  di  un'altra  grandezza  varia- 
bile Y ,  che  varia  insieme  con  la  X,  si  dice  che  la 
grandezza  variabile  X  è  proporzionale  alla  grandezza 
variabile  Y. 

Proporzionalità  inversa. 

414.  Tenp.  Se  a  ciascuna  delle  grandezze  di  una 
serie  di  grandezze  ne  corrisponde  una  di  un  altra  se- 
rie, e  ciascuna  grandezza  delle  prime  sta  alla  suc- 
cessiva, come  la  grandezza  corrispondente  a  questa 
sta  alla  grandezza  che  corrisponde  alla  prima,  qual- 
sivoglia delle  prime  grandezze  sta  ad  un'altra  delle 
prime,  come  la  grandezza  corrispondente  a  questa  se- 
conda sta  alla  grandezza  che  corrisponde  alla  prima. 
Uiin.  Siano  le  due  serie  di  grandezze  : 
A,  B,  C,  D,  E  .  .  .  M,  K, 
a,  fi ,  y,  8 ,  s  .  .  .  (i,  V, 
e  a  ciascuna  delle  prime  corrisponda  una  dello  se- 
conde, e  ciascuna  delle  grandezze  della  prima  serie 
stia  alla  siiccessiva,  come  la  corrispondente  di  que- 
sta sta  alla  cori'ispoudente  della  prima.  Dico  che 
qualsivoglia  delle  prime  grandezze  sta  ad  un'  altra 
qualunque  delle  prime,  come  la  grandezza  che  cor- 
risponde alla  seconda  sta  alla  grandezza  che  corri- 
sponde alla  prima.  Dico,  ad  es.,  che: 

B  :  E    ■-    £  :  fi. 
Consideriamo  le  proporzioni  date  : 

B:  <7    =    r  :  |3,  (1) 

C  :  D    =    S  :  y. 
Dalla  seeonil?,  invertendo  [398],  si  ha: 

D  :  C   =    Y  :  a. 
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Confrontando  questa  proporzione  e  la  (1),  si  vede  che 

esse  hanno  i  medi  ordinatamente  ngiiali.  Perciò  [407]  : 

B  :  D    =    6  :  ^.  (2) 

Dalla  proporzione  data: 

B  :  E    :=    £  :  ò, 
invertendo,  risiilta: 

E  :  D    =    è  :  t. 
Questa  proporzione  e  la  (2)  danno  [407]  : 

B  :  E    =    B  :  ^, 
che  è  appunto  la  proporzione  che  si  voleva  dimostrare. 

Cosi  resta  provato  [398]  che,  se  ecc. 

Jlfi.  Uef.  Se  a  ciascuna  grandezza  di  una  serie 
di  grandezze  ne  corrisponde  una  di  un'altra  serie,  e 
una  qualsivoglia  delle  prime  sta  ad  un'  altra  qualun- 
que della  serie  stessa,  come  la  corrispondente  della 
seconda  sta  a  quella  che  corrisponde  alla  prima,  le 
grandezze  della  prima  serie  si  dicono  inversamente 
proporzionali  a  quelle  della  seconda. 

Osa.  I".  Le  grandezze  di  ciascuna  serie  sono  ne- 
cessariamente omogenee  tra  loro. 

Osm.  *^.  La  precedente  definizione  comprende 
come  caso  particolare  la  locuzione  [386]  «  gli  estremi 
d'una  proporzione  sono  inversamente  proporzionali 
ai  medi  ». 

4IG.  Se  le  grandezze  A,  B,  C  .  .  .  ,  considerate 
nel  teorema  precedente,  sono  sfati  di  una  stessa  gran- 
dezza variabile  X,  e  le  altre  a,  ^,  y  .  .  .  sono  stati 
corrispondenti  di  un'  altra  grandezza  variabile  Y, 
che  varia  insieme  con  la  X,  si  dice  che  la  grandezza 
variabile  X  è  inversamente  proporzionale  alla  gran- 
dezza variabile  Y. 
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CAPITOLO  XI 
SEGMENTI  PROPORZIONALI 


4l'3.  Teopenia  <ll  Taibib.  I  segmenti  di  una 
trasversale  di  un  fascio  di  parallele  sono  proporzio- 
Tiolì  ai  segmenti  di  qualsivoglia  altra  trasversale  del 
fascio  medesimo. 

nim.  Sia  un  fascio  di  parallele  AE,BF,  CU. . . , 
e  due  trasversali  qualunque  AD,   EK.    Dico  che  i 
segmenti  d'una  trasversale,  compresi  dalle  parallele, 
sono   proporzionali  ai 
segmenti  de  11' altra, che  ^  \^ 

cioè  [410]  due  qualun- 
que dei  segmenti  del- 
l' una  stanno  tra  loro 
come  i  segmenti  della 
seconda  che  sono  com- 
presi tra  le  medesime 
parallele.  Proveremo, 
ad  es.,  che: 

AB  -.CD    =    EF  :  HK. 

Diviso  CD  in  un  numero  arbitrario  n  di  parti 
eguali,  con  una  di  queste  si  misuri  il  segmento  AB-^ 
sia  m  il  quoziente,  e  ci  sia  resto.  Quindi,  per  i  punti  di 
divisione  dei  due  segmenti  AB,  CD,  si  conducano 
delle  rette  parallele  a  quelle  del  fascio  dato.  In  tal 
modo  il  segmento  /f eviene  diviso  [283]  in  n  parti 
eguali,  ed  il  segmento  EF  in  (m  +  1)  parti;  m  di 
queste  sono  uguali  tra  loro  e  alle  parti  di  HK^  ed 
una,  quella  corrispondente  al  resto  dell'  altra  divi- 
sione, è  minore  delle  parti  stesse.  Da  ciò  risulta  che, 
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misurando  EF  con  una  n.esima  parte  di  HK,  si  trova 
m  per  quoziente,  appunto  come  misurando  A  B  con 
una  n.esima  parte  di  CB. 

Resta  dunque  provato  che  ecc. 
4IS.  Cop.  In  un  triangolo  una  corda  ])arallela 
a  un  lafo  taglia  gli  altri  dite  proporzionalmente. 

Infatti,  se,  nel  triangolo  ABC,  la  corda  HK  è 
parallela  a,  BC,  tirando  per  A  la  parallela  a  BC,  si 
scorge  che  AB  ed  -:1C  si  possono 
considerare  come  due  trasversali  di 
un  fascio  di  parallele,  e  che  AH, 
UB  sono  nella  prima  trasversale  i 
segmenti  corrispondenti  ai  due  AK, 
KC  dell'  altra.  Per  il  teorema  di  Ta- 
LETE  è  dunque  : 

AHiHB  =  AK  :  KC ,  cd.d. 
41».  Oss.  Quando,  nell'  applicare  il  teorema  di 
Talete,  si  deve  contemplare  la  parallela  che  passa 
per  il  punto  d'incontro  delle  trasversali  (come  ci  è 
accaduto  nell'ultima  proposizione),  si  può  dire  che 
questo  punto  tìen  luogo  di  una  delle  parallele. 

490.  Teor.  Se  uno,  retta  divide  proporzional- 
mente due  segmenti  compresi  tra  due  parallele,  essa  è 
parallela  a  queste  rette. 

gaiiti,  I  segmenti  AB, 
CD,  compresi  dalle  paral- 
lele AC,  BD,  siano  segati 
proporzionalmente  nei  pun- 
ti E  ed  F;  in  modo  adunque 
che: 
/"  "     "^  AE  lEB  =  CF  :  FD. 

Proveremo  che  la  retta  EF 
è  parallela  alle  AC,  BD. 


J 
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A  tal  fine  si  tiri  per  F  la  HK,  parallelamente 
ad  Jif ,  e  poi  ai  osservi  che,  essendo  CD  ed  HK  due 
trasversali  di  un  fascio  di  parallele,  al  quale  appar- 
tengono le  Ci/,  KD  e  il  pnnto  F  [419],  per  il  teo- 
rema di  Talete  egli  è  : 

HK  :  FK  =    CD  :  FD. 
M.a  dalla  proporzione  data,  componendo  [399],  sì  ha: 

AB  :  EB  =  CD  :  FD. 
Ed  ora,  poiché  i  primi  termini  delle  due  ultime  propor- 
zioni sono  eguali,  come  [268]  Iati  opposti  del  rombo 
AH  KB,  e  i  terzi  termini  e  i  quarti  sono  ordinata- 
mente uguali,  è  anche  [402]  FK'^  EB.  "E  perche 
codesti  segmenti,  oltre  chcuguaH,  sono  paralleh,  EF 
è  parallela  a  BK  [274],  come  d,  d. 

4SI.  Cor»  In  un  triangolo  una  corda,  che  divida 
proporzionalmente  due  lati,  è  parallela  al  terzo  lato. 

Infatti,  basta  tirare  per  il  vertice  opposto  al  terzo 
lato  la  parallela  a  questo  lato,  per  riconoscere  che  si 
tratta  di  un  caso  particolare  del  teorema  precedente; 
del  caso,  cioè,  in  cui  il  punto  di  concorso  delle  trasver- 
sali tien  luogo  di  una  delle  due  parallele. 

4«S.  Teoi*.  La  bisettrice  di  un  angolo  di  un  trian- 
golo taglia  il  lato  opposto  in  parti,  che  stanno  tra  loro 
come  gli  altri  due  lati. 

Dlni.  Sia  un  triangolo  ABC,  e  sia  AD  la  biset- 
trice dell'  angolo  CAB.  Si  tratta  di  provare  che  : 
BD  :  DC    =    BA  :  AC. 

A  tal  fine  si  tiri  per  C  la  CE,  parallelamente  a 
DA,  e  sia,  E  il  punto  dove  essa  incontra  [250]  il  pro- 
lungamento diBA.  Poi  si  osservi  che  i  due  angoli 
AC  E,  CE  A,  perchè  uguali  rispettivamente  [251, 
252|  ai  due  CAD,  DAB,  che  sono  eguali  per  ipo- 
tesi, sono  eguali  tra  loro.  Quindi  è  [141]  AE  ^  AC. 
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Ed  ora,  poiché  nel  triangolo  BEC  !&  corda  AD 
è  parallela  a  CE,  abbiamo  [418]; 

BD  :  DC    "    BA  :  AE, 
epperò:  BD  :  DC    =    BA  :  AC ,  e.  d.  d. 

4*3.  Tcnr.  Se  un  lato  di  un  triangolo  è  diviso 
in  parti  che  stiano  tra  loro  come  gli  altri  due  lati,  la 
retta,  che  passa  per  il  punto  di  divisione  del  lato  e  per 
il  vertice  dell'  angolo  opposto,  dimezza  guest'  angolo. 

niMi.  Nel  triangolo  ^BC  il  lato  BC  sia  diviso 
in  D  in  modo  che: 

BD  :  DC    =    BA  :  AC. 
Si    vnol   provare    che    l'angolo 
CAB  è  diviso  per  metà  dalla 
retta  A  D . 

A  tal  fine  sul  prolungamento 
di  BA  si  faccia  A  E  ^  AC,  e 
essendo  per  dato  : 
:  DC   =    BA  :  AC, 


si  tiri  CE .  Allora, 

BD 

è  anche  BD 


DC    =:    BA  :  AE. 
Ma  poiché  nel  triangolo  BECÌs.  corda  A  D  taglia  pro- 
porzionalmente i  lati  BC,  BE,  essa  è  [421]  parallela 
al  terzo  lato  CE.  Per  conseguenza  è  [251,  252]  : 

C{A)D    ^    A{C)E, 
e  D{A)B    ^    C{E)A. 

Ma  gli  angoli  ACE,  CE  A,  perchè  [137]  opposti  ai 
lati  eguali  A  E,  AC  del  triangolo  ACE,  sono  eguali; 
quindi  è  anche: 

C(A)D  ^  D(A)B,  e.  d.  d. 

484.  Teor.  Se  la  bisettrice  di  un  angolo  esterno 
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di  un  triangolo  taglia  il  prolungamento  del  lato  op- 
posto, le  distame  del  punto  d' intersezione  dai  termini 
del  lato  stanna  tra  loro  come  gli  altri  due  lati. 

iMni.  Nel  triangolo  ABC,  prolungato  un  lato, 
ad  es.  il  Iato  BA  in  D,  si  divida  per  metà  l' angolo 
esterno  D AC .  Quando  fosse 
AB   ^  vie,  allora,  essendo: 

B{C)A    =    A(B)C, 
6D{A}G  =  B{C)A^A{B)C, 
la    metà   dell'  angolo    esterno, 
cioè  l'angolo  D(A)E,  sarebbe         "     <:  e 

uguale  a.0.  A(B)C;  epperò  [243]  la  bisettrice  A  E  non, 
incontrerebbe  la  retta  BC.  In  questo  caso  il  teorema, 
che  consideriamo,  non  trova  applicazione. 

Ma  quando  AB  ed.  AC  sono  disuguali,  tali  sono 
anche  gli  angoli  opposti,  epperò  in  questo  caso,  es- 
sendo disuguali  anche  D(A)E,  A{B)C,  la  bisettrice 
dell'angolo  esterno  incontra  [248]  il  prolungamento 
del  lato  opposto.  Sia  E  il  punto  d' incontro.  Ora  si 
tratta  di  provare  che  : 

EB  :  EC    =    AB  :  AC. 

A  tal  fine  si  tiri  per  Cla  Ci'' parallela  ad  E  A,  e 
sia  E  il  punto  dove  essa  incontra  [250]  la  A  B.  Poi 
si  osservi  che  i  due  angoli  AFC ,  EOA,  perchè  uguali 
[252.251]  rispettivamente  ai  due  DAE,  EAC,  che 
sono  eguali  per  ipotesi,  sono  eguali  tra  loro.  Quindi 
h[Ul]AC=AF. 

Ora,  rammentando  che  CF  è  parallela  ad  A  E,  ed 
imaginando  tirata  per  B  la  parallela  a  queste  rette, 
troviamo  di  poter  applicai-e  il  teorema  di  Talete  alle 
trasversali  Uff,  BA.  Abbiamo  adunque: 
EB  :  EC    —    AB  :  AF, 
ossia:  EB  :  EC    ~    AB  :  AC,  e.  d.  d. 
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■1*5.  Tenr.  Se  le  distame  di  un  punto  del  pro- 
lungamento di  un  Iato  di  un  triangolo  dai  termini 
del  lato  stanno  tra  loro  come  gli  altri  due  lati,  la 
retta,  che  unisce  quel  punto  col  vertice  opposto,  di- 
mezza l'angolo  esterno  opposto. 

niiiì.  Sia  un  triangolo  ABC,  e  sul  prolunga- 
mento del  Iato  BCnu  punto  JiJ,  cosi  posto  che: 

EB  :  KC    —    AB  :  AC. 
Si  tratta  di  dimostrare  che  la  retta  A  K  dimezza  l'an- 
golo esterno  DAC. 

A  tal  fine,  fatto  AF  =  AC, 
si  tiri  C  F.  Dalla  proporzione 
data  si  ha  pertanto  : 

EB  :  EC  =  AB  :  AF, 
e  da  questa,  dividendo  [400], 
risulta  la  proporzione  : 
BC  :  EC  ^  BF  :  AF, 
la  quale  prova  [421]  che  CF  è  parallela  ad  A  E. 
Ora,  dacché  gli  angoli  AFC,  FCA  sono  eguali, 
perchè  opposti  ai  lati  eguali  AC,  AF,  e  sono  eguali 
rispettivamente  [252,251]  ai  due  angoli -D^£,  E  AC, 
anche  questi  due  sono  eguali  tra  loro,  e.  d.  d. 

4«e.  Teor.  Due  triangoli,  se  hanno  gli  angoli  ri- 
spettivamente xiguali,  hanno  Ì  lati  proporzionali. 
nini.  Nei  triangoli  ABC,  DEF sia: 
CiA)B  =  F(D)E    ed    A{B)C ^  I}(E)F. 
Si  vuol  provare  che  : 

AB  :  DE    =    AC  :  DF    ^    BC  :  EF. 
A  tale  intento,  fatto  AH  =  DE  &c\  AK  =  DF, 
si  tiri  HK.  Confrontando  i  triangoli  A  HK  e  D  EF, 
si  vede  che  hanno  due  lati  e  l'angolo  compreso  rispet- 
tivamente uguali;  quindi  [149]  è  anche: 
A{H)K=D{E)F. 


Hosted  by 


Goog[e 


Ma  per  supposizione  è  D  (  E)  F  =^  A(B)C  ;  quindi 
è  A{H)K  =  A{B)C,  donde 
la  conseguenza  [243]  che  BK 
è  parallela  a,BC.  Per  il  teorema 
di  Talete  or^  abbiamo  : 

AB  :  AH  =   AC  :  AK, 
ossia  : 
AB  :  DE    =    AC  :  DE.        ^  ^ 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che: 
AB  :  DE    =    BC  :  EF. 
Epperciò  resta  dimostrato  che,  se  ecc. 

4S9.  Teop.  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo 
eguale  ad  un  angolo,  e  i  lati  che  comprendono  gli  an- 
goli eguali  sono  in  proporzione,  anche  gli  altri  angoli 
sono  rispettivamente  uguali. 

Diin.  Nei  triangoli  ABC,  DEFsia.: 
C{A)B=F(D)E,  ed  AB  :  DE  =  AC  :  DF. 
Si  tratta  di  provare  che  gli  angoli  ABC,  DEE,  op- 
posti ai  lati  corrispondenti  AC,  DF,  sono  eguali. 

A  tale  intento,  fatto  AII=  DE  ed  AK=  DF, 
sì  tiri  Hit.  Anzitutto  dalla  proporzione  data  si  ha: 
AB  :  AH  ^  AC:AK,e 
da  questa  proporzione,  di-  ^  r, 

videndo  [400],  si  ha  l'altra  : 
BH:  AH  =  CK  :  AK, 
la  quale  prova  [421]  che 
HK  è  parallela  a  BC;  ep- 
^eTÒèA{H)K=A{B)C. 
Ma  dal  confronto  dei  due 
triangoli  A  HK,  DEE  si  conchiude  che  è  [149]  : 

A(H}K  =  D(E)F. 
Q,mndi  è  mche  A (B)C  =  D{E)F,  e.  d.  d. 


Hosted  by 


Google 


488.  Teoi*.  :i8'e  due  rombi  hanno  gli  angoli  ri- 
spettivamente uguali,  e  due  lati  consecutivi  dell'  uno 
sono  inversamente  proporzionali  a  due  lati  consecu- 
tim  dell'altro,  i  due  rombi  sono  equivalenti. 

Dim.  Siano  a,  ^,  y,  S  quattro  segmenti,  che  for- 
mino proporzione.  Tirate  due-rette,  che  s'incontrino 
sotto  angolo  qualunque,  au  queste,  partendo  dal  punto 
comune  0,  si  prendano  quattro  segmenti  OÀ,  OB, 
I  OC,  OD,  che  siano  rispettiva- 

E      b/      H  mente  uguali  ai  quattro  segmenti 

/  /     ~/ì  K,  j5,  y,  S,  dimodoché  anche: 

/         //;  DA  :  OB  —    OC  :  OB. 

— jt M — 7g — ■     Quindi  per  A  e  per  B  si  tirino 

,'    /'  /       /  due  parallele  a  CD,  e  per  C  e 

//'     /       /  per  7)  due  parallele  ad^-B.  Que- 

K — ~cl J?  ^*^  rette,    incontrandosi   [150], 

/  formano  due  rombi  AD  e  BC, 

'  che  hanno  gli  angoH  rispettiva- 

mente uguali,  e  in  cui  due  lati  consecutivi  dell'  uno 
sono  inversamente  (*)  proporzionali  a  due  lati  conse- 
cutivi dell'altro.  Dico  che  i  rombi  AD,  BC  sono 
equivalenti. 

Perciò  si  unisca  il  punto  0  con  H  e  con  K,  e  si 
osservi  che,  poiché  è  [268]  : 

KC  =  OA,DH  =0B,  ed  OA:OB  —  OC:OD, 
è  altresì  : 

KC  :  DH   =    OC  :  OD; 
inoltre  sono  eguali  i  due  singoli  ECO,  UDO,  per- 
chè alterni,  fatti  dalle  parallele  [249]  EH,  KF  con  la 
DC.  1  due  triangoli  OCK,  OZÌ^lianno  adunque  un 

(*ì  Giacché  un  Iato  di  un  rombo  sta  a  mi  lato  dell'altro, 
come  un  altro  lato  dì  q^ueato  sta  a  un.  altro  lato  del  primo. 


Hosted  by 


Google 


—  970  — 
angolo  eguale  a  un  angolo,  e  in  proporzione  i  lati  che 
comprendono  i  due  angoli  eguali;  per  conseguenza 
[427]  è  0(0)  K=D{0)H.  E  perchè  i\B.ti  OC,  OD 
di  questi  angoli  sono  per  diritto,  sono  per  diritto  [130] 
anche  gli  altri  lati  OK  eàOH.  Lalinea^Oif  è  dun- 
que una  diagonale  del  rombo  EHFK,  opperò  [329]  i 
rombi  AD  ,C  B  sono  equivalenti,  e.  d.  d. 

48»,  Cor.  t°.  Se  quattro  segmenti  sono  in  pro- 
porzione, il  rettangolo  degli  estremi  è  equivalente  al 
rettangolo  dei  medi. 

430.  Cor,  9°.  Se  tre  segmenti  sono  in  propor- 
zione continua,  il  quadrato  del  medio  è  equivalente  al 
rettangolo  degli  estremi. 

431.  Cor.  a**.  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo 
eguale  e  i  lati  che  comprendono  t  due  angoli  eguali 
sono  inversamente  proporzionali,  essi  sono  equivalenti. 

Infatti,  tirando  le  diagonali  jll>,  Ci?  dei  rombi 
EO,  OF,  si  ottengono  due  triangoli  CAD,  OBC, 
che  hanno  le  proprietà  enunciate  nella  proposizione, 
e  che  sono  equivalenti,  perchè  metà  di  rombi  equi- 
valenti. [354]. 

439.  TeoF*  In  un  triangolo  rettangolo  la  perpen- 
dicolare, calata  sulV  ipotenusa  dal  vertice  dell'  angolo 
retto,  è  media  proporzionale  tra  le  proiezioni  dei  ca- 
teti sull'ipotenusa;  e  ciascun  cateto  è  medio  propor- 
zionale tra  la  sua  proiezione  suW  ipotenusa  e  l' ipo- 
tenusa. 

Dini.  Il  triangolo  ABC  sia  rettangolo  in  C,  e 
CD  sia  perpendicolare  all'ipotenusa. 

Si  osser\'ino  anzitutto  i  due  triangoli  ADC,  CD B. 
Questi  hanno  gli  angoli  in  D  eguali,  ed  hanno  eguali 
gli  angoli  DO  A,  DBC,  perchè  ambitine  complemen- 
tari dell'angolo  BCD.  1  lati  dei  triangoli  sono  quin- 
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di  [426J  proporzionali;  epperò: 

AD  :  CD    —    CD  :  DB. 

Ora  si  considerino  i  triangoli 
ACD,  ABC.  Questi  sono  ret- 
tangoli rispettivamente  in  Z>  ed 
in  6',  e  poi  hanno  l'angolo  in  A 
comune.  Per  conseguenza  [426]  : 
AB  :  AC    =    AC  :  AD. 
Similmente,  confrontando  i  diie  triangoli  A  CB, 
CDB,  si  trova: 

AB  :  BC    =    BC  :  DB. 
Cosi  resta  dimostrato  che  ecc. 

433.  Osm.  Dalle  precedenti  proporzioni  si  ri- 
cava [430]  che  è  : 

(CD)-'    —    AD  .  DB, 
{ACy    =    AB  .  AD, 
(BC)"    =    AB  ■  DB. 
La  prima  di  queste  eguaglianze  dice  che  ; 
In  un  triangolo  rettangolo  il  quadrato  della  per' 
pendicolare,  calata  sull'ipotenusa  dal  vertice  dell'an- 
golo retto,  è  equivalente  al  rettangolo  delle  proiezioni 
dei  cateti  stili'  ipotenusa. 

Dalle  due  ultime,  sommando  ordinatamente,  si  ha  : 
{ACy  +  (i/C)3    —    AB{AD  +  DB) 

Così  si  è  dimostrato  di  nuovo,  e  per  via  tutt'  af- 
fatto diversa,  il  teorema  di  Pitagora. 

434,  Teor.  Se  due  corde  di  un  cerchio  si  taglia- 
no,  i  segmenti  dell'una  sono  inversamente  proyor zio- 
noli  ai  segmenti  dell'  altra. 
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nini.  Considerìamo  le  due  corde  j4B,  CZ>  che 
si  segano  ;  chiamiamo  E  il  punto  d'intersezione. 

Si  conducano  le  corde  AC ,  D B ,  e  si  considerino 
i  triangoli  AEC,  DEB.  In 
questi  gli  angoli  BAC,BDC 
sono  eguali,  perchè  iscritti 
[295]  nello  stesso  arco  CA  D  B  ; 
e  gli  angoli  in  E  sono  eguali, 
perchè  opposti  al  vertice.  Per- 
ciò i  lati  dei  triangoli  sono 
[426]  proporzionali,  ed  in  par- 
ticolare 1 

EA:  ED    —    EG  : 

135.  Cor.  Se  due  corde  di  ii 
il  rettangolo  dei  segmenti  dì  un 
al  rettangolo  dei  segmenti  dell'  altra.  [429J. 

436.  Teop>  Due  secanti  di  un  cerchio,  uscenti  da 
uno  stesso  punto,  sono  inversamente  proporzionali 
alle  loro  parti  esterne. 

Dilli.  Siano  le  due  secanti  J. Ti,  jIC  Condotte 
le  corde  DC,  E  E,  si  consi- 
derino i  triangoli  ABE^  ACD. 
Questi  hanno  l'angolo  in  A  co- 
mune, ed  eguali  gli  angoli  E  ED, 
£C'-D,  perchè  [295]  iscritti  nello 
stesso  arco  DBCE.  Ne  segue 
[426]  che: 

AB  :  AC    =    AE  :   AD,         e.  d.  d. 

43*.  Coi'.  Se  da  uno  stesso  punto  sono  tirate  ad 
un  cerchio  due  secanti,  il  rettangolo  di  una  secante  e 
della  sua  parte  esterna  è  equivalente  al  rettangolo  del- 
l' altra  secante  e  della  sua  parte  esterna. 
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438,  Xeof .  Se  da  uno  stesso  punto  sono  condotte  ad 
un  cerchio  una  tangente  e  una  secante,  la  tangente  è  me- 
dia proporzionale  tra  l'intera  secante  e  la  parte  esterna. 
nim.  Dal  punto  A,  estemo  ad  un  cerchio,  siano 
condotte  al  cerchio  una  tangente  AB  q  una  secante 
A  C  qualunque. 

Tirate  le  corde  BD,  BC, 
considero  Ì  triangoli  ABC, 
ADB.  Questi  hanno  l' angolo 
in  A  comune,  ed  eguali  gli  an- 
goli DCB.DBA,  perchè  [295] 
iscritti  nello  stesso  arco  BCD. 
Perciò  [426]  i  lati  dei  trian- 
3  proporzionali,  e  in  particolare  : 

AC  :  AB   =    AB  :  AD,         e.  d.  d. 

43»,  Cor.  Se  da  uno  stesso  punto  sono  condotte 

ad  un  cerchio  una  tangente  ed  una  secante,  il  quadrato 

della  tangente  è  equivalente  al  rettangolo  della  secante 

e  della  nua  parte  esterna.  [430]. 

Problemi. 


440.  Probi.  Costruire  i 

proporzionale 


tendo  dal  vertice,  si 
menti.  Si  tiri  AC, 


che  è  quarto 
>po  ire  seg- 
menti dati. 

Klsol.  Sopra  un  lato  di  un 
angolo  qualunque,  partendo 
dal  vertice,  si  prendano  due 
segmenti  OA,  OB,  rispetti- 
vamente uguali  al  primo  e  al 
secondo  dei  segmenti  dati,  poi 
suir  altro  Iato,  parimente  par- 
faccia  0  C  eguale  al  terzo  dei  seg- 
e  poi  per  Bla.  BD  [250]  paral- 
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lela  ad  AC.  Il  segmento  OD  è  Ìl  [403]  quarto  pro- 
porzionale domandato. 

Dlnt.  Infatti,  per  il  teorema  di  Talete,  egli  è  : 
OA  :  OB    ~    OC  :  OD. 

441.  Probi.  Costruire  il  segmento,  che  è  terzo 
proporzionale  dopo  due  segmenti  dati. 

Htsol.  Questo  problema  è  un  caso  particolare  del 
precedente,  quel  caso  in  cui  il  secondo  e  il  terzo  dei 
segmenti  dati  sono  eguali  ;  epperò  si  può  risolverlo  in 
modo  consimile. 

Altrimenti  si  può  porre  Ìl 
primo  segmento  e  il  secondo 
sui  lati  di  un  angolo  retto,  in 
AB,  BC,  poi,  tirata  AC,  inal- 
zare la  perpendicolare  &à.  AC 
in  C.  Questa  incontra  [256]  ne- 
cessariamente, sia  in  D,  il  prolungamento  ài  AB; 
BD  h  W  segmento   domandato. 


Diin.  Infatti,  poiché  il  triangolo  ACD  e  rettan- 
golo in  C,  e  da  C  è  calata  la  perpendicolare  CB  sul- 
l'ipotenusa AD,  abbiamo  [432]  : 

AB  :  BC   =    BC  :  BD. 

44t.  Probi.  Costruire  un  segmento,  che  sia  medio 
proporzionale  tra  due  segmenti  dati. 

Hisol.  i\  Sopra  AC,  somma  dei  due  segmenti 
dati  AB,  BC,  presa  come 
diametro,  si  descriva  un 
cerchio,  e  si  tiri  per  B  la 
perpendicolare  ad  A  C,  fino 
ad  incontrare  il  cercliio  in 
D.  Il  segmento  BD  è  il 
domandato. 

Dilli.  Infatti  l'angolo  CDA,  perchè  iscritto  in 
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mezzo  cerchio,  è  [296]  retto,  epperò  [432]  il  segmento 
DB  è  medio  proporzionale  tra  AB  e  BC . 

Risol.  S^  Costruito  un  semicerchio  su  A  S,  che 
è  il  maggiore  dei  due  seg- 
menti dati,  e  portato  in  j1  C 
l'altro  segmento,  si  tiri  la 
CD  perpendicolare  3.Ò.AB. 
La  eorda  AD  è  il  segmento 
■*■       *■  *  domandato. 

Dilli.  E  ciò  perchè  l'an- 
golo BDA,  come  iscritto  in  mezzo  cerchio,  è  [296] 
retto,  e  perchè  [432]  un  cateto  è  medio  proporzionale 
tra  l'ipotenusa  e  la  sua  proiezione  sull'ipotenusa. 

Risol.  3^.  Importante  per  la  semplicità  di  co- 
struzione è  la  risoluzione  seguente. 

Sopra  una  retta,  preso  un  segmento  AB  eguale 
al  minore  dei  due  segmenti 
^j-  dati,   si  porti  il  maggiore, 

yf \  una  volta  m  BC  e  un' altra 

///     \\\  in  ^  iJ .  Quindi,  con  centri 

'^     {'        \i    ^^x  e  e    i>    e   raggi    eguali   a 

^      ^         ^       ^  CB  =  DA,  si  descrivano 

due  cerchi.  Se  £  è  uno  dei 
punti  d'intersezione  [230]  dei  cerchi,  BE  h  \l  seg- 
mento domandato, 

JHn<L.'E,ss%nàQEC^ED,hC{D)E  =  E{C)D. 
Essendo  inoltre  BD  ^  AC^  se  si  confrontano  ì  due 
triangoli  BDE,  A  CE,  si  trova  [149]  che  è  £B  =  E  A. 
Ed  ora,  poiché  i  due  triangoli  isosceli  CBE,  E  AB 
hanno  un  angolo  alla  base  in  comune,  essi  hanno  gli 
angoli  rispettivamente  uguali,  e  per  conseguenza  [426] 
i  lati  proporzionali.  Cosi  : 

CB  :  EB    :=    EB  :  AB,  ed.  d. 
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113.  Probi.  Dividere  un  dato  segmento  in  parti, 
che  siano  proporzionali  ad  alquanti  segmenti  dati. 

Rlsol.  Per  l'estremità  A  del  segmento  AB,  ohe 
si  deve  dividere,  si  tiri  un  raggio  AC  ai  arbitrio.  Su 
questo  raggio,  partendo  da  A  e  consecutivamente,  si 
trasportino  gli  altri  segmenti 
dati  in  AD,  DE....   Se  //è 
l'estremità  dell'ultimo,  si  tiri 
II B,  e  poi  per  i  punti  D,  E ... 
le  parallele  ad  H B.  Da  que- 
ste il  segmento  AB  vien  divi- 
so [250]  nel  modo  richiesto. 

Dini.  Infatti,  poiché  AB      '^  " 

ed  4  C  sono  due  trasversali  di  un  fascio  di  parallele, 
due  segmenti  qualunque  dell'una  stanno  tra  loro 
[417]  come  i  segmenti  corrispondenti  dell'altra. 

***•  Ppohl.  Dati  due  punti,  trovare  sulla  loro 
retta  un  altro  punto,  le  cui  distame  dai  punti  dati 
stiano  tra  loro  come  due  segmenti  dati. 

Rlsol.  Siano  A,  B  i  punti  dati;  chiamiamo  m,  n 
i  segmenti  dati.  Si  vuol  trovare  sulla  retta  AB  un 
punto,  che  abbia  da  A  e  B  distanze  proporzionali  ai 
segmenti  m,  n. 

Condotta  per  A  una  retta  qualunque,  si  faccia  in 
essa  AM^  m,  e  poi,  partendo 
da  M  e  da,  bande  opposte  di 
M,  si  prendano  due  segmenti 
MN,  MN',  che  siano  eguali  al 
segmento  n.  Infine,  unito  B  con 
Ne  oonN',  si  tirino  per  ilf  due 
rette  rispettivamente  parallele 
a  BKe  BK';  e  siano  X  ed  7 
i  punti  in  cui  esse  incontrano  [250]  la  retta  AB.  Dico 
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che  ciascuno  dei  punti  X  ed  Y  ha,  dai  punti  A  e  B 
distanze  che  stanno  come  m  ad  n.  {*). 

Slm.  Infatti,  per  il  teorema  di  Talete,  egli  è  : 
AX    :    BX    =     AM  :    MN     =^     m    :    n, 
ei   AY    :    BY    =     AM   :    MN'    =     m    :    n. 

445.  Ositi,  l'*.  Nessun  altro  punto  della  retta  A  B 
sodisfa  il  problema. 

Infatti,  detto  X'  un  punto  del  segmento  AB,  tale 
che  sia; 

AX'    :    BX'     =    m    :    n, 
essendo  per  conseguenza: 

AX'    :    BX'     —     AM   :    MN, 
ne  segue  [421]  che  ^fX'  è  parallela  ad  MX,  e  per 
conseguenza  X'  coincide  con  X. 

Detto  y  un  punto  del  raggio  A  Y,  tale  che  sia  : 
AY'    :    BY'     ~     m    :    n, 
epperò  anche     AY'    :    BY'     —     AM    :    MN', 
invertendo  e  poi  dividendo,  otteniamo  : 

AB    :    AY'    =     AN'    :    AM. 
Per  conseguenza  [427]  i  triangoli  AMY'  ed  ABN' 
hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali,  e  in  partico- 
lare è  A(M}Y'  =  A  {N')B.  Quindi  è: 

A{M)  Y'    =    A{M)  Y, 
epperò   Y'  coincide  con   Y. 

Non  potrebbe  poi  sodisfare  il  problema  un  punto 
Z,  preso  sull'altro  prolungamento  ^  AB,  perchè, 
avendo  codesto  punto  da  B  distanza  minore  che  da 
A ,  ed  essendo  nel  nostro  caso  m  ■<  w,  la  proporzione  : 

AZ    :    BZ    =^     m    :    n 
è  assurda.  [401]. 

(*)  Lo  stadioso  farà  la  figura  anche  per  il  caso  che  sìa 
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440.  Osa,  2".  Nel  caso  che  sia  wi  =  n,  il  punto 
X  è  il  punto  di  mezzo  [285]  di  ^S,  e  il  punto  Y 
manca,  perchè,  cadendo  A''  in  A,  !a  retta  BN'  coin- 
cide con  la.  BA,  e  però  la  parallela  a  BN\  tirata  per 
M,  è  parallela  alla  retta  AB. 

449.  Oss-  8\  Quando  un  segmento  AB  è  diviso, 
internamente  in  X,  ed  esternamente  in  Y,  in  modo  che 
le  distanze  del  punto  X  dagli  estremi  del  segmento 
atanno  come  le  distanze  del  punto  Y  dagli  estremi 
stessi,  si  dice  che  il  segmento  AB  è  diviso  armonica- 
mente in  X  ed  Y. 

Segnato  ad  arbitrio  uno  dei  due  punti  X,  Y,  la 
posizione  dell'altro  resta  [403]  determinata. 

Dalla  proporzione  [390]: 

AX   :    BX    =     AY   :    BY, 
permutando,  si  ottiene  la  proporzione  : 

XA   :    YA    ==    XB   :    YB, 
dalla  (juale  risulta  che,  se  due  punti  X,   Y  dividono 
armonicamente  un  segmento  AB,  reciprocamente  i 
punti  A,  B  dividono  armonicamente  il  segmento  X  Y. 

Si  suol  dire  che  i  quattro  punti  A,  B,  X,  Y 
sono  «rmow/cì;  i  punti  -4,  S  si  dicono  coniugati  ar- 
monici; così  i  due  X,  Y. 

449.  Probi.  Trovare  il  luogo  dei  punti,  le  cui 
distanze  da  due  punti  dati  stanno  tra  loro  come  due 
dati  segmenti. 

Ri8ol.  Siano  A  e  Bi  due  punti  dati  ;  diciamo  m 
ed  n  i  dati  segmenti.  Si  tratta  di  trovare  il  luogo  dei 
punti,  le  cui  distanze  da  A  e  B  stanno  tra  loro,  come 
m  sta  ad  n. 

Intanto,  se  determiniamo  [444]  quei  due  punti  C 
e  D  della  retta  AB,  le  cui  distanze  da  J.  e  fi  stan- 
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no  nel   rapporto   dato,   cioè  quei  punti  C  e  D,  per 
ì  quali:  CA  :    CB    z=   m    :    n,  (1) 

e  DA   :   DB    —   m    :    n,  (2) 

otteniamo  due  punti  del  luogo  domandato. 

Ed  ora  sia  M  un  altro  punto  qualunque  del  luogo 
(fuori  della  retta  A  B  [445]  )  ;  tal  punto  adunque  per 
cui  sia  : 

MA  :  MB  =  m  :  n,  (3) 

e  tiriamo  MG  ed  MD. 

Confrontandola  proporzione  {?>)  con  le  (1)  e  (2), 
conchiudiamo  [390]  che  : 

MA    :   MB   ^    CA    :    CB  (4) 

ed  MA    :    MB   =  DA   :   DB.  (5) 

Perciò  [423,  425] 
MC  è  la  bisettrice 
dell'  angolo  £  MA 
del  triangolo  BMA, 
ed  MD  è  la  biset- 
trice dell'angolo  e- 
sterno  EMB.  Per 
conseguenza  [126] 
•'  l'angolo  DMCè  ret- 

to, epperò  [296, 305] 
il  punto  M  appartiene  al  cerchio,  di  cui  CD  è  un 
diametro. 

Ora  poi  proveremo  che  qualunque  punto  di  code- 
sto cerchio  ha  dai  punti  A  e  E  distanze  che  stanno 
come  m,  ad  n.  Posto  che  M  sìa  un  punto  del  cerchio, 
si  tiri  per  eia  parallela  ad  MD,  e  siano  i^ed  ffi  punti 
nei  quali  essa  incontra  [250]  MA  ed  MB.  Poiché  i 
triangoli  AFC,  AMD,  come  i  due  CBH,  DBM, 
hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali,  abbiamo  [426] 
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le  proporzioni  : 

FC  :    MB   =  AC  :  AD, 

HC  :  MD  —  BC  :  BD. 
Ma  per  costruzione  abbiamo: 

AC  :  BC  ^  AD  :  BD, 
epperò  anche  [408]  : 

AC  :  AD  =  BC  :  BD. 
Conseguentemejite  [390]  egli  è: 

FC  :   MD   ~    HC  :  21 D, 

donde  risalta  [401]  essere  FC^  HC. 

A  tal  punto  si  osservi  che  l'angolo  D  MC,  per- 
chè iscritto  in  mezzo  cerchio,  è  [296]  retto.  Tale  è 
perciò  [251]  anche  l'angolo  FCM.  Quindi,  conside- 
rando i  triangoli  MFC,  MHC,  si  conchiude  [149] 
che  MC  è  la  bisettrice  dell'angolo  B  MA  ;  epperò  [422]  : 

MA   :    MB   =   CA   :    CB  =   m    :    71. 

In  conchiusione  tutti  ed  unicamente  i  punti  del 
cerchio  di  diametro  CD  hanno  da  ^  e  jB  tali  distanze 
che  stanno  come  m  ad  n.  Codesto  cerchio  è  dunque 
il  luogo  ricercato. 

44».  Probi.  Trovare  due  segmenti  che  stiano  tra 
loro  come  due  poligoni  dati. 

Bisoi.  Si  trasformino  i  due  poligoni  in  due  trian- 
goli d'uguale  altezza  [339,  337].  Le  basi  di  questi  so- 
disfanno la  condizione  voluta. 

nini.  Infatti  i  poligoni  dati  stanno  tra  loro  come 
i  triangoli,  e  questi  come  le  loro  basi  [384]. 
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601.  Se  più  rette,  passanti  per  un  medesimo  punto,  sono  tagliate 
da  d«e  parallele,  i  segmenti  di  una  di  queste  sono  propor- 
zionali ai  segmenti  dell'altra.  [426,300]. 

602.  Se  due  rette  sono  parallele,  e  due  segmenti  AB,BC  delia 
prima  sono  proporzionali  a  due  segmenti  A'B',  B'C  della 
seconda,  le  rette  AA',  BB',  CC  concorrono  in  uno  stesso 
punto.  [427]. 

603.  Descritto  meazo  cerchio,  prendendo  per  diametro  un  Iato 
J.  B  di  un  triangolo  equilatero  ABC  {e  fuori  del  triango- 
lo), si  divida  il  mezzo  cerchio  in  tre  parti  eguali  nei  punti 
D  ed  E.  Si  dimostri  che  le  rette  CD,  CE  dividono  in  tre 
parti  eguali  il  lato  AB.  (Si  prolunghino  CA,  CB  fino  ad 
incontrare  DE.  [601]). 

604.  Se  per  un  punto  di  una  diagonale  di  un  rombo  si  tirano 
due  rette  rispettivamente  parallele  ai  lati,  le  diagonali  di 
quei  tra  i  rombi  risultanti,  che  sono  attraversati  dalla  dia- 
gonale, sono  rispetti  l'amento  parallele  alle  diagonali  del 
rombo  dato. 

605.  Se  due  triangoli  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali, 
e  dai  vertici  dì  due  angoli  eguali  si  tirano  ai  lati  opposti 
due  segmenti  in  modo  che  facciano  coi  Iati  stessi  angoli 
eguali,  i  due  segmenti  stanno  tra  loro  come  i  lati  ai  quali 
sono  condotti,  e  tagliano  ilatì  stessi  in  parti  proporzionali, 

606.  Se  in  un  triangolo  rettangolo  è  iscritto  un  quadrato,  e  un 
lato  di  questo  sia  sull'  ipotenusa,  questa  rimane  divisa  in 
parti  continuamente  proporzionali.  [426]. 

607.  Se  un'  altezza  di  un  triangolo  è  media  proporzionale  tra  i 
segmenti  in  cui  essa  taglia  il  lato  sui  quale  è  condotta,  il 
triangolo  è  rettangolo.  [427]. 

608.  Se  in  due  triangoli  d'  eguale  altezza  si  conducono  due 
corde  parallele  alle  basi  ed  egualmente  distanti  da  questo, 
le  due  corde  stanno  tra  loro  come  le  basì.  [426, 417]. 

609.  Se  per  il  punto  d' incontro  delle  diagonali  di  un  trapezio  si 
tira  la  parallela  alle  basi,  il  segmento  di  qaesta,  com- 
preso tra  i  lati  concorrenti,  è  dimezzato  dalle  diagonalL 
[426,417]. 
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610.  Il  rettangolo  dei  segmenti  compresi  tra  il  punto  delle  al- 
tezze e  le  estremità  di  un'  altezza  è  costante.  [426, 429]. 

G  II.  Il  raggio  dal  cerchio,  che  passa  per  ì  punti  di  mezzo  dei 
lati  di  un  triangolo,  è  metà  di  quello  del  cerchio  circo- 
scritto al  triangolo. 

612.  La  parte  di  una  tangente  a  un  cerchio,  compresa  tra  due 
altre  tangenti  parallele  tra  loro,  è  divisa  dal  punto  di  con- 
tatto in  modo  che  il  raggio  è  medio  proporzionale  tra  ì 
due  segmenti.  [432]. 

613.  Se  due  cerchi  si  tagliano,  le  tangenti  condotte  ai  cerchi 
da  qualsivoglia  punto  preso  sui  prolungamenti  deUa  corda 
comune,  sono  eguali.  [438,430]. 

614.  Se  due  cerchi  si  toccano  esternamente,  la  parte  di  una  tan- 
gente comune  (s'intenda  di  una  di  quelle  non  perpendico- 
lari alla  retta  dei  centri)  compresa  tra  i  punti  di  contatto, 
è  media  proporzionale  tra  i  diametri.  (  Si  tiri  la  perpendi- 
colare alla  retta  dei  centri  nel  punto  comune  ai  due  cerchi). 

615.  Se  due  tangenti,  condotte  a  d ne  cerchi,  esterni  l'uno  al- 
l' altro,  dai  centri  dei  cerchi  stessi,  si  tagliano,  il  rettan- 
golo dei  segmenti,  in  cui  è  divisa  la  parte  estema  di  una 
tangente,  è  equivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  del- 
l'altra.  [426, 428]. 

616.  Se  sì  circoscrive  un  rombo  a  un  trapezio,  quella  diagonale 
del  romho,  che  taglia  le  hasi  del  trapezio,  passa  per  il 
punto  d'incontro  delle  diagonali  di  quest'ultimo. 

•  617.  Se  da  un  punto  di  un  cerchio  si  calano  le  perpendicolari 
su  due  tangenti  che  si  tagliano,  e  poi  la  perpendicolare 
sulla  retta  che  passa  per  i  punti  di  contatto,  questa  terza 
perpendicolare  è  media  proporzionale  tra  le  altre  due, 
[204,  426]. 
6t8.  In  un  triangolo  qualunque  il  rettangolo  di  due  lati  è  equi- 
valente al  rettangolo  del  diametro  del  cerchio  circoscritto 
e  dell'  altezza  calata  sul  terzo  lato. 

619.  Se  per  il  eentro  di  un  cerchio  si  conduce  il  diametro  AB 
perpendicolare  aunarettadata,  epoiper  uno  degli  estremi 
del  diametro,  ad  es.  per  A,  si  conduce  una  retta  che  incon- 
tri in  Mil  cerchio  ed  in  N  la  retta,  il  rettangolo  dei  seg- 
menti AMsiANè  costante.  Proposizione  più.  generale. 

620.  Luogo  dei  punti  ne'  quali  i  segmenti,  tirati  a  una  retta 
data  da  un  punto  dato,  sono  divisi  in  rapporto  dato. 
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62 1.  Luogo  dei  pnnti  di  mezzo  delle  corde  di  un  triangolo,  che 
sono  parallele  ad  un  lato.  [392,4271. 

622.  Luogo  dei  plinti,  le  cui  distanze  da  due  parallele  date 
stanno  in  rapporto  dato.  (Si  divide  secondo  quel  rap- 
porto ['144]  un  segmento  termioato  alle  parallele.  Ecc.). 

623.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette,  cte  si  ta- 
gliano, stanno  in  rapporto  dato.  (  Si  costruisca  intanto  un 
punto,  le  cui  distanze  dalle  rette  date  siano  eguali  ai  seg- 
menti che  indicano  il  rapporto  dato.  E  si  unisca  questo 
punto  con  quello  d' intersezione  delle  rette — ). 

624.  Luogodeipnnti,daiqualileduepartidiun  dato  segmento 
sono  vedute  sotto  angoli  eguali.  [i22,448]. 

625.  Dividere  un  segmento  dato  in  n  parti  continuamente  pro- 
porzionali e  in  modo  che  due  parti  consecutive  stiano 
tra  loro  come  due  dati  segmenti. 

626.  Dividere  un  dato  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  la 
prima  stia  alla  seconda  come  due  dati  segmenti,  e  la  se- 
conda alla  terza  come  due  altri  segmenti  dati. 

627.  Dividere  un  rombo,  od  un  triangolo,  in  parti  che  stiano 
tra  loro  come  dati  segmenti. 

628.  Dividere  un  romho  in  due  parti  che  stiano  in  rapporto 
dato,  e  ciò  con  una  retta  che  passi  per  un  punto  dato  ao- 
pra un  lato.  (Prima  si  divide  il  romho  nel  rapporto  dato 
con.  una  parallela,  ecc.). 

629.  In  un  cerchio  sono  condotti  due  raggi  ;  si  tiri  tal  corda  che 
sia  divisa  dai  raggi  in  tre  parti  eguali, 

630.  Trovare  due  segmenti,  data  la  loro  somma  e  dato  il  seg- 
mento che  èmedio  proporzionale  traiaegmenti  stessi.[482]. 

631.  Trovare  due  segmenti,  dei  quali  è  data  la  differenza  e  il 
rapporto.  [400]. 

632.  Trovare  due  segmenti,  data  la  loro  differenza  e  data  la 
media  proporzionale  tra  essi.  (Si  considera  il  cerchio  che 
ha  la  differenza  per  diametro.  Eco.  [438]  ). 

633.  Trovare  unpnnto,  che  ahhia  data  distanza  danna  retta  o 
da  un  punto  dato,  e  che  abbia  da  due  altre  rette  date  tali 
distanze,  che  stiano  tra  loro  in  rapporto  dato.  [623]. 

634.  Trovare  un  punto,  le  cui  distanze  da  tre  rette  date  stiano 
come  tre  dati  segmenti.  [623]. 

635.  Tirare  per  un  punto,  dato  fra  i  lati  di  un  angolo,  una 
corda  in  modo  che  dal  punto  stesso  essa  sia  divisa  in 
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na  rapporto  dato.  (  Si  unisce  il  vertice  col  punto,  e  po- 
sto sul  prolungamento  un  segmento  q^uatto  proporzio- 
nale, ecc....,  si  conduce  la  parallela  ad  uno  dei  lati  del- 
l'angolo, ecc.). 

636.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  le 
distanze  della  retta  da  due  altri  punti  dati  stiano  in  rap- 
porto dato,  [444]. 

B37.  Per  il  punto  d' intersezione  di  due  cerchi  condnrre  una  se- 
cante in  modo  che  le  corde  comprese  nei  cerchi  stiano  in 
rapporto  dato.  (Bisogna  dividere  secondo  questo  rapporto 
il  segmento  che  unisce  i  centri.  [187,392]). 

638.  Per  un  punto  dato  tirare  una  retta,  in  modo  che  i  seg- 
menti dei  lati  di  un  angolo  dato,  compresi  tra  questa  retta 
ed  il  vertice,  stiano  in  rapporto  dato.  [426]. 

639.  Per  un  punto  dato  condurre  tal  retta,  che  tagli  due  rette 
date  in  punti,  le  cui  distanze  dal  punto  dato  stiano  in 
rapporto  dato,  [620]. 

640.  Per  un  punto  dato  condarre  una  retta,  che  tagli  tre  rette 
uscenti  da  uno  stesso  punto,  e  inmodo  che  i  segmenti  della 
prima,  compresi  tra  le  altre  rette,  stiano  in  rapporto  dato. 
(Si  risolva  dapprima  il  problema  ponendo  il  punto  sopra 
una  delle  rette  date.  [639]). 

64 1.  Costruire  un  triangolo,  dato  il  perimetro  e  i  rapporti  a  :  &, 
h:c. 

642.  Costruire  vin  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto,  ed 
il  rapporto  del  lato  dato  ad  uno  degli  altri  due  lati, 

643.  Costruire  un  triangolo,  dato  ^,  A  «  e  6:  e.  [427,  244j. 

644.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  mediana  (o  l'al- 
tezza) elle  gli  corrisponde,  e  il  rapporto  degli  altri  due 
lati.  [448]. 

645.  Costruire  uii  triangolo,  dato  un  lato,  la  hisettrioe  corri- 
spondente, e  il  rapporto  degli  altri  due  lati-  [422, 447]. 

646.  Costruire  un  triangolo,  dato  tm  lato,  il  rapporto  degli  al- 
tri due,  e  l'altezza  calata  sopra  uno  di  questi  ultimi, 

647.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto,  ed 
il  rapporto  degli  altri  due  lati. 

648.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  lati  e  la  bisettrice  del- 
l'angolo compreso,  (Si  osservi  la  figura  del  §  422.  Coi  dati 
si  può  costruire  [440]  il  segmento  CE,  opperò  anche  il 
triangolo  AC  E,  e  in  seguito  il  triangolo  domandato). 
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649.  S^  A  e  B  sono  i  centri  di  due  cercti  disuguali,  ed  AP, 
BQ  una  coppia  dì  raggi  paralleli,  la  retta  PQ  incontra 
la  retta  dei  centri  in  un  punto  fisso.  Dedurre  un  metodo 
per  condurre  le  tangenti  comuni  a  due  cerchi. 

650.  Le  secanti  comuni  ad  un  cerchio  fisso  e  a  tutti  i  cerchi, 
et  e  passano  per  due  dati  punti,  passano  per  uno  stesso 
punto.  [436], 

65 1.  Se  ciascuno  di  tre  cerchi  taglia  gli  altri  due,  le  secanti 
comuni  passano  per  uno  stesso  punto.  [434]. 

652.  Se  sopra  un  segmetito,  diviso  in  sezione  aurea,  si  costrui- 
sce un  triangolo  rettangolo,  in  modo  che  il  punto  di  di- 
TÌsione  sia  il  piede  della  perpendicolare  calata  dal  vertice 
dell'angolo  retto,  i  lati  del  triangolo  sono  in  proporzione 
continua.  [432,  407]. 

653.  Se  da  un  punto  di  un  lato  di  un  angolo  acuto  si  caia  la 
perpendicolare  sall'altro  lato,  e  dal  piede  di  questa  la  per- 
pendicolare Bui  primo  lato,  e  cosi  via,  le  distanze  dei  piedi 
delle  perpendicolari  dal  vertice  dell'angolo  sono  in  pro- 
porzione continua.  |417J, 

654.  Se  una  retta  è  tangente  a  un  cerchio,  e  si  cala  dal  punto 
di  contatto  la  perpendicolare  sopra  un  diametro  qualsi- 
voglia, e  dalle  estremità  di  questo  diametro  e  dal  centro 
si  inalzano  le  perpendicolari  al  diametro  stesso  fino  all'in- 
contro con  la  tangente,  le  quattro  perpendicolari  sono  in 
proporzione  continua. 

655.  Le  corde,  uscenti  dal  punto  di  contatto  di  una  tangente 
ad  un  cerchio,  sono  tagliate  da  una  corda  qualunque  pa- 
rallela alla  tangente  in  modo  che  il  rettangolo,  contenuto 
da  una  corda  e  dal  suo  segmento  compreso  tra  le  due  pa- 
rallele, è  costante.  [294,  429]. 

656.  Se  da  un  punto  dell'  ipotenusa  si  calano  le  perpendicolari 
sui  cateti,  il  rettangolo  dei  segmenti  dell' ipotenusa  è  equi- 
valente alla  somma  dei  rettangoli  contenuti  dai  segmenti 
dei  cateti.  (Sia  iìC  l'ipotenusa,  i^il  punto  della  stessa, 
ED  ed  EF  le  perpendicolari  calate  rispettivamente  su 
AB,  AC.  Si  cali  da  Z>  !a  perpendicolare  i) fl"  sull'ipote- 
nusa. Si  confrontino  i  triangoli  D£^if,  ECF,  e  poi  i  due 
DEH,  CEF). 

657.  AB  6  una  corda  di  un  cerchio  di  centro  0,  e  C  un  punto 
qualunque  del  cerchio.  DeAE  sono  i  punti  nei  quali  la 
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perpendicolare  SìB.  AB  nel  punto  medio  è  incontrata  dalle 
rette  A  C,  B  C.  Si  provi  c]ie  il  quadrato  del  raggio  è  equi- 
valente a!  rettangolo  dei  segmenti  OD,  OE.  (Si  proverà 
che  i  triangoli  OCD,  OEC  hanno  gli  angoli  rispettiva- 
mente uguali;  il  che  vieu  fatto  osservando  che  C  (E)  D 
e  Z)(C)0  sono  complementi  dì  ^t^)  C). 

658.  In  un  triangolo  qualunque  il  rettangolo  di  dae  lati  è  equi- 
valente alla  somma  del  quadrato  della  bisettrice  dell'an- 
golo compreso  e  del  rettangolo  dei  segmenti  in  cnì  resta 
diviso  il  terzo  lato.  [  Si  circoscrive  il  cerchio  al  triangolo, 
e,  prolungata  la  hisettrice  AD  lino  ad  incontrarlo  in^,  sì 
confrontaDO  [426]  i  tri&Bgoli  AB  D,  A  E  0.  [430, 4S5]). 

659.  Se  .4  se  è  un  triangolo  rettangolo  iscritto  in  un  cerchio, 
e  da  US  punto  D  qualsivoglia  del  diametro  ^IS  si  tira  la 
perpendicolare  al  diametro  stesso,  la  quale  incontri  in  E 
iUerciiio,  edin.Pedfl'lerette^C,  i?C',in  talcaso  DE 
è  media  proporzionale  tra  DF,DH.  [432,426,407]. 

660.  Da  un  punto  A  sono  tirate  le  tangenti  AB,  AC  ad  un 
cerchio  di  centro  0,  e  poi  è  condotta  la  BE  perpendico- 
lare al  diametro  CD;  dimostrare  che  BE  è  dimezzata 
da^I>inP.  (I  triangoli  C£J',i>C^  hanno  gli  angoli 
rispettivamente  uguali,  e  cosi  i  due  DEB,  OCA.  Si  per- 
viene [407]  aUa  proporzione  EF  :  EB  =z.OC  :  DC). 

661.  Se  per  il  punto  d'incontro  delle  mediane  di  un  triangolo 
si  tira  una  retta  qualunque,  e  si  calano  sulla  stessa  le  per- 
pendicolari dai  vertici,  la  somma  delle  due  perpendico- 
lari, che  sono  da  una  stessa  banda  della  trasversale  è 
uguale  alla  terza.  {Si  cali  sulla  trasversale  la  perpen- 
dicolare dal  punto  di  mezzo  dal  lato  non  attraversato 
dalla,.. )- 

662.  TJna  corda  di  un  trapezio,  parallela  alle  basi,  taglia  i  lati 
concorrenti  nel  rapporto  di  m  ad  n.  Si  domanda  il  rap- 
porto della  corda  alla  somma  delle  basì. 

663.  Se  i  lati  di  un  triangolo  sono  divisi  nel  rapporto  di  tn  ad  n, 
e  dai  punti  di  divisione  e  dai  vertici  del  triangolo  si  tirano 
altrettante  parallele  fino  ad  incontrare  una  retta  esterna 
al  triangolo,  la  somma  dei  tre  segmenti  tirati  dai  vertici 
è  uguale  alla  somma  degli  altri  tre,  tirati  dai  punti  di  di- 
visione dei  lati. 

664.  Se  tin  angolo  ruota  intorno  al  suo  vertice,  e,  presi  sulle 
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zionì  del  primo  Iato  dm  pnnti  in  liaea  retta,  si  pren- 
o  sulle  posizioni  dell'altro  lato,  partendo  dal  vertice 
i  0,  dei  segmenti  proporzionali  ordinatamente  a 
quelli  che  sono  sugli  altri  lati,  anche  i  termini  dei  nuovi 
segmenti  sono  ia  linea  retta.  (Siano  j4,B,C..  i  primi  pun- 
ti, ed  A',  B',  C',...ì  secondi.  SÌ  unisca  B'  con  .4  '  e  con  C, 
e  si  confrontino  [42G]  i  triangoli  AOB,  AOO  rispettiva- 
mente con  A'O'B',  A'O'C  [128]). 

665.  Se  dai  vertici  di  nn  triangolo  ai  conducono  ai  lati  oppo- 
sti, o  ai  loro  prolungamenti,  tre  segmenti  eguali,  e  da  un 
punto  qualsivoglia,  interno  al  triangolo,  si  tirano  tre 
segmenti  rispettivamente  paralleli  ai  precedenti,  e  questi 
pure  fino  all'incontro  dei  tre  lati,  la  somma  di  questi  ul- 
timi è  uguale  ad  uno  dei  primi.  (Bisogna  unire  il  punto 
interno  0  con  ciascuno  dei  vertici  A,  B,  C,  e  prolungare 
ciascuno  di  questi  segmenti  fino  al  lato  opposto.  Poi  si 
prova  [33i, 426]  che  il  triangolo  ABC  sta,  a  ciascuno  dei 
tre  OAB,  OBG,  OJC  rispettivamente,  come  uno  dei  tre 
segmenti  sta  al  parallelo.  Quindi . . .  [405, 401]  ). 

666.  Se  sopranna  retta,  partendo  da  un  punto  A  e  dalla  stessa 
banda,  si  prendono  tre  BBgraenti  AB,  AC,  AD  continua- 
mente proporzionali,  e  poi  si  tira  da  A  un  segmento 
AE=AC,  l'angolo  DEB  è  dimezzato  da  EC.  (Anzi- 
tutto si  applichi  alla  proporzione  data  il  teorema  400,  o 
poi  il  408.  Poi  ai  triangoli  AED,  AEB  il  teorema  427). 

667.  Se  da  nn  punto  P  esterno  ad  un  cerchio  si  tirano  le  tan- 
genti PC,  FD,  e  la  retta  CD  (*),  che  passa  per  i  punti 
di  contatto,  tagli  in  Q  il  diametro  A  OB,  che  passa  per  P, 
le  distanze  dei  punti  A  e  B  dal  punto  P  stanno,  come 
quelle  degli  stessi  ^  e  if  dal  punto  Q.  (Si  osservi  che  CB 
dimezza  [294]  l'angolo  PCQ,  e  che  la  CA,  perchè  per- 
pendicolare a  CB.  dimezza  l'angolo  estemo  adiacente 
all'angolo  PCQ.  [422,  i24]). 

668.  Se  per  nn  vertice  di  un  triangolo  si  conduce  il  diametro 
del  cerchio  iscritto,  e  dal  punto,  nel  quale  esso  taglia 
il  lato  opposto,  si  calano  le  perpendicolari  sugli  altri  due 

(•)  Il  limito  p  è  detto  poio  della  rotta  C  QD,  e  CQD  è  •inUa  foiare 
del  punto  P,  rispetto  al  cerchio. 
I  punti  P  e  Q  s\  dicono  con'wjati  armnn'ci  rispetto  al  cpreliio. 
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lati,  e  si  uniscono  i  piedi  delle  due  perpendicolari,  si  ot- 
tiene una  retta  parallela  al  primo  lato. 

669.  In  ogni  triangolo  il  centro  del  cerchio  iscritto,  il  punto  di 
concorso  delle  mediane  e  il  centro  del  cerchio  iscritto  in 
quel  triangolo,  che  ha  i  vertici  ne'  punti  di  mezzo  dei  lati 
del  triangolo  dato,  sono  in  linea  retta.  E  la  distanza  dei 
due  primi  punti  è  doppia  della  distanza  dei  due  ultimi. 

670.  In  un  triangolo  qualunq^ue  il  centro  del  cerchio  circoscrit- 
to, il  punto  di  concorso  delle  mediane  e  il  punto  delle  al- 
tezze sono  io  linea  retta,  e  la  distanza  dei  due  primi  punti 
è  metà  della  distanza  tra  i  due  ultimi. 

671.  In  ogni  triangolo  rettangolo  la  somma  dell'ipotenusa  e 
dell'altezza  corrispondente  è  maggiore  della  somma  dei 
cateti.  (Si  dimostri  [426, 400, 401]  dapprima  che  la  diffe- 
renza tra  l'ipotenusa  ed  un  cateto  è  maggiore  della  diffe- 
renza tra  l'altro  cateto  e  l'altezza). 

672.  In  ogni  triangolo  la  semidifferenza  dì  due  lati  è  media 
proporzionale  tra  le  distanze  del  punto  di  mezzo  del  terzo 
lato  dai  punti  nei  quali  questo  lato  è  diviso  dall'altezza 
e  dalla  bisettrice  corrispondente.  (  Sia  ABC  il  triangolo  ; 
AB"^  AC;  Dil  punto  medio  dì  BC;  EeiF  le  estremità 
della  bisettrice  e  dell'altezza  uscenti  dal  vertice  A.  Ca- 
lando da  C  la  C/f  perpendicolare  alla  bisettrice  A  E,  si 
La  [305]  in  DHU  semidifferenza  tra  A  B  ed  AC.  Biso- 
gna  confrontare  [426]  i  triangoli  HED  ed  FHli.  Per 
provare  che  è  E{H)  D  =  D  (IP)  H.  gioverà,  osservare 
che  il  quadrangolo  A  UFO  è  iscrittibile). 

673.  Luogo  dei  punti,  nei  quali  sono  divisi  secondo  un  rapporto 
dato  i  segmenti  condotti  da  un  punto  dato  ad  un  dato  cer- 
chio, (Si  divida  in  0,  secondo  quel  rapporto,  il  segmento 
che  unisce  il  punto  A  col  centro  G.  Usando  del  punto  0 
per  dividere  [440]  gli  altri  segmenti,  si  prova  poi  i'acil- 
mente  che  il  luogo  è  un  cerchio.  [426]). 

674.  Due  segmenti  AB,  AC  sono  divisi  proporzionalmente  ia 
D  ed  in  E,  e  le  perpendicolari  ai  segmenti  stessi,  tirate 
per  D  e  per  E,  s' incontrano  in  F.  Dimostrare  che  il  luogo 
del  punto  F  è  una  retta,  che  passa  per  A.  [417, 436,  427]. 

675.  Per  un  punto  P,  preso  sopra  un  cerchio,  si  tiri  una  corda 
PB  e  su  questa  si  prenda  un  segmento  PB'  in  guisa  che 
i!  rettangolo  dì  PB  e  PB'  sia  equivalente  a  im  quadrato 
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dato. Si  domanda  il  luogo  dei  punti  B'.  (Si  tiri  ancte  il 
diametro  FA,  e  trovato  il  punto  A',  si  confrontiao  [427] 
i  triaogoli  PBA,1'A'B'.  [305]). 

6,  Luogo  dei  punti  dai  quali  due  cerchi  dati  sono  vedati  sotto 
D  raedesiino  angolo.  (Se  itf  è  un  punto  del  luogo,  A&  Bì 
centri,  G  fi  D  due  punti  di  contatto,  dal  confronto  di  due 
triangoli  si  trova  che  il  rapporto  di  MA  B,d  MB  è  ugnale 
a  quello  dei  raggi.  Ecc.). 

7.  Trovare,  fuori  di  uà  cerchio  dato,  tal  punto,  che  la  somma 
delle  tangenti  condotte  da  esso  al  cerchio  sia  eguale  alla 
secante,  che  passa  per  il  centro. 

B.  Per  un  punto  dato  tirare  una  retta,  che  passi  per  il  pnnto 
di  concorso  di  due  date,  e  ciò  senza  usare  di  questo  punto. 
(Per  il  punto  dato  A  si  conduca  una  retta,  che  tagli  le 
date  in  B  e  in  C.  Poi  una  parallela,  che  le  tagli  in  O  e 
in  E.  [443,602]). 

).  In  un  cerchio  è  dato  un  punto  A  e  una  corda  BC.  Si  vuol 
condurre  una  corda  AD,  che  tagli  BC  in  E  in  guisa  che 
DE  e  DO  stiano  in  rapporto  dato.  (Del  triangolo  DEC 
si  possono  [427]  determinare  gli  angoli). 

).  Trovare  un  punto  da  cui  tre  segmenti  AB,  BC,  CD,  di 
una  stessa  retta  si  vedano  sotto  angoli  eguali.  [422, 447]. 

I.  Condurre  una  tangente  a  un  cerchio  da  un  punto  dato, 
e  ciò  senza  usate  del  centro  del  cerchio.  (In  baso  al  §  438 
si  determina  la  distanza  del  punto  di  contatto  dal  punto 

l.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati,  e  toc- 
chi una  retta  data,  (Si  tira  la  retta,  che  passa  per  i  due 
punti,  fino  all'incontro  della  retta  data.  Su  questa  si  può 
quindi  [438, 4^|  determinare  il  punto  di  contatto). 

I.  Dato  un  angolo  e  uu  punto,  trovare  sopra  un  lato  un  punto 
che  sia  egualmente  distante  dal  punto  dato  e  dall'altro 
lato  dell'angolo.  (Costruendo  il  punto,  che  è  simmetrico 
col  dato  rispetto  al  primo  lato,  il  problema  è  ridotto  s 
precedente). 

\.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date,  e  pass 
per  un  punto  dato.  (Il  problema  si  riduce  subito  al  prece- 
dente. [109]  ). 

I.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date  e  un 
chio  dato.  (Considerando  il  cerchio,  che  è  concentrico  col 
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richiesto,  e  che  passa  per  il  contro  del  dato,  si  riduce  la 
questione  alla  precedente). 

686.  Descrivere  un  cerchio,  che  paesi  per  due  punti  dati,  e  toc- 
chi uu  cerchio  dato.  (Si  descriva  na  cerchio,  che  passi 
per  i  punti  j1  e  -B  e  tagli  il  cerchio  dato.  Il  punto  d'incoa- 
tro  della  retta  A  B  con  la  secante  comune  è  un.  punto  della 
tangente  comune  al  cerchio  dato  ed  al  cerchio  richiesto). 

687.  Sopra  una  retta  data  trovare  un  punto,  le  cui  distanze  da 
due  punti  dati  ahhiano  differenza  data.  (Sì  riduce  il  pro- 
blema al  precedente,  considerando  il  punto,  che  è  simme- 
trico con  uno  dei  dati,  rispetto  alla  retta  data). 

688.  Dati  due  punti  A  e  B  e  una  retta  passante  per  B,  si  vuol 
determinare  su  questa  retta  due  punti  X,  Y  in  modo  che 
siano  equidistanti  da  S,  e  che  X(A)  Y  sia  eguale  a  nn 
angolo  dato.  (Si  prendano  sulla  retta  data  due  punti  equi- 
distanti da  B,  poi  si  trovi  sulla  BA  tal  punto  ecc.  [305]). 

689.  Trasformare  un  quadrato  in  un  rettangolo,  nel  quale  due 
lati  consecutivi  abbiano  un  rapporto  dato.  (Sulla  somma 
dei  due  segmenti -d£,  BC,  che  indicano  il  rapporto,  si 
descriva  mezzo  cerchio.  Condotta  per  B  la  perpendicolare 
ad  AC,  che  incontri  il  cerchio  in  D,  su  questa  si  pren- 
da BE,  uguale  a!  Iato  del  quadrato  dato.  Infine  si  con- 
durranno per  Eie  parallele  alle  DA,  DC). 

690.  Trasformare  un  quadrato  in  nn  triangolo  equilatero.  (Poi- 
ché un  triangolo  equilatero  è  equivalente  ad  un  rettan- 
golo, che  ha  un  lato  eguale  all'altezza  ed  uno  alla  metà 
del  lato  del  triangolo  equilatero,  il  Iato  del  quadrato  è 
medio  ...  ecc.). 

69 1.  Dato  un  cerchio  e  due  punti  di  un  diametro,  trovare  sul 
cerchio  tal  punto  che  i  segmenti,  che  lo  uniscono  co'  punti 
dati,  formino  con  la  tangente  al  cerchio  in  quel  punto  an- 
goli eguali.  [422,  447]. 

692.  Dato  nn  quadrangolo,  trovare  un  punto,  le  cui  distanze 
da  due  lati  opposti  stiano  in  rapporto  dato,  e  le  cui  di- 
stanze dagli  altri  due  lati  diano  somma  eguale  a  dato 
segmento.  [349]. 

693.  Tirare  da  un  vertice  di  un  triangolo  al  lato  opposto  tale 
segmento,  che  sia  medio  proporzionale  tra  le  parti  in  cui 
esso  taglia  il  lato.  (Si  supponga  prolungato  il  segmento 
di  una  parte  eguale  ad  esso). 
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694.  Condurre  in  un  triangolo  una  corda,  che  sia  parallela  a 
un  lato,  e  clie  stia  in  dato  rapporto  col  segmento  di  uno 
degli  altri  lati  compreso  tra  !e  parallele.  (  Si  prolunga  uno 
dei  due  lati  di  un  segmento  che  stia  al  primo  lato  nel  dato 
rapporto.  Ecc.). 

695.  Condurre  in  un  triangolo  una  corda  cKe  sia  parallela  ad 
un  lato,  e  media  proporzionale  tra  i  segmenti  in  cui  essa 
taglia  uno  degli  altri  lati.  (Si  cerchi  dapprima  la  terza 
proporzionale  dopo  questo  lato  ed  il  primo.  Ecc.). 

696.  Costruire  un  triangolo,  dafce  ha  ,  "i a  ,  ed  a  :  &.  [688]. 

697.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  differenza  ed  il 
rapporto  degli  altri  due.  [672], 

698.  Se  per  un  punto  E  di  una  mediana  AD  di  un  triangolo 
ABC  bì  tirano  due  rette  BE,  CE,  che  incontrino  rispet- 
tivamente in  fi" ed  in  J'ilati  AC,  AB,  laretta  J'i7 è  pa- 
rallela a  BC.  (Si  tiri  perJ'la  parallela  a  BC,  fino  ad  in- 
contrare .d  C  in  ^,  e  poi  si  unisca  K  con  E.  Sia  M  il  punto 
dove  FÉ  incontra  AD,  6  si  considerino  i  triangoli  FM  E, 
GDE.  Quindi  i  due  M^E,  .»!)£). 

699.  Mediante  la  sola  riga,  date  due  parallele  ed  un  punto  M, 
condurre  per  Mia  parallela  alle  rette  date.  (Per  M  sì 
tirino  due  rette,  che  seghino  una  delle  date  in  A&B,  l'al- 
tra inC  e  D.  Per  il  punto  d' incontro  delle  AD,  BC^  tiri 
una  retta,  che  seghi  le  date  in  E  ed  F.  Le  rette  CE  ed 
FB  s'incontrano  in  un  punto  della  retta  richiesta). 

700.  Con  l'uso  della  sola  riga,  essendo  dato  un  rombo  ed  una 
retta,  condurre  una  parallela  alla  retta  data.  (Si  tirino 
due  rette  per  i  punti,  dove  due  lati  contigui  del  rombo 
incontrano  la  retta  data,  e  per  un  punto  di  una  diago- 
nale,., Ecc.). 
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CAPITOLO  Xll 
POLIGONI     SIMILI 


Triangoli  simili. 

449.  Def.  Due  triangoli,  che  abbiano  gli  angoli 
rispettivamente  uguali  e  i  lati  proporzionali  {^},  si  di- 
cono simili  (**). 

In  due  triangoli  simili  i  lati  opposti  agli  angoli 
eguali  sì  dicono  omologhi  ;  e  si  dicono  omologhi  anche 
gli  angoli  eguali,  e  i  vertici  degli  angoli  eguali. 

450.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  angoli 
rispettivamente  uguali,  essi  sono  simili  {***). 

Dim.  È  stata  data  nel  §  426. 

451.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo 
eguale,  e  i  lati  che  contengono  i  due  angoli  eguali  sono 
in  proporzione,  essi  sono  simili. 

Dim.  È  stata  data  nel  §  427,  dove  si  prova  che 
i  rimanenti  angoli  dei  due  triangoli  sono  eguali  tra 


{*)  Quando  si  dice,  come  nel  caso  presente,  che  delle  gran- 
dezze sono  proporzionali,  senz'altro  [410],  egli  è  perchè  esse 
sono  manifestamente  divise  in  due  grappi  d'egual  numero  di 
grandezze,  e  perchè  è  anche  manifesto  quale  grandezza  d'un 
gruppo  corrisponde  a  una  data  grandezza  dell'altro.  Nel  caso 
dei  triangoli  simili  sono  corrispondenti  due  lati  opposti  ad 
angoli  eguali. 

(**)  Il  teorema  426  prova  che  si  danno  triangoli,  nei 
quali  sono  sodisfatte  ad  un  tempo  tutte  le  condizioni  espresse 
dalla  definizione. 

(***)  Nel  dire  che  i  triangoli  sono  simili,  a  dir  vero,  si 
ripete  l'ipotesi.  Si  dice  simili,  per  hrevità,  intendendo  dire  che 
anche  gli  angoli  rimanenti  sono  eguali,  e  che  i  lati  dei  trian- 
goli sono  proporzionali. 
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loro  ;  donde  si  può  [450J  senz'  altro  concliiudere  che  i 
triangoli  sono  simili. 

4AS.  Teor.  ;Se  due  triangoli  hanno  i  lati  propor- 
zionali, essi  sono  simili. 

DliM.  I  triangoli  ABC,  DEF  abbiano  i  lati 
proporzionali,  e  per  l'appunto  sia: 

AB  :  DE    =z    AC    :    DF   ^    BC    :    EF. 

Dico  cbe  gli  angoli  opposti 
ai  lati  corrispondenti  sono 
eguali, 

Sui   raggi   AB ,    AC   si 
prendano  due  segmenti  AH, 
A  K   eguali    rispettivamente 
ai  due  DE,  DF,  e  si  tiri  HK. 
Essendo  per  i'ipotesi: 

AB  :  DE    =    AC  :  DF, 
anche:  AB  :  AH    ==    AC  :  AK. 

Cosi  i  triangoli  ABC,  AHK.  poiché  hanno  un  an- 
golo eguale  e  i  lati  che  contengono  questo  angolo  in 
proporzione,  sono  simili  [451],  epperò: 

AB  :  AH   =^    BC  :  HK. 
Ma  per  ipotesi  è  : 

AB  :  DE    =    BC  :  E  E. 
Quindi  [402]  (essendo  AH  =  DE)  è  HKmEF. 

Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  AHK,  DEF, 
troviamo  che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali  ;  per 
conseguenza  [151]  abbiamo  K(A)H^F{D)E.  Cosi 
ci  siamo  ricondotti  al  caso  precedente,  nel  quale  i 
triangoli  hanno  un  angolo  eguale  e  i  lati  che  com- 
prendono questo  angolo  in  proporzione  ;  epperò  pos- 
siamo conohiudere  [451]  senz'altro  che  i  triangoli 
ABC,  DEF  sono  simili,  e.  d.  d. 
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4aS.  Probi.  Costruire  un  triangolo,  che  sia  si' 
mite  ad  un  triangolo  dato,  e  che  abbia  due  punti  dati 
come  vertici  omologhi  a  due  vertici  assegnati  del 
triangolo  dato. 

Risol.  Siano  dati  un  triangolo  A  BC  e  due  punti 
D,E.  Si  vuol  costruire  un  triangolo,  ohe  sìa  simile 
ad  -4^C,  e  di  cui  D,  E  siano  due  vertici,  omologhi 
rispettivamente  di  -4  e  S. 

Si  costruiscano  iti  D  ed  E,  e  da  una  stessa  banda 
di  D-E,  due  angoli  rispettivamente  uguali  agli  angoli 
in  vi  e  B  del  triangolo  dato.  Poiché  la  somma  di 
questi  due  angoli  è  minore  di  due  retti  [133],  è  mi- 
nore di  due  retti  anche  la  somma  dei  due  angoli  fatti 
in  D  ed  E  ;  epperò  [255]  le  rette  DF  eà  EF  fi'  incon- 
trano. Se  F  è  il  punto  d'incontro,  DKF  h  il  trian- 
golo domandato  [450]. 

Oaa.  Nel  piano  dato  ii  problema  ammette  mani- 
festamente due  soluzioni. 

454.  Teof.  Due  triangoli  simili  stanno  tra^  loro, 
come  un  lato  del  primo  sta  al  segmento,  che  è  terzo 
proporzionale  dopo  il  detto  lato  e  l'omologo. 

min.  Siano  ABC,  DEE  due  triangoli  simili,  e 
per  l'appunto  sia  : 

A{B)C=  D{E)F  e  B{C  )  A^  E{F)D; 
così  BC  ed  EF 
sono  due  lati  omo- 
loghi. Proveremo 
che  il  triangolo 
ABC  sta  ai  trian- 
golo DEE,  come 
BCsta  al  segmen- 
to, che  è  terzo  proporzionale  rispetto  z,  BC  eà  E  E. 

A  tale  intento,  fatto  BH  =  EDe  BK  =EF, 
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si  tiri  HK\  quindi,  unito  A  con  K,  si  tiri  H L  paral- 
lelamente ad  ^  jST,  e  si  unisca  A  con  L. 

Cominciamo  ad  osservare  che  i  triangoli  II  LA, 
HLK,  perchè  costruiti  sulla  medesima  base  H L,  e 
compresi  tra  le  stesse  parallele  HL  ed  AK,  sono 
[322]  equivalenti.  Aggiungendo  ad  ambidue  il  trian- 
golo HBL,  si  trova  che  anche  i  triangoli  ABL, 
HBK  sono  equivalenti  tra  loro.  E  perchè  il  trian- 
golo i7iì  S'è  uguale  [149]  al  triangolo  D£F,  anche 
i  triangoli  jOiJi'' ed  ABL  sono  equivalenti,  epperò 
abliiamo  la  proporzione  : 

ABC  :  DEF    —    ABC  :  ABL. 
Ma  i  triangoli  A B C,  ABL,  rispetto  alle  basi  B C, 
B  L,  hanno  eguale  altezza  ;  quindi  [384]  : 
ABC  :  ABL    —    BC  :  BL. 
Per  conseguenza  [390]  anche  : 

ABC  :  DEF    ^    BC  :  BL. 
Cosi,  per  aver  dimostrato  il  teorema,  ci  resta  da 
provare  che  il  segmento  BL  è  terzo  proporzionale 
dopo  se  ed -E F. 

Intanto,  essendo  per  ipotesi: 

BC  :  EF    z=;    AB  :  DE, 
è  anche: 

BC  :  BK    "    AB  :  BH. 
Ma  per  il  teorema  di  Talete,  applicato  alle  pa- 
rallele AK,HL  e  al  punto  iJ  dove  s'incontrano  le 
trasversali  BA^  BK,  abbiamo: 

AB  :  BH    —    BK  :  BL. 
Questa  proporzione  e  la  precedente  danno  [390]  : 

BC  :  BK    ~    BK  :  BL, 
ossia  : 

BC  :  EF    —    EF  :  BL,  e.  d.  d. 
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Poligoni  simili. 

455.  Teoi'.  Se  alquanti  triangoli,  aventi  due 
vertici  comuni,  sono  rispettivamente  simili  ad  altret- 
tanti triangoli  aventi  due  vertici  comuni,  e  ciascuno 
dei  vertici  comuni  ai  primi  triangoli  è  omologo,  per 
ciascuna  coppia  di  triangoli  simili,  di  uno  e  di  uno 
stesso  dei  vertici  comuni  degli  altri  triangoli  (*),  e  se- 
condo che  due  dei  primi  triangoli  cadono  da  una 
stessa  banda  o  da  bande  opposte  del  lato  comune, 
anche  i  triangoli  corrispondenti  cadono  da  una  stessa 
banda  o  da  bande  opposte  del  lato  comune,  allora  le 
distame  tra  i  vertici  dei  primi  triangoli  sono  propor- 
zionali alle  distame  tra  i  vertici  dei  secondi,  e  l'an- 
golo compreso  da  due  qualunque  delle  prime  distame, 
che  abbiano  una  estremità  comune,  è  uguale  all'  an- 
golo compreso  tra  le  distanze  corrispondenti  (**), 

Dliti.  I  triangoli  MNA,  MNB,  MNC...,  eo- 
stmiti  sulla  stessa  base  MN,  siano  rispettivamente 
simili  ai  triangoli  M'X'A',  M'N'B',  M'N'C  ..., 
che  sono  costruiti  su  medesima  base  M'N'.  Siano  M, 

(*)  Qui  bisogna  intendere  che,  se  M,  J^sono  i  vertici  co- 
muni dei  primi  triangoli  eà  M' ,  N'  sono  i  vertici  comuni  de- 
gli altri,  e  se  ui  niii  coppii  dì  triangoli  simili  M  ed  M'  sono 
due  vertici  omol  jglii  codesti  punti  sono  vertici  omologhi  in 
ciascuna  altra  delle  coppie  di  triangoli  (e  non  potrebbe  essere 
in  una  di  queste  iVf  omologo  di  N'). 

(MS)  È  chiaro  che  si  possono  dare  dae  gruppi  di  triangoli 
aventi  tra  loro  le  relazioni  accennate  da!  teorema.  Infatti,  co- 
struiti ad  arbitrio  quanti  si  vogliano  triangoli  con  due  ver- 
tici J/,J7  comuni,  e  presi  due  pnnti  qualunque  Jlf',  A", si  pos- 
sono costruire  su  M'N'  dei  triangoli  rispettivamente  simili 
ai  precedenti  [453],  ecc. 


Hosted  by 


Google 


—  297  — 

M.  '  vertici  omologhi  per  ciascuna  coppia  di  triangoli 
simili,  e  tali  siano  i  vertici  A',  A'';  e  secondo  che  due 
dei  primi  triangoli  giacciono  da  una  stessa  lianda,  o 
da  bande  opposte  di  MN,  i  triangoli  corrispondenti 
giacciano  da  una  stessa  banda,  o  da  bande  opposte 
B  di  M'K'.  Dico  che  le 

B'         ,       distanze  tra  i  vertici 
. ,-     ,         Aif^^-fV^  dei  primi  triangoli  so- 

■  ^     ■     "     '•-'.'•    I    -     no  proporzionali  alle 
distanze  tra  i  vertici 
dei  secondi  triangoli  ; 
e  che  due  qualunque 
'''  delle  prime  distanze, 

che  abbiano  un  termine  comune,  comprendono  angolo 
eguale  a  quello  delle  distanze  corrispondenti. 

Per  conto  della  prima  parte  del  teorema  prove- 
remo che  la  distanza  tra  due  qualunque  dei  vertici 
dei  primi  triaagoh  sta  alla  distanza  corrispondente, 
come  MN  sta  ad  M'N'. 

Per  il  caso  che  dei  due  vertici,  che  si  prendono 
nella  prima  figura,  uno  sia  il  punto  M,  ovvero  il  pun- 
to A",  i  due  rapporti  sono  eguali  per  ipotesi.  Infatti, 
ad  es.,  si  ha: 

AM  :  A'M'    =    MX:  M'N', 
per  la  simighanza  dei  triangoli  AMN,  A' M' N' . 

Passando  al  caso  generale,  proponiamoci  di  pro- 
vare, ad  es,,  che: 

BC  :  B'C    =    MK  :  M'N'. 
Intanto,  perla  simiglianza  dei  triangoli  MNB, 
M'N' B',  abbiamo  che: 

B{M)N   =    B'{M')N'. 

E  per  quella  dei  triangoli  MNC,  M' N'  C,  egli  è  : 

C{M)N   =    C'{M')N'. 
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Per  conseguenza  è  : 

B(M)C    ~    B'{M')C'. 
Abbiamo  poi  che  [390]  : 

BM  :  B'M'    ^    CM  :  C'M'. 
Pertanto!  triangoli B il/C,  B'M'C sono  simili  [451]; 
epperò : 

BC  :  B'C     =    BM  :  B'M'. 
Ma  BM  :  B'M'    i=z    MN  :  M'N'. 

Quindi  [390]  anche  : 

BC  :  B'C    —    MN:M'N'. 
Così  la  prima  parte  del  teorema  è  dimostrata. 

Consideriamo  ora  nella  prima  figura  due  distan- 
ze, che  abbiano  una  estremità  in  comune,  ad  es.  le 
due  BA  &  BC^g\&  corrispondenti  distanze  nella  se- 
conda figura.  Dico  che  l'angolo  compreso  dalle  prime 
è  uguale  all'angolo  compreso  dalle  seconde. 

Perciò  tiro  i  segmenti -4 C  ed  A'C",  e  considero  i 
triangoliate,  .4'B'C".  Poiché,  per  quanto  si  è  ormai 
dimostrato,  questi  due  triangoli  hanno  i  Iati  proporzio- 
nali, i  loro  angoli  sono  [452]  rispettivamente  uguali. 
Abbiamo  adunque  : 

C{B)A    =    C'(B')A'. 
E  così  resta  provata  anche  la  seconda  parte  della 
nostra  proposizione. 

ise.  Osa.  t*.  Se  tre  punti,  ad  es.  i  tre  A,B,C, 
di  una  delle  due  figure  fossero  in  linea  retta,  sareb- 
bero in  linea  retta  anche  i  punti  corrispondenti 
A',  B'jC.  Infatti,  in  tal  caso,  essendo  supplementari 
i  due  angoli  MBA,  C BM,  sarebbero  supplementari 
gli  angoli  corrispondenti  M'B'A',  C'B'M'.  [128]. 

45*.  Oss.  «".  Se  nella  prima  figura,  presi  n  pun- 
ti, ed  attribuito  ad  essi  un  certo  ordine,  uniamo  il  pri- 
mo punto  col  secondo,  Ìl  secondo  col  terzo....,  1'  («  —  1) 
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.esimo  con  Vn.esimo,  e  poi  tiriamo  nella  seconda  figura 
i  segmenti  corrispondenti,  otteniamo  due  spezzate, 
che  hanno  i  lati  ordinatamente  (*)  proporzionali  ed 
eguali  gli  angoli  compresi  da  lati  corrispondenti. 

Che  se  uniamo,  in  ambedue  le  figure,  anche  l'n.e- 
simo  punto  col  primo,  allora  otteniamo  due  poligoni, 
che  hanno  i  lati  ordinatamente  proporzionali,  ed 
eguaJi  gli  angoli  compresi  da  Iati  corrispondenti. 

15S.  Def.  Due  poligoni  (o  due  spezzate),  se  hanno 
i  lati  ordinatamente  {**)  proporzionati,  ed  eguali  gli 
angoli  compresi  da  lati  corrispondenti,  si  dicono  simili. 

Due  lati  corrispondenti  di  due  poligoni  simili  si 
dicono  omologhi.  E  si  dicono  omologhi  due  angoli 
compresi  da  lati  omologhi,  ed  omologhi  i  vertici  di 
questi  angoli. 

439,  Probi.  Costruire  un  poligono,  che  sia  si- 
mile a  un  poligono  dato,  che  abbia  due  vertici  in  due 
punti  dati,  e  in  modo  che  questi  riescano  omologhi  di 
due  vertici  assegnati  del  poligono  dato. 

Klsol.  Sia  dato  un  poligono  qualunque  AB  CD..., 
e  due  punti  A',B'.  Si  tratta  di  costruire  un  poligono, 
che  sia  simile  al  dato,  che  abbia  due  vertici  in  A',B' , 
e  in  modo  che  A'  sìa  l'omologo  di  A,  e  B'  di  B. 


(*)  Con  Ift  parola  ordinatamente  intendiamo  esprimere 
che  a  lati  consecutivi  d'una  spezzata  corrispondono  lati  con- 
secutivi dell'altra. 

(**)  Notiamo  che  non  è  superilua  (cioè  inclusa  nelle  altre) 
la  coudizione  espressa  dalla  parola  ordinatamente.  Due  poli- 
goni potrebbero  avere  lati  proporzionali  ed  angoli  rispettiva- 
mente uguali  e  non  essere  simili.  (Cfr.  la  nota  del  g  l'8). 

L'osservazione  precedente  prova  che  esistono  figure  nelle 
quali  hanno  luogo  tutte  ad  un  tempo  le  condizioni  espresse 
nella  definizione. 
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Perciò  si  uniscano  i  vertici  A  e  B  del  poligono 
dato   con  ciascuno  degli   altri   vertici  del  poligono 
stesso.  Quindi   si  costruiscano  i  triangoli  A'B'C, 
A' B'D',  A'B' E'...  rispettivamente  simili  ai  trian- 
goli AB  C,  ABD, 
ABE...y  e  simil- 
mente   disposti  ; 
poi    si    tirino    i 
segmenti    CI)', 
D'E',ecG.lì\}o]i' 
gonoA'B'C'D'.., 
che  risulta,   è  il 
poligono  doman- 
dato. 

Dlni.  Infatti,  poiché  i  triangoli  costruiti  sulla 
base  A  B  sono  simili  rispettivamente  ai  triangoli  co- 
struiti sulla  base  A' B' ,  e  similmente  disposti,  le  di- 
stanze AB,  BC,  CD...  tra  i  vertici  dei  primi  trian- 
goli sono  [455]  ordinatamente  proporzionali  alle  di- 
stanze corrispondenti  A' B' ,  B'C",  CD'...;  egH  an- 
goli compresi  dalle  prime  sono  rispettivamente  uguali 
agli  angoli  compresi  dalle  seconde,  epperò  i  due  poli- 
goni ABCD A'B' CD'...  sono  simili.  [458]. 

4BO,  Teop.  Dtte  poligoni  simili  a  un  terzo  sono 
simili  tra  loro. 

Dlni.  Due  poligoni  P,  P'  siano  simili  ad  un  terzo 
P" .  Dico  che  essi  sono  anche  simili  tra  loro. 

Se  nel  poligono  P  prendiamo  due  lati  consecu- 
tivi qualunque,  ad  es.  i  lati  -4B,  BC,  per  l'ipotesi 
possiamo  dire  che  nel  poligono  P"  ci  sono  due  lati 
consecutivi  A"B",  B"C"  tali  che: 

AB  :  A"B"    =.    BC  :  B"C", 
e  che  l'angolo  in  fì  è  uguale  all'angolo  in  B". 
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E  perchè  i  polìgoni  P"  e  P'  sono  simili,  ai  lati 
conseciativi  A" B" ,  B"C"  dell'uno  corrispondono 
nell'altro  due  lati  consecutivi  A' B' ,  B'C  tali  che: 

A' B'  :  A"B"    —    B'C  :  B"C", 
e  l'angolo  in  fi"  è  uguale  all'angolo  in  B'. 

Confrontando  le  due  proporzioni,  troviamo  che 
hanno  i  conseguenti  rispettivamente  ugnali  ;  quin- 
di [404] : 

AB  :  A'B'    =    BC  :  B'C. 
E  gli  angoli  inBs  B',  perchè  uguali  all'angolo  in  B", 
sono  eguali  tra  loro. 

In  conchiusione  nei  poligoni  P,P'  i  lati  sono  or- 
dinatamente proporzionali  e  gli  angoK  compresi  da 
lati  corrispondenti  sono  eguali.  I  due  poligoni  sono 
dunque  simili,  e.  d,  d, 

4ni.  Teor.  Se  in  due  poligoni  simili  si  Urano 
tutte  le  diagonali  che  concorrono  in  due  vertici  omo- 
loghi, i  poligoni  restano  divisi  in  triangoli  rispettiva- 
mente simili  e  proporzionali. 

DioH.  Siano  A  BC...,  A'  B'C due  poligoni 

simili,  e  siano  A  ed  A',B  e  B',  ecc.  i  vertici  omolo- 
ghi. Dico  che,  tirando  da  due  vertici  omologhi,  ad  es. 
àa.  A  e  da,  A' ,  tutte  le  diagonali  che  concorrono  in 
essi,  i  poligoni  restano  divisi  in  triangoli  rispettiva- 
mente simili  e  proporzionali. 

Anzitutto  i  triangoli  jIjSC,  A'B'C"  sono  [451] 
simili,  pei-chè,  per  la  simiglianza  dei  pohgoni,  è  : 

A{B)C    =    A'{B')C'. 
ed  AB  :  A'B'    =    BC  :  B'C. 

Passiamo  a  considerare i  triangoli  ^ CD,  A'  CD'. 
Essendo  eguali  per  l'ipotesi  gli  angoli -BC-D, -B'C"  i>', 
ed  essendo  eguali  gli  angoli  BCA,  B'CA',  come 
angoli  omologhi   dei  triangoli  ABC,  A'B'C,   dei 
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quali  pur  ora  atbiamo  dimostrata  la  simiglianza,  an- 
che gli  angoli  ACD,  A'C'D'  sono  egiiali. 
Inoltre,  per  dato,  abbiamo: 

BC  :   B'C   =    CD  :  CD', 
e,   per  la  simiglianza  dei  triangoli  ABC,  A' B'C, 


AC  :  A'C. 


CD  :  CD'. 


BC  :  B'C 
Quindi  anche  [390]  : 

AC  :  A'C 
Pertanto  anche  i  tri- 
angoli ACi),  A'C'jy 
sono  [45]]  simili  tra 
]oro.  p, 

Ora,  giovandoci 
della  simiglianza,  te- 
ste riconosciuta,  dei 
due  triangoli  ACD, 

A'C'D',  e  di  quella  dei  poligoni,  potremmo  dimo- 
strare, nel  modo  stesso,  che  anche  i  triangoli  ADE, 
A'D'E'  sono  simili  tra  loro  ;  e  cosi  successivamente, 
fino  ad  aver  considerato  tutti  i  triangoli  in  cui  si  son 
divisi  i  poligoni. 

Per  dimostrare  che  i  triangoli  sono  proporzio- 
nali, osserviamo  che,  essendo  AC  e^  A'C  lati  omo- 
loghi tanto  nei  triangoli  simiM  A  BC ,  A'  B'  C ,  quanto 
nei  triangoli  simìM  ACD,  A'C'D' ,  se  chiamiamo  a 
il  segmento  terzo  proporzionale  dopo  AC  ed  A'C",  ab-1 
hiamo  [4Ò4]  le  proporzioni  : 

ABC  :  A'B'C    ■=    AC  :  a, 
ACD  :  A'C'D'    =    AC  :  a, 
e  per  conseguenza  [390]  : 

ABC:  A'B'C    =    ACD    :    A'C'D'. 
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Nello  stesso  modo,  dopo  aver  osservato  che  A  D 
ed  A'D'  sono  lati  omologhi,  sia  nei  triangoli  siinili 
AC D,  A' CD',  sia  nei  triangoli  simili -4 -D -E,  ^' D'i;', 
troveremmo  che  : 

ACD  :  A'C'D'    —    ADE  :  A'D'E', 
e  così  via,  fino  ad  aver  considerate  tutte  le  coppie  di 
triangoli.  Così  è  anche  provato  [409]  che  i  triangoli, 
in  cui  sono  divisi  i  poligoni,  sono  proporzionali, 

ms.  Teor.  /  perimetri  di  due  poligoni  simili 
stanno  tra  loro  come  due  lati  omologhi,  ed  i  poligoni 
(le  superficie  dei  poligoni)  stanno  tra  loro  come  un 
lato  del  primo  sta  al  segmento  che  è  terso  proporzio- 
nale dopo  il  detto  lato  e  l'omologo. 

Dim.  Siano  ABC...,  A'B'C...  due  poligoni 
simili  ;  siano  AB  ed  A'B'  due  lati  omologhi.  Chia- 
miamo «  il  segmento  che  è  terzo  proporzionale  dopo 
AB  ed  A'B'.   Si  vuol 
E    _ — _^D  dimostrare  che  i  perì- 

/,'  /  ,  ,  metrideipoligonistan- 

f/   /         /  /f  ^"^      ^^^  *^^  ^'""°  "^o^^  -^^ 

\    i      /  ^(  I     ,'  sta  ad^'B',  eche  ipo- 

\  ,    /         -yc    \  '   /         I    ■       ■ 
\i/   _,'"'/        \\  /    ^''/      ligoni  stanno  tra  loro 
\'''    ■  ■  -■/  x''  r'         come  A  B  sta  ad  a. 

1°,  Poiché  i  rap- 
porti dei  lati  d'un  poligono  ai  corrispondenti  del- 
l' altro  sono  eguah,  e,  se  più  rapporti  tra  grandezze 
omogenee  sono  eguali,  la  somma  degli  antecedenti 
sta  alla  somma  dei  conseguenti,  come  uno  qualunque 
degli  antecedenti  sta  al  suo  conseguente  [391],  la  som- 
ma dei  lati  d'un  poligono,  cioè  il  perimetro  del  poli- 
gono, sta  alla  somma  dei  lati  deli'  altro  poligono, 
cioè  al  perimetro  di  questo  poligono,  come  un  lato 
del  primo  sta  al  lato  omologo. 
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2".  Per  dimostrare  la  seconda  parte  del  teorema, 
tiriamo  nei  due  poligoni  dai  vertici  omologhi  A,  A' 
tutte  le  diagonali  che  concorrono  in  essi.  Sappiamo 
[461]  che  i  poligoni  restano  divisi  in  triangoli  rispet- 
tivamente simili  e  proporzionali.  Così,  per  il  teorema 
già  rammentato  [391],  la  somma  dei  primi  triangoH, 
cioè  il  primo  poligono,  sta  alla  somma  degli  altri 
triangoli,  cioè  al  secondo  poligono,  come  uno  qualun- 
que dei  primi  triangoli  sta  al  suo  conseguente,  ep- 
però  anche  come  il  triangolo  ^  5  C  sta  ad  A'B'C. 

Ma  i  triangoli  ABC,  A'B'C  sono  simili,  ed 
AB,  A'B'  sono  due  lordati  omologhi;  epperò[454]: 

ABC  :  A'B'C    =    AB  :  a. 
Per   conseguenza   anche  [390]  il  poligono  ABC... 
sta  al  pohgono  A'B'C...,  come  j1  5  sta  ad  «  ;  ap- 
punto e.  d.  d. 

463.  C7or.  Due  poligoni  simili  stanno  come  i  qua- 
drati  dì  due  lati  omologhi. 

Uini.  Siano  AB  ed  A'B'  lati  omologhi  di  due 

poligoni  simili  AB  CD eàA'B'C'D' Dico  che  : 

ABCD...:A'B'C'D'...  =  (AB)^  :  {A'B')^. 

Infatti,  chiamando  a  il  segmento  terzo  propor- 
zionale dopo  ^iì  ed  A'B',  abbiamo  [462]  che: 
ABCD...:A'B'C'D'...    —    AB  :  a, 
ed  anche  : 

{ABy  :  {A'B')~    ~    AB  :  a, 
perchè  anciie  i  due  quadrati   sono  due  poligoni  si- 
mili, ed  AB  ed  A'B'  sono  loro  lati  omologhi.  Dalle 
due  proporzioni  si  ha  poi  [390]  che  : 
ABCD...:A'B'CD'...  =  (AB)^ -.(A'B'y-. 

484.  Teor.  -Se  quattro  segmenti  sono  in  propor- 
zione, e  i  due  primi  sono  lati  omologhi  di  due  poli' 
goni  simili,  e  i  due  votimi  sono  lati  omologhi  di  altri 
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due  poligoni  simili,  i  quattro  polìgoni  sono  in  pro- 
porzione. 

Ulm.  Siano  a,  (3,  y,  $  quattro  segmenti  in  pro- 
porzione; a  e  ^  siano  lati  omologhi  di  due  poligoni 
simili  MjN;  ed  i  segmenti  y  e  8  siano  lati  omologhi 
di  due  altri  poligoni  simili  P,Q.  Si  tratta  di  dimo- 
strare che; 

M  :  K   =    P  :  Q. 
Sopra  1  Iati  di  due  angoli  eguali  qualunque,  si 
prendano  i  quattro  segmenti: 

AB^a,    DE  =  ^,    AC  =  y,    DF=6; 

poi  si  tirino  BC  ed  EF. 
Se  confrontiamo  i  triango- 
li ^5C,i>Ì!;i^,  troviamo 
che  sono  simili  [45L].  E 
perchè  due  poHgoni  simili 
stanno  traloro  [463]  come 
i  quadrati  di  due  lati  omo- 
loghi, abbiamo  che  : 

ABC  :  DEF    =    a"-  :  p, 
e  che  ABC  :  DEF    =    y"  :  Ò' ; 

per  conseguenza  [390]  anche: 

K-;jì'^    =:    y-  :  8-. 
D'altra  parte,  essendo  k  e  /3  lati  omologhi  dei 
due  poligoni  simili  M,  K,  e  y  s  ò  lati  omologhi  dei 
due  poHgoni  simili  1',  Q,  abbiamo  [463]  che; 

M  :  y    =    a^  :  p, 

r  :  Q    .=    y"-  :  S-; 
quindi  iniìne  [390]  possiamo  conchiudere  che  anche  : 

M  :  A"   —    P  :  Q,  e.  d.  d. 
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4C5.  Teor.  Se  quattro  poligoni  sono  in  propor- 
zione, e  i  due  primi  sono  simili  tra  loro,  e  così  i  due 
ultimi,  due  lati  omologhi  dei  due  primi  poligoni  e  due 
lati  omologhi  degli  altri  due  formano  una  proporzione. 
Vini.  M  ed  N  siano  due  poligoni  simili,  ed  e  e  ji 
siano  due  loro  lati  omologhi.  P  e  Q  siano  due  altri 
poligoni  simili,  e  y  e  Ò  due  loro  lati  omologhi,  E  sia: 

M  :  N    -^    P  :  Q. 
Si  tratta  di  provare  che  : 

»  :  /i    =    y  :  S. 
Intanto,  poiché  [463]  : 

M  :  N  =    «2  .  ^2^ 
e  P  :  Q    ^    j.^  :  dS 

e  i  primi  rapporti  sono  eguali  per  ipotesi,  anche  : 
„2  .  ^2    _    y2  .  32. 

Ora,  chiamando  è  il  segmento  quarto  [440]  pro- 
porzionale dopo  «,  ^,  7,  abbiamo  [464]  che: 

^^■.p    =    ,•■  :  1-.  ' 
Questa  proporzione,  confrontata  con  la  precedente, 
mostra [402J  che  è  e-  :=zò',  epperò  [327]  anche  e'^S. 
Quindi  infine  : 

a  :  ^    =    y  :  ò  c.  d.  d. 

466.  Probi.  Dati  due  cerchi  ed  un  poligono 
Iscritto  (o  circoscritto)  in  tino  di  essi,  iscrivere  (0  cir- 
coscrivere) neW  altro  cerchio  un  poligono,  che  sia  si- 
mile al  dato. 

Risol.  1".  Si  unisca  il  eentro  con  i  vertici  del 
poligono  iscritto,  e  poi  si  tirino  nell'  altro  cerchio  al- 
trettanti raggi,  che  formino  angoli  rispettivamente 
uguali  a  quelli  compresi  dai  raggi  tirati  nel  primo 
cerchio.  Unendo  le  estremità  dei  raggi  tirati  nel  se- 
condo cerchio,  si  ottiene  il  poligono  domandato. 

Hill).  Confrontando  i  triangoli  AOZÌ,  A'O'B', 
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troviamo  che  sono  simili,  perchè,  essendo  isosceli,  ed 
avendo  eguali  (per 
costruzione)  gli  an- 
goli opposti  alle  ba- 
si, hanno  gli  angoli 
rispettivamente    Ti- 
gnali.    Per     conse- 
guenza [450]  egli  è  : 
AB  :  A'B'    =    OB  :  O'B". 
Nello  stesso   modo,   considerando  i  triangoli  BOC, 
B'O'C ,  troviamo  che: 

BC  :  B'C    =    OB  :  O'B'. 
Quindi  [390]  anche  : 

AB  -.A'B'    —    BC  :  B'C. 
Sono  poi  eguali  gli  angoli   CBA,  C'B'A',   perchè 
somme  di  angoli  rispettivamente  ugnali. 

In  conclusione  i  due  poligoni  hanno  i  lati  or- 
dinatamente proporzionali,  ed  eguali  gli  angoli  com- 
presi da  lati  corrispondenti;  essi  sono  adunque  si- 
mili, e.  d.  d. 

UI«o1.  2".  Siano  di  nuovo  dati  due  cerchi,  e  ad 
uno  sia  circoscritto  un  poligono  A  B  CD .  Per  circo- 
scrivere air  altro  cerchio  un  polìgono  simile  al  dato, 
unisco  il  centro  del  primo  cerchio  coi  punti  di  con- 
tatto dei  Iati  del  poligono  circoscritto;  quindi  tiro 
nell'  altro  cerchio  altrettanti  raggi  in  modo  che  for- 
mino angoli  rispettivamente  uguali  agli  angoli  com- 
presi dai  raggi  condotti  nel  primo  cerchio.  Infine, 
per  le  estremità  dei  raggi  condotti  nel  secondo  cer- 
chio, tiro  delle  tangenti.  Queste,  incontrandosi  [256], 
formano  un  poligono  circoscritto,  che  è  simile  al  dato. 
]>ini.  Per  la  dimostrazione  unisco  i  centri  coi 
vertici  dei  poligoni. 
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Se  consideriamo  i  triaagoU  OBE,  O'B'E' ,  tro- 
viamo che  hanno  eguali  gli  angoli  EOB,  E'O'B', 
perchè  metà  di  an- 
goli eguali  [214, 
151];  ed  hanno  e- 
guali  gli  angoli  in 
E,  E',  perchè  retbi 
[209].  Per  conse- 
guenza anche  gli 
angoli  05^1,   O'B'A'  sono  eguali. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  sono  eguali 
gli  angoli -BAOj-B'A'O'. 

I  triangoli  OÀB,  O'A'B'  hanno  adunque  gli 
angoli  rispettivamente  uguali  ;  quindi  [450]  ha  luogo 
la  proporzione  : 

AB  :  A'B'    =    OB  :  O'B'. 
Similmente  si  proverebbe  che  : 

BC  :  B'C    ~    OB  :  O'B'. 
Per  conseguenza  [390]  anche: 

AB  :  A'B'    =    BC  :  B'C 

Gli  angoli  CBA,  C'B'A'  sono  poi  eguali,  per- 
chè doppi  di  angoli  eguali  (o,  se  si  vuole,  perchè  sup- 
plementari [262]  degli  angoli  EOF,  E'O'F',  che 
sono  eguali  per  costruzione). 

In  concbiusione  i  due  pohgoni  hanno  i  lati  ordi- 
natameiite  proporzionali,  ed  eguali  gli  angoli  com- 
presi da  lati  corrispondenti;  essi  son  dunque  simi- 
h,  e.  d.  d. 

489.  Teoi-.  I  perimetri  di  due  poligoni  simili, 
is<^itti  0  circoscritti  a  due  Cérchi,  stanno  tra  loro 
come  i  raggi  dei  cerchi. 

Uiiu.  1*".  Siano  due  poligoni  simili  ABCD, 
A' B'C'D'  iscritti  in  due  cerchi.  Unisco  i  eentri  con 
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le  estremità  di  due  lati  omologhi,  ad  es.  con  le  estre- 
mità dei  iati  CD,  CD' ,  e  poi  tiro  le  diagonali  BD, 
B'D'.  Sappiamo 
[461]  che  i  triangoli 
BCD,  B'C'B'  sono 
simili,  epperò  gli  an- 
goli CBD,  C'B'D' 
sono  eguaU.Pcr  con- 
seguenza sono  eguali  anche  gli  angoli  COD,C'0'D', 
dacché  sono  [294]  rispettivamente  doppi  degli  angoli 
CBB,  C'B'D'.  I  triangoh  isosceli  OCD,  O'C'D', 
avendo  eguali  gli  angoli  opposti  alle  basi,  hanno  gli 
angoli  eguali  ;  quindi  [450]  : 

DC  :  D'C    =    OC  :  O'C 
Se  poi  chiamiamo  P  e  P'  i  perimetri  dei  due  po- 
ligoni, abbiamo  [462]  che  : 

P  :  P'    —    DC  :  D'C. 
Per  conseguenza  [390]  anche: 

P  :  P'    zzz    OC  :  O'C,  e.  d.  d. 

2°.  Siano  ABCD,  A'B'C'D'  due  poligoni  si- 
mili, circoscritti  a  due  cerchi  0  ed  0' .  Siano  AB  ei. 
yl'B' due  lati  omo- 
loghi; E,  E'  i  loro 
punti  di  contatto. 
Si  unisca  0  con  A, 
EeB,QdO'conA', 
E'bB'. 

Ora,  dappoiché 
OA,  O'il' dimezzano  [214]  gU  angoli  P^Z),  B'A'D', 
e  questi  sono  eguali,  è  anche  BiA)0^  B' (A'  )  0'. 
Per  la  stessa  ragione  è  0{B)A  ^  0'(P')-4'.  I  tri- 
angoli OAB,  O'A'B'  sono  dunque  simili  [450], 
epperò:         AB  :  A'B'    =    AO  :  A'O'. 
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a[209]  dei  triangoli  ^£0,A'£'0', 


:  A'O' 


OE  :  O'E'. 


;  A'B'    =    OE  :  O'E'. 

:  perimetri  dei  poligoni,  es- 


0.  d.  d. 


E  per  la  simiglia 
abbiamo  : 

AG  : 
Quindi  [390J  : 

AB  : 

Infine,  detti  P, . 
sendo  [462] : 

P  :  P'    =    AB  :  A'B', 
egli  è  P  :  P'    =    OE  :  O'E', 

46S.  Teorema  «Il  Toi-oseo.  Se  un  quadran- 
golo è  iscritto  in  un  cerchio,  il  rettangolo  delle  diago- 
nali è  equivalente  alla  somma  dei  rettangoli  dei  lati 
opposti. 

Dlni.  Sia  A  BOB  nn  quadrangolo  iscritto  in  un 
cerchio;  si  tirino  le  diagonali  AC,  BD.  Dico  essere: 
AC  .  BD    =    AB  ■  CD  -{-  AD  ■  BC. 

Si  faccia  E(A)B  =  D(A)C,  e  si  considerino  i 
triangoli  EAB,  DAC.  Poiché  in  questi  gli  angoli 
EAB,  DAC  sono  eguali  per 
costruzione,  e  gli  angoli  AB  E, 
ACD  sono  eguali,  perchè  i- 
scritti  nello  stesso  arco  DCB  A, 
i  lati  [450]  sono  proporzionali. 
Adunque  : 

AB  :  AC    ^    BE  :  CD, 
epperò  [429]  è  : 
.  AB  .  CD    =    AC-  BE. 

Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  AED,  ABC, 
troviamo  che  in  questi  gli  angoli  EDA,  BC  A  sono 
eguali,  perchè  iscritti  nel  medesimo  arco  jIÌJC^;  e 
che  sono  eguali  gli  angoh  D  AE,  CAB,  come  quelli 
che  si  ottengono  aggiungendo  l'angolo   CAiJaidue 
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angoli  eguali  DAC,  E  AB.  Pertanto  i  triangoli  sono 
[450]  simili  ed  abbiamo  : 

BC  :  ED    =    AC  :  AD; 
quindi  [429]  è  : 

AD  ■  BC  =  AC  ■  ED. 
Per  conseguenza  [317]  abbiamo  che: 
AB  -CD  -}-AD-  BC  ~  AC-  BE^AC  -ED. 
Ma  la  somma  dei  rettangoli  AC  ■  BE  a&AC  ■  ED 
(poiché  hanno  medesima  altezza  AC)  h  equivalente 
a  un  rettangolo  che  ha  altezza  eguale  ad  ^  C,  e  per 
base  la  somma  delle  basi  BE,  ED,  cioè  la  diagonale 
BD.  Kesta  dunque  provato  che,  ecc,  (*). 

469.  Teop,  Se  i  lati  di  un  triangolo  rettangolo 
sono  lati  omologìa  di  tre  poligoni  simili,  quel  poli- 
gono, un  cui  lato  è  l'ipotenusa,  è  equivalente  alla 
somma  degli  altri  due. 

nim.  Sia  yl  Zi  C  un  triangolo,  rettangolo  in  C;  e 
Z,  X,  Y  siano  tre  poligoni  simih,  di  cui  AB,  AC, 
BC  siano  Iati  omologhi.  Si 
tratta  di  dimostrare  che  il 
poligono  Zè  equivalente  alla 
somma  degli  altri  due. 

Poiché  due  poligoni  si- 
mili stanno  tra  loro  come  i 
quadrati  di  due  loro  lati  o- 
mologhi  [463],  abbiamo  le 
proporzioni  ; 
X  :  Z  =z  (AC)'  ■  (AB)', 
ed  Y  :  Z    ^    (BC)^    :  (AB)"-, 

dalle  quali  si  deduce  [407]  che  : 

{X+Y):Z=l(ACy  +  (BCr]  :  (AB)'. 
(*)  Se  il  quadrangolo  iacritto  è  un  rettangolo,  i'  teorema 
presente  ricade  in  quello  di  Pitagoea. 
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E  da  questa  proporzione,  poiché  è  : 

(AC)^^(BC)^    —    (ABy, 
sì  Ha  [397]  infine: 

X  -^  Y  =  Z,  e.  d.  d. 

«O.  Probi.  Costruire  un  poligono,  che  sia  si- 
mile a  un  poligono  dato  ed  equioalenie  ad  un  altro 
poligono  dato. 

Rlsol.  Indichiamo  con  M  e  con  N  i  due  poli- 
goni dati.  Si  domanda  un  terzo  poligono,  che  sia  si- 
mile al  primo  ed  equivalente  al  secondo.  Sia  m  un 
lato  del  poligono  M,  ed  x  il  lato  omologo  nel  poli- 
gono richiesto  X.  Quando  si  aia  trovato  il  segmento 
X,  il  problema  si  può  [459]  considerare  risoluto. 

Si  costruiscano  [340]  intanto  due  quadrati  M' , 
N'  rispettivamente  equivalenti  ai  poligoni  dati;  e 
siano  m  '  ed  «  '  i  lati  dei  quadrati.  Poi  si  osservi  che, 
dovendo  il  poligono  X  essere  equivalente  ad  X,  ep- 
però  anche  ad  (w')^,  ha  luogo  la  proporzione  [339,2"]: 

(m')2  :  {»')2    =    M:  X. 
Ma  quando  quattro  poligoni,  simili  a  due  a  due,  sono 
in  proporzione,  sono  in  proporzione  [4G5]  anche  quat- 
tro loro  lati  omologhi  ;  abbiamo  adunque  : 

m'  :  n'    =    mix. 
Questa  proporzione  mostra  che  il  segmento  x  è  quarto 
proporzionale  dopo  i  lati  dei  quadrati  equivalenti  ai 
dati  poligoni  ed  il  lato  omologo  del  poligono  M. 


701.  Due  poligoni  sono  simili,  se  lianno  i  lati  ordinatamente 
proporzionali  ed  eguali  gli  angoli  compresi  da  lati  cor- 
rispondenti, eccetto  gli  elementi  clie  seguono  sui  quali 
non  si  fa  nessuna  ipotesi:  1".  o  due  lati  consecutivi  e 
l'angolo  compreso;  2^.  o  due  angoli  consecutivi  e  il  lato 
ad  essi  comune;  3°,  oppure  tre  angoli  consecutivi. 
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702.  Due  rombi,  se  hanno  un  angolo  eguale  compreso  da  lati 
proporzionali,  sono  simili. 

703.  Se  in  due  triangoli  un  lato  ed  il  raggio  del  cerchio  circo- 
scritto sono  in  proporzione,  ed  un  angolo  adiacente  al 
lato  è  uguale,  i  triangoli  sono  simili. 

704.  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo  eguale  ad  un  angolo,  e 
le  altezze  calate  sui  lati  che  comprendono  gli  angoli 
eguali  sono  in  proporzione,  i  triangoli  sono  simili. 

705.  In  due  poligoni  simili  le  somme  delle  distanze  di  due 
punti  omologhi  dai  lati  atanno  come  due  lati  omologhi. 

707.  Se,  divisi  ad  arhìtrio  i  lati  di  un  poligono,  ciascun  lato  di 
un  poligono  simile  si  divide  nello  stesso  rapporto  nel 
q^uale  è  diviso  il  lato  omologo,  e  si  uniscono  ordinata- 
mente i  punti  di  divisione,   si  ottengono  due  polìgoni 

708.  iSe  alquanti  segmenti,  uscenti  da  uno  stesso  punto,  ven- 
gono divisi  secondo  uno  stesso  rapporto  qualunque,  e  si 
nniscono  una  volta  le  estremità  dei  segmenti,  un'altra  i 
punti  di  divisione,  si  ottengono  due  poligoni  simili  (che 
si  dicono  omotetici  direttamente). 

709.  Se  alquanti  segmenti,  uscenti  da  uno  etesso  pnnto,  si 
prolungano,  di  là  dal  punto  comune,  di  segmenti  propor- 
zionali ai  dati,  e  si  uniscono  tanto  le  estremità  dei  seg- 
menti dati,  quanto  quelle  dei  prolungamenti,  si  ottengono 
due  poligoni  simili  (  che  si  dicono  omotetici  inversamente). 

710.  Se  due  poligoni  simili  direttamente  hanno  due  lati  omo- 
loghi paralleli,  tutte  le  rette  che  passano  per  due  vertici 
omologhi,  passano  por  uno  stesso  pnnto  [centro  di  omo- 
tetia ). 

7  I  I.  Ogni  figura  simile  a  una  data  si  può  disporre  in  modo 
che  riesca  omotetica  alla  seconda,  sia  direttamente,  sia 
inversamente,  e  ciò  anche  quando  sia  assegnato  il  centro 
di  omotetia. 

712.  Due  figure  omotetiche  a  una  terza  sono  omotetiche  tra 
loro  ;  i  centri  di  omotetia  delle  tre  copie  di  figure  sono 
in  linea  retta. 

713.  Costruire  un  poligono,  che  abbia  perimetro  eguale  a 
quello  di  un  poligono  dato,  e  che  sia  simile  ad  un  altro 
poligono, 

714.  Dati  due  segmenti,  trovare  un  punto  che  sia  vertice  co- 
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mune  di  due  triangoli  simili,  dei  quali  i  segraecti  dati 
siano  lati  omologhi.  [447]. 
7(5.  Iscrivere  in  un  triangolo  un  rombo  simile  ad  un  rombo 
dato.  (  Talvolta  riesce  pie  facile  costruire,  invece  di  un  a 
figura  domandata,  una  figura  ausiliare  simile  alla  ri- 
chiesta, scegliendo  due  punti  di  questa  figura  ausiliare, 
come  omologhi  a  due  punti,  noti  o  no,  della  figura  che  si 
ricerca.  Costituita  la  figura  ausiliare,  è  poi  facile  de- 
dume  la  figura  domandata.  Ad  es.,  nel  presente  pro- 
blema giova  circoscrivere  al  rombo  dato  nn  triangolo  si- 
mile a!  dato;  si  ottiene  cosi  una  figura,  clie  è  simile  a 
quella  che  si  vuol  costruire). 

716.  Costruire  un  quadrangolo,  data  una  diagonale  e  gli  an- 
goli che  r  altra  diagonale  forma  co'  lati. 

7 1 7.  Iscrivere  in  mezzo  cerchio  un  quadrangolo,  che  sia  simile 
a  uno  dato,  che  abbia  due  vertici  sul  semicerchio,  e  gli 
altri  due  sul  diametro. 

718.  Iscrivere  in  nn  dato  segmento  di  cerchio  un  rettangolo 
simile  a  uno  dato. 

7 1 9.  Costruire  un  triangolo,  data  un'  altezza,  il  rapporto  in  cui 
essa  taglia  il  Iato  su  cui  è  calata,  e  l'angolo  opposto  a 
questo  lato. 

720.  Dato  un  cerchio  e  un  angolo  al  centro,  condurre  un»  tan- 
gente in  modo  che  i  segmenti  compresi  tra  il  punto  di 
contatto  e  i  lati  dell'  angolo  abbiano  rapporto  dato. 

72 1.  Iscrivere  in  un  triangolo  nn  triangolo,  i  cui  Iati  siano  pa- 
ralleli rispettivamente  a  trerette  date.  (Si  descriva  intan- 
to uà  triangolo,  che  abbia  due  vertici  sui  lati  del  dato  ). 

722.  Costruire  un  triangolo  date  le  tre  altezze.  (  Da  uno  stesso 
punto  si  tirino  tre  segmenti  in  direzioni  diverse  ed  arbi- 
trarie, che  siano  uguali  alle  altezze  date.  Poi  ai  faccia  pas- 
sare un  cerchio  per  le  estremità  dei  segmenti.  Cosi  si  tro- 
vano tre  segmenti  inversamente  proporzionali  ai  dati  ;  ed 
il  triangolo  di  questi  segmenti  è  simile  al  domandato). 

723.  Sopra  nn  dato  segmento,  preso  per  base,  costruire  due 
rettangoli  simili  e  tali  che  l'altezza  dell'uno  sia  doppia 
dell'  altezza  dell'  altro. 

724.  Dividere  un  dato  segmento  in  modo  che  il  quadrato  di 
una  parte  sia  triplo  del  quadrato  dell'  altra.  (  Si  costruirà 
dapprima  un  quadrato  elie  sia  triplo  di  un  altro). 
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725.  Costruire  un  triangolo  simile  a  uno  dato  e  i  cui  vertici  ca- 
dano sopra  tre  parallele  date.  (Si  supponga  risoluto  il 
problema.  Siano  A,  B,C  le  tre  parallele,  ed  X,  Y,  Z  i 
tre  vertici.  Si  circoscriva  al  triangolo  un  cerchio,  e  posto 
che  da  questo  la  retta  XA  sia  tagliata  in  D,  si  tirino  D  Y, 
DZ.Slha: 
X(D)Y=X{D)Z-}-Z(D)Y=X{Y)Z-\-Z{X)Y;&cc.). 

726.  Costruire  un  triangolo  simile  a  uno  dato,  e  i  cui  vertici 
cadano  sopra  tre  cerchi  concentrici.  {Si  dica  0  il  centro 
dei  cerchi,  e  sia  X  YZ  il  triangolo  domandato.  Se  so- 
pra OXsi  costruisco  un  triangolo  OXJf  simile  ad  XYZ, 
si  può  poscia,  risolvendo  una  proporzione,  trovare  il  seg- 
mento MZ). 

727.  Costruire  un  triangolo,  che  abbia  un  vertice  in  un  punto 
dato,  gli  altri  due  sopra  due  rette  date,  e  che  sia  simile 
ad  un  triangolo  dato.  (Sia  AXY  il  triangolo  richiesto. 
Si  circoscriva  ad  esso  un  cerchio,  e  si  tiri  la  retta  che 
passa  per  A  e  per  il  ponto  d' intersezione  delle  date.  Sia  0 
il  punto  dove  questa  retla  incontra  il  cerchio,  e  si  tirino 
OX,  OY.  Gli  angoli  YOX  ei  XOA  sono  eguali  a  due 
dati,  e  cosi  si  vede  che,  preso  un  punto  0  ad  arbitrio,  ai 
può  costruire  un  tnangolo  omotetico  al  domandato  ). 

728.  Per  un  punto  dato  far  passare  un  cerchio,  che  tocchi  una 
retta  data  e  un.  cerchio  dato.  (Sia  A  il  punto  dato,  O  il 
centro  del  cerchio  dato,  B  il  piede  della  perpendicolare 
calata  da  0  sulla  retta  data,  O  e  Z>  i  punti,  dove  questa 
perpendicolare  incontra  il  cerchio  dato,  E  il  punto  in  cui 
il  cerchio  domandato  tocca  la  retta  data,  ed  F  il  punto 
di  contatto  dei  due  cerchi.  Facilmente  si  riconosce  che 
FÉ  ed  FU  sono  per  diritto.  Allora  sono  simili  i  trian- 
goli rettangoli  UFD  e  CBE;  da  ciò  si  ricava  : 

CB  :  CE  =    CF  :  CD. 
Se  ora  uniamo  C  con  A ,  e  diciamo  X  il  punto  in  cui  que- 
sta retta  incontra  il  cerchio  richiesto,  abbiamo  : 

VA  ;  CE  =   CF  :  CX. 
Bp-petòa.ache  CBiCAz^CX:  CD.  Ora  si  vede  che  si 
può  determinare  il  punto  .X;  e  con  ciò  il  problema  è  ri- 
dotto a  quello  già  risoluto  di  descrivere  un  cerchio  che 
passi  per  due  punti  e  tocchi  una  retta  data  ). 
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729.  Trasformare  un  triangolo  in  uu  altro,  che  abbia  col  dato 
un  angolo  in  comune,  e  nel  quale  il  lato  opposto  all'angolo 
comune  sia  parallelo  a  una  retta  data.  (Sia  ABC  il  trian- 
golo, ed  A  l'angolo,  che  dev'essere  comune  col  triangolo 
domandalo.  Per  B  e  per  C  si  tirino  BD ,  CE  parallela- 
mente alla  retta  data.  Si  osservi  che  il  triangolo  ABC 
(epperò  anche  il  cercato)  ó  medio  proporzionale  tra  i  due 
triangoli  ABD,A  CE). 

730.  Trasformare  un  triangolo  in  uno,  che  sia  simile  a  un  altro 
triangolo  dnto.  (Intanto  si  trasforma  il  triangolo  in  «no, 
che  abbia  un  angolo  eguale  a  uno  del  dato.  Cosi  il  pro- 
blema è  ricondotto  al  precedente). 

73 1.  Tagliare  da  nn  angolo  dato,  con  una  retta  parallela  a  ana 
retta  data,  un  triangolo,  clie  sia  equivalente  ad  un  poli- 
gono dato. 

732.  Iliyidere  un  triangolo  con  una  corda  parallela  a  un  lato 
in  parti,  che  stiano  in  un  rapporto  dato.  (  Diviso  un  lato 
secondo  il  rapporto  dato,  e  unito  il  punto  di  divisione  col 
vertice  opposto,  si  trova  ricondotto  il  problema  a  quello 
deU' esercizio  729). 

733.  Dividere  un  triangolo  in  parti,  che  stiano  come  segmenti 
dati,  e  ciò  con  rette  parallele  a  una  retta  data.  (Bisogna 
tirare  per  uno  dei  vertici  la  parallela  alla  data,  fino  al 
lato  opposto;  dividere  questo  lato  in  parti  proporaionali 
ai  dati  segmenti  ;  ecc.  ). 

734.  Dividere  un  trapezio  con  una  corda  parallela  alle  basi  in 
parti,  che  stiano  come  due  dati  segmenti. 

735.  Se  due  vertici  opposti  di  un  quadrangolo  iscritto  in  un 
cerchio  sono  in  linea  retta  col  punto  di  concorso  delle 
tangenti  negli  altri  due,  i  rettangoli  dei  lati  opposti  sono 
equivalenti. 

736.  listi  del  pentagono,  dell'esagono  e  de!  decagono  rego- 
lari, iscritti  in  uno  stesso  cerchio,  Sono  lati  di  un  trian- 
golo rettangolo. 

737.  Supposto  che  i  tre  poligoni  accennati  nel  teorema  469 
siano  tre  triangoli  simili,  si  divida  il  maggiore  in  parti 
rispettivamente  equivalenti  agli  altri  due. 

738.  In  un  quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio,  le  diagonali  etanno 
tra  loro  come  le  somme  dei  rettangoli  dei  lati  che  concor- 

X  estremità  della  diagonale  considerata. 
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CAPITOLO  Xlli 
AREE    DEI     POLIGONI 


Ricerca  di  una  comune  misura  di  due  grandezze. 

4SI.  Se  una  grandezza  è  ad  un  tempo  misura  [372] 
di  due  0  più  aJtre,  essa  si  dice  comune  misura  di  co- 
deste grandezze. 

Ad  OS.,  una  grandezza  è  comune  misura  di  tutti 
i  suoi  multipli. 

49?.  Teoi*.  Se  una  grandezza  è  una  misura  co- 
mune di  parecchie  altre,  essa  è  una  misura  ancTte  della 
loro  somma. 

Stìan.  Infatti,  se  una  grandezza  M  è  una  co- 
mune misura  delle  grandezze  A,  B,  C...,  queste  sì 
possono  considerare  come  formate  di  parti  eguali 
ad  M,  epperò  altrettanto  si  può  pensare  della  loro 
somma. 

ita.  Coc.  1°.  Se  tuia  grandezza  è  misura  d'un'al- 
tra,  essa  è  misura  di  ogni  mtdtiplo  di  questa. 

454.  Cor.  »".  Se  una  grandezza  è  misura  d'un' al- 
tra, ogni  parte  aliquota  della  prima  è  una  misura 
della  seconda. 

493.  Cor.  3".  Se  due  grandezze  hanno  una  co- 
mune misura,  esse  hanno  innumerevoli  misure  comuni. 
Infatti,  se  M  è  misura  comune  di  due  grandezze 
A,  B,  ogni  parte  alìquota  della  ili"  è  una  comune  mi- 
sura [474]  delle  grandezze  A,  B. 

41«.  Teor.  Se  una  grandezza  è  una  misura  co- 
mune di  due  altre,  essa  è  anche  una  misura  del  resto 
della  divisione  della  maggiore  per  la  minore. 
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Dim.  Siano  due  grandezze  omogenee  A  e  B,  & 
sia  A  la  maggiore;  e  misurando  [3T2j  AconB,  si 
trovi  un  resto  R.  Si  vuol  provare  che  ogni  gran- 
dezza M,  che  sia  una  misura  comune  delle  A  e  B,  è 
anche  una  misura  del  resto  R. 

Infatti,  poiché  la  grandezza  A  si  può  riguardare 
quale  somma  di  alquante  grandezze  uguali  alla  B  e 
di  una  eguale  ad  R,  e  la  M  è  una  misura  della  B,  se, 
misurando  R  con  M,  ai  trovasse  un  resto  i?j ,  la  gran- 
dezza A  sarebbe  anche  somma  di  parti  eguali  ad  M, 
e  di  una  R^  minore  di  M.  Ma  in  tal  caso  M  non  sa- 
rebbe una  misura  della  ^,  e  ciò  contro  l'ipotesi.  La 
divisione  di  R  per  M  non  può  dunque  lasciare  re- 
siduo. 

iti.  Tcof.  Se  una  grandezza  è  una  misura  co- 
mune del  divisore  e  del  resto  di  una  divisione,  essa  è 
anche  una  misura  del  dividendo. 

film.  Siano  A,Bs(i.R  rispettivamente  dividendo, 
divisore  e  resto  di  una  divisione,  ed  M  sia  una  misura 
comune  di  B  ed  R.  Dico  che  .1/  è  anche  una  misura 
del  dividendo  A. 

Infatti,  poiché  la  grandezza  A  si  può  riguardare 
come  somma  di  parti  eguali  a  £  e  di  una  eguale  ad  ffi,  e 
la  grandezza  .1/  è  una  misura  comune  di  tutte  le  parti, 
essa  è  anche  una  misura  [472]  della  somma  A,  come  d.  d, 

478.  Teor.  U  resto  di  una  divisione  è  minore 
della  metà  del  dividendo. 

alimi  Sia  R  il  resto  della  divisione  di  una  gran- 
dezza A  per  una  grandezza  minore  B.  Dico  che  R  è 
minore  della  metà  di  A . 

Posto  che  sia  m  il  quoziente  della  divisione,  noi 
possiamo  riguardare  la  grandezza  A  come  composta 
di   m  grandezze  ugi^ali   a  iì,   e   di  una   R  minore 
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di  B.  Ora  è  chiaro  che,  volendo  rendere  uguali  tutte 
queste  {m  -\'  1)  parti  di  A,  bisogna  aumentare  il  re- 
sto R  a  scapito  delle  altre  parti.  Il  resto  è  dunque  mi- 
nore di  -^-^j-  parte  ài  A;  e  perchè,  essendo  ^  <  A,  il 
quoziente  m  è  almeno  eguale  ad  uno,  il  resto  è  in  ogni 
caso  minore  della  metà  di  A.  Come  d.  d. 

199.  Tewr.  Se  in  una  successione  indefinita  di 
grandezze  omogenee,  ciascuna  grandezza  è  aguale  alla 
metà  della  precedente  o  minore,  da  un  certo  posto  in 
poi  i  termini  della  serie  sono  minori  di  una  grandezza 
data  qualunque. 

Jlini.  I".  Consideriamo  da  prima  la  serie  inde- 
finita : 

A  A  A 


nella  quale  ciascuna  grandezza  è  uguale  alla  metà 
della  precedente;  e  sia  iJ  una  grandezza  qualunque 
omogenea  a  quelle  della  serie.  Dico  che  da  un  certo 
posto  in  poi  ì  termini  della  serie  sono  minori  di  Z. 

Sappiamo  [380]  elie,  dato  due  grandezze  omoge- 
nee qualunque,  si  può  sempre  trovare  ima  parte  ali- 
quota d'una  qualsivoglia  delle  due  gi-andezze,  la  quale 
sia  minore  dell'altra  delle  grandezze  date.  Suppo- 
niamo che  sia  : 

A  <  ^- 

Ora,  nella  serie  che  consideriamo,  procedendo  abba- 
stanza, si  trova  certamente  un  termine,  sia  ad  es.  -^ , 
per  il  quale  il  numero  n,  che  indica  qual  parte  esso  sia 
della  grandezza  ^1,  è  maggiore  di  m.  Ma  se  è  )i  >  m,  è  : 

A  A 

-IT   <  ^^ 
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epporó.  a  maggior  ragione,  è  anche: 

4<z. 

2".  Se  nella  successione  indefinita: 
A,     B,     C,     D,... 
ciascuna  grandezza  è  minore  della  metà  della  prece- 
dente, i  singoli  termini,  prescindendo  dal  primo,  sono 
rispettivamente  minori  di  quelli  della  serie: 
A  A  A^ 

A.  a  '  4  '  8    ■■■• 

epperò,  a  maggior  ragione,  da  un  certo  posto  in  poi  i 
termini  della  prima  serie  sono  minori  d'una  grandez- 
za data,  qualunque. 

480.  Teoi-.  Se  due  date  grandezze  omogenee 
hanno  una  misura  comune,  e  si  divide  la  prima  ^er 
la  seconda,  poi  la  seconda  per  il  resto,  poi  il  re- 
sto per  il  nuovo  resto,  e  così  via,  seguitando  abba' 
stanza  si  perviene  necessariamente  ad  un  resto  che  è 
una  misura  del  precedente  ;  e  codesto  ultimo  resto  è  la 
massima  comune  misura  della  due  grandezze  date. 

Ulna.  Siano  A  e  B  due  grandezze  omogenee  date, 
le  quali  abbiano  una  misura  comune  M.  Si  divida  A 
per  B,  e  sia  i?,  il  resto  della  divisione.  Si  divida  B 
per  iìj,  e  sia  fi 2  il  resto.  Si  divida  S,  per  ita,  e  così 
via.  Dico  che,  seguitando  abbastanza  in  codesto  pro- 
cesso di  divisioni  successive,  si  perviene  necessaria- 
mente ad  un  ultimo  resto,  che  è  una  misura  del  pre- 
cedente ;  e  proveremo  che  codesto  ultimo  resto  è  la 
massima  comune  misura  delle  due  grandezze  A  e  B. 

Consideriamo  a  tal  line  la  serie  : 

A,      B,      i?„      lì,,      R^,      E,.... 
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formata  con  le  grandezze  date  e  i  reati  delle  divisioni 
successive. 

Notiamo  in  primo  luogo  che  una  grandezza,  la 
quale  sia  una  comune  misura  di  due  termini  consecu- 
tivi qualunque,  è  una  misura  comune  di  tutti  i  ter- 
mini della  serie. 

Ed  invero,  una  grandezza  N,  che  sia  misura  co- 
mune di  due  termini  consecutivi,  è  una  misura  del 
termine  che  li  precede,  perchè  una  grandezza,  che  sia 
una  misura  comune  del  divisore  e  del  resto  di  una 
divisione,  è  una  misura  del  dividendo  [477]  ;  ed  è  una 
misura  del  termine  susseguente,  perchè  una  gran- 
dezza, elle  sia  una  misura  comune  del  dividendo  e  del 
divisore  di  una  divisione,  e  una  misura  del  resto  [476]. 

Avvertiamo,  in  secondo  luogo,  che,  se  nell'accen- 
nato  processo  delle  divisioni  successive  non  si  perve- 
nisse mai  ad  un  resto  che  fosse  una  misura  del  prece- 
dente, seguitando  abbastanza  si  perverrebbe  necessa- 
riamente ad  un  resto  minore  d'una  grandezza  data 
qualunque.  Infatti,  se  nella  serie: 

A,     B,     li,,     2i„     R.,,    E,... 

si  sopprimono  i  termini  di  posto  pari,  o  quelli  di  po- 
sto dispari,  i  rimanenti  formano  una  serie  in  cui  cia- 
scun termine  è  minore  della  metà  del  precedente, 
perchè  il  resto  d'una  divisione  è  sempre  minore  della 


sappiamo  [579]  che  in  u 

ndefinita,  da  un  certo  posto 

i  d'una  grandezza  data 


metà  del  dividendo  ;  e  noi  : 
serie  cosi  fatta,  se  essa  è 
in  poi  i  termini  sono  n 
qualunque. 

Ed  ora  è  facile  provare  che  si  perviene  necessa- 
riamente ad  un  ultimo  resto,  che  è  una  misura  di 
quello  che  lo  precede. 
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Infatti,  polche  la  grandezza  M  è  una  misura  co- 
mune diAeB,  che  sono  due  termini  consecutivi  della 
serie,  essa  è  una  mit^ura  di  tutti  i  termini  della  serie. 
Se  questa  continuasse  indefinitamente,  da  un  certo 
posto  in  poi  i  termini  sarebbero  minori  di  M,  e  allora 
sarebbe  vero  questo  che  una  grandezza  può  essere  una 
misura  di  grandezze  minori  di  essa. 

Provato  che  la  serie  ha  necessariamente  un  ultimo 
termine,  ci  resta  a  far  vedere  che  questo  ultimo  termi- 
ne, sia  esso  li„,  è  la  massima  comune  misura  di^l  e-5. 

Codesto  termine  S,,  è  intanto  una  comune  mi- 
sura di  j1  e  jB,  perchè,  essendo  una  misura  di  se  stesso 
e  per  ipotesi  anche  del  termine  precedente,  esso  è 
una  misura  comune  di  tutti  i  termini  della  serie,  e 
quindi  anche  di  A  e  B. 

Esso  è  poi  la  massima  comune  misura  di  A  e  B, 
dacché  ogni  misura  comune  di  A  e  B  è  una  misura 
comune  di  tutti  i  termini  della  serie,  epperò  è  anche 
una  misura  di  E,,.  E  non  può  una  grandezza  mag- 
giore di  Ii„  essere  una  misura  di  B„. 

Cosi  abbiamo  dimostrato  che,  date  ecc. 

481.  Cor.  8e,  applicando  a  due  grandezze  omo- 
genee date  il  processo  delle  divisioni  successive,  non 
può  darsi  che  si  giunga  ad  un  resto  che  sia  una  misura 
del  precedente,  le  dtie  grandezze  non  hanno  nessuna 
comune  misura,  cioè  sono  incommensurabili. 

48».  Xeur.  Un  segmento  e  la  sua  parte  aurea 
sono  incommensurabili. 

Ului.  Sia  jIB  un  segmento  qualunque,  ed^^, 
la  sua  parte  aurea  [342].  Si  vuol  provare  che  AB  ed 
A  Ri  sono  incommensurabili. 

A  tal  fine  sul  segmento  R,B,  preso  per  base,  si 
costruisca  un  triangolo  isoscele  C'R-,B,  che  abbia  i 
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lati  CEi,  CB  eguali  ad  ARi.  Sappiamo  [343]  clie 
l'angolo  BCE,  è  metà  di  ciascuno  di  quelli  alla  base. 
Ora  è  facile  riconoscere 
che  in  un  triangolo  isoscele 
cosi  fatto,  se  si  dimezza  un 
angolo  alla  base,  la  biset- 
trice divide  il  lato  opposto 
in  due  parti  disuguali,  di 
cui  la  maggiore  è  uguale 
alla  base  del  triangolo,  e 
la  minore  è  base  di  un  nuovo  triangolo  isoscele 
nel  quale  pure  l'angolo  opposto  alla  base  è  metà  di 
ciascuno  di  quelli  alla  base. 

Ciò  premesso,  imaginiamo  di  applicare  ai  seg- 
menti AB,  ABiil  metodo  delie  divisioni  successive, 
per  trovare,  se  pur  e'  è,  una  loro  comune  misura. 

La  prima  divisione  è  già  fatta;  BR,  è  il 
resto. 

Ora  bisogna  dividere  AR^,  o  il  segmento  uguale 
BO,  per  BMi-  Perciò  basta  dimezzare  l'angolo 
CR-,B;  e  se  JÌ,Ii^  è  la  bisettrice,  BE^.  è  il  resto 
della  divisione. 

Ora  bisogna  dividere  BRi  per  BE^.  Perciò  ba- 
sta dimezzare  l'angolo  B R^B,]  se  RiR^è  la  biset- 
trice, B R3  è  il  nuovo  resto. 

Ormai  è  palese  che  il  processo  non  termina  mai, 
perchè  per  quanto  si  prolunghi  la  spezzata  i? ,  i?  ^  i^  3 ,.., 
l'estremità  del  nuovo  Iato  di  essa  non  può  mai  cadere 
in  B,  ed  il  segmento  compreso  tra  B  e  l'estremità 
del  nuovo  lato  della  spezzata  è  il  resto  della  nuova 
divisione.  Conchiudiamo  [481]  che  U  segmento  AB 
e  la  sua  parte  aurea  AR,  sono  incommensurabi- 
li, e.  d.  d. 
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493.  T«or.  La  diagonale  e  il  lato  d'un  quadrato 
sono  incommensurabili  (*). 

nini.  Sia  1111  quadrato  AB  CD  qualunque.  Pro- 
veremo che  AC  Q^  AB  sono  incommensurabili. 

Intanto,  perchè  la  diagonale  è  l'ipotenusa  d'un 
triangolo  rettangolo,  che  ha  per  cateti  i  lati  del  qua- 
drato, essa  è  maggiore  del  lato  del  quadrato.  [143]. 

La  diagonale  e  poi  minore  del  doppio  del  lato, 
perche  va.  ogni  triangolo  ciascun  lato  è  minore  della 
somma  degli  altri  due.  [144]. 

Perciò,  se  si  divide  la  diagonale  d'un  quadrato 
per  il  lato,  si  trova  resto  necessariamente. 

Ed  ora  applichiamo  il 
processo  delle  successive  di-        _  ^ 

visioni. 

Prendendo  sulla  A  C 
una  parte  AR^^  che  sia 
eguale  ad  AB,  abbiamo  in 
C.R,  il  resto  della  prima 
divisione. 

Ora  bisogna  dividere  il  ^  "a 

lato  del  quadrato  per  Ci?,. 

Perciò  si  conduca  per  TJj  la  perpendicolare  ad^lC, 
e  sia  E  il  punto  dove  essa  incontra  BC.  Poiché  gli 
angoli  R^BE,  Eli,B  sono  complementari  degli  an- 
angoli  eguali  [137]  ABR,,  BIi,A,  anch'essi  sono 
eguali,  epperò  [141]  è  BE  =  EE^.  Ma  è  EB^  = 
CRj_,  perchè  nel  triangolo  rettangolo  ER^  C,  essendo 
semiretto  l'angolo  ECR,,  tale  è  [258]  anche  l'angolo 
R,EC.  Per  conseguenza  abbiamo  BE  ^CEi]  ep- 

(*)  Si  legge  :  Celébratlssimum  est  hoc  theorema  apud  ve- 
teres  philosophos,  adeo  ut,  qui  hoc  nesciret,  eum  Plato  non 
hominem  esse,  sed  pecudeìn  diceret. 
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però,  se  si  intraprende  la  divisione  di -BCper  CJ?,, 
dopo  una  prima  sottrazione  si  ha  per  reato  CE.  E 
perchè  CE  si  può  riguardare  come  diagonale  del 
quadrato  di  lato  C-fin  è  ormai  palese  che  ad  un  re- 
sto nullo  non  si  può  mai  pervenire.  Infatti  a  tal  punto 
dell'operazione  ci  troviamo  nelle  stesse  condizioni 
che  da  principio,  dacché  si  deve  dividere  le  diago- 
nale d'un  quadrato  per  il  lato  del  quadrato.  Possiamo 
quindi  conchiudere  [481]  che  la  diagonale  d'un  qua- 
drato e  il  lato  sono  incommensurabili. 

Rapporto  tra  due  grandezze  omogenee. 

484.  Le  grandezze  geometriche  si  possono  rappre- 
sentare mediante  numeri,  e  cosi  la  Geomefcrria  può  trar 
profitto  della  scienza  del  calcolo.  Quanto  stiamo  per 
esporre  spetta  veramente  all'Aritmetica, piuttosto  che 
alla  Geometria;  ad  ogni  modo  non  sarà  inutile  riba- 
dire qui  i  concetti  fondamentali.  Si  ammette  per  il 
rimanente  di  questo  capitolo  che  il  lettore  abbia  co- 
noscenza dell'Aritmetica  e  dell'Algebra  elementare. 

48a.  Teor.  Se  due  grandezse  sono  commensura- 
bili, la  frazione,  t  cui  termini  esprimono  come  le  due 
grandezze  sono  multiple  d'una  loro  comune  misura, 
è  costante. 

Jllm.  Siano  due  grandezze  omogenee  A,B;  e 
C,  D  siano  due  loro  misure  comuni  qualunque  [475]. 
Le  grandezze  A,  B  siano  multiple  della  C  rispettiva- 
mente secondo  i  numeri  m,  m  ;  e  siano  multiple  della  D 
rispettivamente  secondo  i  numeri  p,  q^.  Dico  che  le 
frazioni  -^  ,   —  sono  eguali. 

Infatti,  essendo  por  ipotesi: 
A  =  mC,     B  ~  nC,     A  =  pD,     B  =  qD, 
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egli  è  : 

mC  =  pD         ad         nC  =  qD, 
epperò  anche: 

mnC  ^  pnD         ed        mnC  =  mqD, 
e  per  conseguenza: 

pnD  =  mqD. 
Da  questa  eguaglianza  si  eonchiude  elie  è  : 

pn^mq 
epperò  anche  : 

i^   =    ^,  c.  d.  d. 

q  U 

4§fl.  ««».  Poiché,  misurando  due  grandezze  com- 
mensurabili con  la  loro  massima  comune  misura,  si  ot- 
tengono quozienti  minori  che  misurandole  con  un'altra 
loro  comune  misura  qualunque,  tra  le  frazioni,  i  cui  ter- 
mini esprimono  come  due  grandezze  commensurahili^, 
B  sono  multiple  d'una  loro  comune  misura,  quella  cor- 
rispondente alla  massima  comune  misura  ha  termini 
rispettivamente  minori  dei  termini  di  qualunque  al- 
tra. Quindi,  se  C  è  una  comune  misura  qualunque  di 
A,  J5,  se  2>  è  1»  massima  comune  misura,  ed  -^ ,  -^  sono 
le  corrispondenti  frazioni,  i  termini  della  prima  sono 
equimultipli  rispettivamente  dei  termini  della  secon- 
da ;  e  ciò  per  un  noto  teorema  della  teoria  delle  fra- 
zioni, oppure  per  questo  [480]  che  ogni  misura  co- 
mune di  due  grandezze  è  una  misura  della  loro  mas- 
sima comune  misura, 

497.  Uef.  Se  due  grandezze  sono  commensura- 
bili, qualunque  frazione,  i  cui  termini  esprimano  come 
le  due  grandezze  sono  rispettivamente  multiple  d'una 
loro  comune  misura,  si  dice  rapporto  della  prima  gran- 
dezza alla  seconda. 
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Così,  ad  es.,  se  A,  B  sono  due  grandezze  com- 
mensurabili, se  0  è  ima  loro  comune  misura,  ed  esse 
sono  multiple  della  C  rispettivamente  secondo  i  numeri 
■m,  n,  la  frazione  ™-  è  il  [485]  rapporto  della  A 
alla  B. 

La  frazione  -~^  è  il  rapporto  della  B  alla  A. 

488.  Oss.  Se  nna  grandezza  A  è  multipla  d'un' al- 
tra B  secondo  il  mimerò  m,  le  due  grandezze  sono 
commensurabili;  la  B  stessa  è  una  loro  comune  mi- 
sura, anzi  ia  massima  comune  misura.  Usando  di  que- 
sta comune  misura,  si  trova  per  rapporto  di  -4  a  5  la 
frazione  ~,  cioè  l'intero  m. 

Se  C  è  un  altra  misura  qualunque,  ed  ^  e  £  sono 
multiple  di  (7 secondo  i  numeri^),  g,  essendo  [485]: 

-^    =    m 
1  ' 

il  numero  p  è  multiplo  del  denominatore  q. 

48».  Eeciprocamente,  data  una  grandezza  £  ed 
un  numero  razionale  qualunque,  si  può  formare  una 
grandezza  A,  il  cui  rapporto  alla  data  sia  appunto  il 
numero  dato. 

Se  il  mimerò  dato  è  un  intero  m,  codesta  gran- 
dezza ^  è  il  multiplo  di  B  secondo  il  numero  m. 

Se  il  numero  dato  è  la  frazione  a  termini  in- 
teri —  ,  si  prende  un  n.esimo  della  B,  e  poi  se  ne 
forma  il  multiplo  secondo  il  numero  m. 

Ma  si  otterrebbe  la  stessa  grandezza  yl,  pren- 
dendo, in  luogo  della  frazione  — ,  una  frazione  equi- 
valente, ed  operando  sulla  B  come  indica  la  nuova 
frazione. 

l»0.  Consideriamo  infine  il  caso  di  due  gran- 
dezze A  Q  B  incommensurabili. 

Prendendo  un  numero  razionale  qualunque  r,  e 
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costruendo  quella  grandezza  il  cui  rapporto  alla  B  è 
il  numero  r,  ci  risulterà  una  grandezza  maggiore  o 
minore  della  A . 

Imaginiamo  di  spartire  tutti  i  numeri  razionali 
ia  due  classi,  mettendo  in  una  tutti  quelli  con  cui  si 
ottengono  grandezze  maggiori  della  A,  e  in  un'altra 
classo  tutti  quei  numeri  con  cui  si  ottengono  gran- 
dezze minori  della  A. 

È  manifesto  che  i  numeri  della  prima  classe  sono 
tutti  maggiori  di  quelli  della  seconda,  e  che  si  pos- 
sono trovare  due  numeri,  uno  della  prima  classe, 
l'altro  della  seconda,  la  cui  differenza  sia  tanto  pic- 
cola quanto  si  vuole. 

Ad  ogni  modo,  se  -^  è  un  numero  delia  prima 
classe,  e  ^-  uno  della  seconda,  poiché  la  grandezza 
che  si  ottiene  dalla  B,  operando  secondo  la  frazio- 
ne ^^ ,  6  maggiore  di  quella  si  ottiene  operando  se- 
condo la  frazione  — ^- ,  è  certamente  wi  5  >■  np,e.  per 
conseguenza  anche: 

^     ^     P 
n     '^      q   ' 

E  dividendo  la  B  in  un  numero  arbitrario  n  dì 
parti  eguali,  e  formando  d'una  di  queste  i  multipli 
successivi,  si  troveranno  due  consecutivi  di  questi 
multipli  tra  i  i  quali  cadrà  la  grandezza  ^.  Se  il  mi- 
nore di  due  multipli  è  formato  con  m  ennesimi  della 
B,  la  fraziono  -^-i —  appartiene  alla  prima  classe,  e  la 
frazione  -~  alla  seconda.  Poiché  la  differenza  fra  i 
due  numeri  è  — ,  prendendo  n ,  che  è  arbitrario, 
grande  abbastanza,  si  può  ottenere  che  codesta  dif- 
ferenza sia  minore    di  un  numero  dato  qualunque. 

Lo  due  classi  di  numeri,  delle  quali  parliamo,  de- 
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terminano  un  numero  irrazionale,  che  si  dice  rap- 
porto della  A  alla  B.  Adunque  : 

Bef.  Se  due  grandezze  A,  B  sono  incommensura- 
bili, si  dice  rapporto  di'  A  »  B  quel  numero  irrazio- 
nale, che  è  minore  dei  numeri  razionali  che  sono  i 
rapporti  alla  B  di  grandezze  maggiori  della  A,  ed  è 
maggiore  dei  numeri  razionali,  che  sono  i  rapporti 
alla  B  di  grandezze  minori  della  A . 

491.  La  parola  rapporto,  alla  quale  abbiamo  ora 
attribuito  un  significato  numerico,  fu  adottata  al- 
trove per  comporre  una  locuzione  con  cui  esprimere 
che  quattro  grandezze  sono  in  proporzione. 

Ora  vedremo  che  è  lecito  attribuire  in  quella  lo- 
cuzione alla  parola  rapporto  il  suo  significato  nume- 
rico ;  proveremo  cioè  che  : 

499.  Teop.  Se  quattro  grandezze  sono  tali  che, 
misurando  la  prima  e  la  terza  rispettivamente  con 
equisummultipli  qualisivogliano  della  seconda  e  della 
quarta,  si  trovano  sempre  quozienti  uguali,  il  rap- 
porto numerico  della  prima  alla  seconda  è  uguale  al 
rapporto  numerico  della  terza  alla  quarta  ;  e  recipro- 
camente. 

Uim.  Sia  la  proporzione  [3861  ■ 
A  :  B    ^    C  :  B, 
e  sia  —  una  frazione  a  termini  interi  qualunque. 

Imaginiamo  di  misurare  la  grandezza  A  con  un 
n.esimo  della  B.  Secondo  che  il  quoziente  è  minore, 
uguale  o  maggiore  di  ni ,  possiamo  dire  che  il  rap- 
porto di  A  s,  B  è  minore,  uguale  o  maggiore  del  nu- 
mero —  ■  E  poiché,  corrispondentemente,  misurando 
C  con  un  n.esimo  di  D,  si  trova  un  quoziente  che  è 
minore,  uguale  o  maggiore  di  m,  il  rapporto  di  C  a  Z> 
è,  corrispondentemente,  minore  anch'esso,  uguale  o 
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maggiore  di  —  ■  In  conchiusione  il  rapporto  àiAaB 
e  quello  di  C  a,  D,  paragonati  con  nn  numero  razio- 
nale qualunque,  si  trovano  tutti  e  due  minori,  od 
eguali,  0  tutti  e  due  maggiori  di  codesto  numero, 
Easi  sono  dunque  uguali,  e.  d.  d. 

Reciprocamente,  se  il  rapporto  numerico  di  ^4  a 
B  è  uguale  al  rapporto  numerico  di  Ca  i),  le  quat- 
tro grandezze  sono  in  proporzione. 

Infatti,  presa  di  B  una  parte  aliquota  arbitraria, 
ad  es.  una  n.esìma  parte,  si  misuri  con  questa  la 
grandezza  ^  ;  sia  m  il  quoziente. 

Se  la  divisione  non  dà  resto,  il  rapporto  di  A  a,  B 
è  la  frazione  — ;  e  poiché,  per  ipotesi,  codesta  fra- 
zione è  anche  il  rapporto  di  C  a  Z>,  si  conchiude 
che,  anche  misurando  C  con  un  n.esimo  di  D,  si 
trova  il  quoziente  m. 

Se  la  prima  divisione  dà  resto,  allora  il  rapporto 
numerico  di  A  a,  B  è  compreso  tra  le  fraaioni  — 
ed  ""*"'■  ;  e  perchè,  per  ipotesi,  cade  tra  queste  fra- 
zioni anche  il  rapporto  di  C  a  Z),  si  coiichiude  che, 
anche  misurando  C  con  un  n.esimo  di  D,  si  trova  il 
quoziente  m. 

Cosi  resta  dimostrata  l'identità  delle  due  deiini- 
zioai  (le  diremo  una  geometrica  e  l'altra  aritmetica) 
di  proporzione  tra  quattro  grandezze. 

49».  Occorre  spesso  di  adoperare  i  rapporti  di 
più  grandezze  di  una  data  specie  rispetto  ad  una 
stessa  grandezza  di  quella  medesima  specie.  Allora 
questa  grandezza  prende  il  nome  di  unità  (di  misura) 
per  quella  data  specie  di  grandezze. 

II  rapporto  d' una  grandezza  a  quella  della  sua 
specie,  che  è  stata  scelta  per  unità,  si  suol  dire  bre- 
vemente valore  di  quella  grandezza. 
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Per  unità  di  misura  dei  segmenti  si  può  scegliere 
uu  segmento  arbitrario;  una  volta  scelto,  esso  si  dice 
unità  di  lunghezza  od  unità  lineare. 

Per  unità  di  misura  dei  poligoni  si  assume  il  qua- 
drato che  ha  per  lato  l'unità  lineare. 

Come  unità  di  misura  degli  angoli  si  suol  assu- 
mere l'angolo  retto. 

Come  unità  degli  archi  di  uno  stesso  cerchio  si 
suol  prendere  il  quadrante  o  quarto  di  quel  cerchio. 

49  J.  Dovendo  determinare  il  valore  di  una  gran- 
dezza, cioè  il  rapporto  della  grandezza  all'unità  della 
sua  specie,  bisognerebbe  decidere  dapprima  se  code- 
ste due  grandezze  sono  commensurabili.  Noi  cono- 
sciamo un  processo  a  quest'uopo;  ma,  anche  nel  caso 
che  le  grandezze  siano  segmenti,  l'operazione,  gene- 
ralmente, si  arresta  ad  una  impossibilità  materiale  di 
esser  continuata.  Per  questo  in  pratica  si  preferisce 
di  dividere  preventivamente  X  unità  in  un  numero 
più  o  meno  grande  di  parti  uguali,  e  di  considerare 
una  di  queste  come  misura  comune,  disposti  a  tra- 
scurare il  resto,  se  un  resto  si  presenta  nella  divi- 
sione della  grandezza  data  per  quella  parte  aliquota 
dell'unità.  Manifestamente  in  questo  modo  si  ottiene 
un  valore  approssimato  anche  nel  caso  in  cui  la  gran- 
dezza sia  commensiirabile  con  l'unità. 

Ma  quando  la  grandezza,  di  cui  si  deve  determi- 
nare il  valore,  è  un  poligono,  in  questo  caso  la  deter- 
minazione diretta,  anche  se  approssimata,  è  quasi 
sempre  oltremodo  malagevole.  In  questo  caso  il  va- 
lore si  suol  determinare  indirettamente,  deducendolo 
col  sussidio  del  calcolo  da  valori  di  lati  o  di  segmenti 
tirati  convenientemente  nel  poligono  dato. 

4»».  Il  valore  di  un  poligono,  cioè  ìi  rapporto 
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del  poligono  al  quadrato  unità  di  misura,  si  dice  area 
del  poligono  (*}. 

Aree  dei  poligoni. 

40A.  Teop.   E  rapporto  tra  due  rombi  o  due 

triangoli  di  eguale  altezza  è  uguale  al  rapporto  delle 
basi. 

Uini.  Si  ò  data  nel  §  384.  [492]. 

409.  Oss.  Poiché  sappiamo  [340]  trasformare 
un  poligono  qualunque  in  un  triangolo  equivalente,  e 
trasformare  [337]  un  triangolo  dato  in  uno  di  equi- 
valente, nel  quale  un'  altezza  sia  eguale  a  un  dato 
segmento,  quando  fosse  chiesto  il  rapporto  tra  due 
poligoni,  si  potrebbe  trasformarli  in  due  triangoli 
d'eguale  altezza,  e  cercare  poi  il  rapporto  delle  basi 
dei  due  triaugoli. 

*»8,  Teor.  Il  rapporto  tra  due  rettangoli  è 
uguale  al  rapporto  delle  basi  moltiplicato  per  il  rap- 
porto delle  altezze. 

Uini.  Siano  due  rettangoli  A  e  B.  Si  vuol  pro- 
vare che  il  rapporto  di  A  a,  B  è  uguale  al  rapporto  di 
CD  ad  EF,  moltiplicato  per  il  rapporto  di  HC  a  KE. 

Per  la  dimostrazione  si  costruisca  un  rettangolo 
L,  la  cui  base  MN  sia  eguale  alla  base  EF  del  ret- 
tangolo B,  e  la  cui  altezza  Pjlf  sia  eguale  a  CU. 

Insegna  l'Aritmetica  che  il  rapporto  di  j1  a  B  sì 
può  avere  moltiplicando  il  rapporto  di  -4  ad  jO  per  il 

(*)  Kon  si  deve  confondere  area  con  superficie.  L'area  è 
il  valore  numerico  della  superficie.  L'area  d'una  stessa  super- 
ficie può  essere  un  numero  od  un  altro,  secondo  la  scelta  del- 
l'unità di  misura.  Area  è  quantità  (intensa);  superficie  è  gran- 
dezza (estesa). 
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rapporto  di  L  a,  B.  Ma  Ìl  rapporto  di  A  ad  L,  poiché 
questi  due  rettangoli  hanno  altezze  uguali,  è  [496] 
uguale  al  rapporto  di  C/* 
ad  MX,  cioèal  rapporto 
di  ex»  ad  £i^. E  il  rap- 
porto di  L  &  B,  poiché 
questi  due  rettangoli, 
quando  si  prendano  per 
basi  i  lati  PM  e  Ki:, 
hanno  altezze  ugnali,  è  [49(j]  uguale  al  rapporto  di 
PM  a  KE,  cioè  al  rapporto  di  HC  a  KE.  Dunque 
infine  il  rapporto  del  rettangolo  A  al  rettangolo  B  è 
uguale  al  prodotto  del  rapporto  di  CD  ad  EF  per 
il  rapporto  di  HC  a  KE,  e.  d.  d. 

i99.  Xeop.  L'area  di  un  rettangolo  è  uguale  al 
prodotto  della  base  per  l'altezza  (*), 

Ulni.  Sia  AC  un  rettangolo  qualunque,  e  DE 
un  quadrato,  il  cui  lato  EF  sia  eguale  all'unità  li- 
^  neare.  Per  il  teorema  precedente, 

il  rapporto  del  rettangolo  AC  al 
quadrato  DFè  uguale  al  prodotto 
del  rapporto  di  i3Cad  EPiper  il 
rapporto  dì  A  B  a  D  E.  Ma  ìl  rap- 
porto ài  AC  a,  DE,  dacché  DFè 
l'unità  di  superficie,  si  dice  appunto  [495]  area  del 
rettangolo,  senza  più;  e  i  rapporti  della  baseiJCad 
EF,  e  dell'altezza  AB  a  DE,  dacché  EE  e  DE 
sono  eguali  all'unità  lineare  [493],  si  dicono  valori 
della  base  e  dell'altezza  del  rettangolo  AC,  e  più 

(*)  Per  brevità  in  luogo  di  valore  di  un  aegmento,  se  co- 
desto segmento  ha  un  nome,  si  adopera  questo  nome,  senz'  al- 
tro. Dal  contesto  del  discorso  ai  capisce  immediatamente  in 
qual  senso  è  usata  quella  tal  paiola. 
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»  per  brevità   bane   ed  altezza,  senz'altro.  Per 
t,  l'area  ecc. 

AOO.  Cor.  L'area  di  un  quadrato  è  uguale  alla 
seconda  patema  del  lato. 

Un  quadrato  infatti  è  un  rettangolo,  ne!  quale 
base  ed  altezza  sono  eguali  tra  loro  (*). 

SOI.  Se  a,  b  sono  i  valori  dei  cateti  e  e  è  il  va- 
lore dell'  ipotennaa  di  un  triangolo  rettangolo,  i  tre 
numeri  a^,ò^,c^  rappresentano  le  aree  dei  quadrati 
dei  cateti  e  dell'ipotenusa.  E  poiché  il  quadrato  del- 
l'ipotenusa è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  dei 
cateti  [332],  e  l'Addizione  aritmetica  è  l'operazione 
mediante  la  quale  dai  valori  delle  parti  si  desume  il 
valore  del  tutto,  possiamo  scrivere  : 
a^  -{-  b^    =    c^ 

In  base  a  questa  relazione,  che  ha  luogo  tra  i 
valori  dei  lati  di  un  triangolo  rettangolo,  quando  si 
conoscono  i  valori  di  due  lati,  si  può  calcolare  quello 
del  terzo. 

A09.  088.  Abbiamo  ricavata  la  precedente  rela- 
zione tra  i  valori  dei  Iati  di  un  triangolo  rettangolo 
(relazione  che  si  pnó  dire  teorema  di  Pitagora  me- 
trico) dal  teorema  di  Pitagìora  {grafico}.  A  codesto 
modo  di  dimostrazione,  che  fa  apparire  la  detta  rela- 
zione come  dipendente  dalla  scelta  dell'unità  di  su- 
perficie, è  da  preferire  il  seguente. 

Indicando  con  m  ed  «  i  valori  delle  proiezioni 

(*)  Qui  si  è  palesata  Torigiae  della  locuzione  quadrato 
di  un  numero,  che  si  incontra  in  Aritmetica,  per  designare  la 
seconda  potenza  di  un  numero.  Cosi  si  dice  anclie  che  l'area 
di  nn  quadrato  è  ugnale  al  quadrato  del  lato  (hietiocio  ),  in- 
tendendo dire  che  l'area  di  un  quadrato  è  uguale  alla  seconda 
potenza  del  vaìore  di  un  lato. 
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dei  cateti  sull'ipotenusa,  abbiamo  le  seguenti  propor- 
zioni tra  numeri  [432,  492]  : 


ed  infine  a'^ -\~  h-    ^r:    c^m-'i-n)    =    e-. 

503.  Teor.  L'area  di  un  rombo  è  uguale  al  pro- 
dotto della  base  per  l'altezza. 

Dilli.  Infatti,  se  un  rombo  ed  un  rettangolo 
hanno  basi  eguali  ed  eguali  altezze,  essi  sono  equiva- 
lenti [320],  ©pperò  hanno  aree  uguali. 

dOJ,  Teor.  L'area  di  un  trapezio  è  uguale  al 
prodotto  della  semisomma  delle  basi  per  l'altezza. 

Ulni>  Si  è  ■visto  [327]  infatti  che  un  trapezio  è 
equivalente  a  un  rombo,  che  ha  base  uguale  alla  se- 
misomma dei  lati  paralleli  del  trapezio  e  la  stessa 
altezza  che  questo.  [503]. 

50.S.  Xeor.  L'area  di  un  triangolo  è  uguale  alla 
metà  del  prodotto  della  base  per  l'altezza. 

■lini.  Infatti  un  triangolo  è  metà  di  un  rombo, 
se  questo  ha  base  ed  altezza  rispettivamente  uguali 
a  quelle  del  triangolo  [503]. 

Aoe,  Teop.  L'area  di  un  poligono  circoscritto 
ad  un  cerchio  è  uguale  alla  metà  del  prodotto  del  pe- 
rimetro per  l'apotema. 

llini.  Infatti,  se  un  triangolo  ha  base  uguale  al 
perimetro  di  un  pohgono  circoscritto  ad  un  cerchio  e 
altezza  ugnale  al  raggio,  esso  è  equivalente  [328]  al 
poligono.  [505]. 
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Cenno  sull'applicazione  dell'Algebra  alla  Geometria. 

50».  Quando  le  grandezze  geometriche,  che  en- 
trano in  una  questione  di  Graometria,  sono  rappresen- 
tate da  numeri,  e  in  generale  da  lettere,  quella  tale 
questione  si  potrà  trattare  col  sussidio  dell'  Algebra. 

Quando  alcune  grandezze  d'una  questione  sono 
date  mediante  i  loro  valori  numerici,  allora  l'applica- 
zione dell'Algebra  è  voluta  dalla  questione  stessa.  In 
tal  caso  bisogna  cercare  di  esprimere,  in  base  alle  re- 
lazioni geometriche  che  hanno  luogo  tra  le  grandezze 
note  e  le  incognite,  le  relazioni  numeriche  che  hanno 
luogo  tra  i  valori  delle  grandezze  stesse.  Risolvendo 
poi  l'equazione  o  il  sistema  d'equazioni  che  ne  ri- 
sulta, si  ottengono  il  valore  o  i  valori  numerici  do- 
mandati. 

Qui  vogliamo  considerare  piuttosto  il  caso  in  cui 
r applicazione  dell'Algebra  è  fatta  deliberatamente 
nell'  idea  di  conseguire  più  facilmente  l' intento,  sep- 
pure non  si  debbano  trovar  numeri,  né  formule  per 
calcolarli  quando  che  sia. 

0  che  si  tratti  di  dimostrare  un  teorema,  o  di 
risolvere  un  problema,  si  rappresentano  le  grandezze, 
di  cui  si  tratta,  mediante  lettere,  intendendo  che 
queste  rappresentino  i  valori,  noti  o  incogniti,  delle 
grandezze  stesse  rispetto  ad  una  unità  di  misura,  che 
si  lascia  ordinariamente  indeterminata.  Quindi  sì 
cerca  di  esprimere  le  relazioni  algebriche  che  sussi- 
stono tra  i  detti  valori;  la  qual  cosa  manifestamente 
non  può  riuscire,  se  non  quando  si  conoscano  oppor- 
tuni teoremi  relativi  alle  grandezze  che  si  conside- 
rano in  quella  tale  questione. 
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Secondo  che  si  tratterà  di  dimostrare  un  teorema 
o  di  risolvere  un  problema,  le  relazioni  sopra  accen- 
nate saranno  eguaglianze  identiche,  oppure  equa- 
zioni. 

Nel  primo  caso,  operando  secondo  le  regole  del 
calcolo  letterale,  si  procurerà  di  trasformare  le  iden- 
tità in  altre  esprimenti  il  teorema  da  dimostrare. 

Ad  es.,  volendo  dimostrare  che  la  differenza  di 
due  quadrati  è  equivalente  al  rettangolo  della  somma 
e  della  differenza  dei  lati  dei  quadrati,  si  può  dire  : 
siano  a  6  b  i  valori  dei  lati  dei  quadrati,  e  z?  la  diffe- 
renza dei  quadrati.  Cosi,  essendo: 

^    ~    a^  ^  b\ 
per  un  noto  teorema  d'Algebra,  egli  è  anche  : 

^    =    (0  +  S)(«~S), 
dove  appunto  si  riconosce  [499]  espresso  il  teorema 
dimostrare. 

Nel  secondo  caso,  quando  cioè  si  debba  risolvere 
un  problema,  si  risolve  l'equazione,  o  il  sistema  d'e- 
quazioni ottenuto.  La  formula  di  risoluzione  indica 
veramente  con  quali  calcoli,  in  un  caso  determinato, 
dai  valori  dati  si  possono  ottenere  quelli  delle  gran- 
dezze incognite.  Ma,  studiando  la  formula  di  risolu- 
zione, si  può  spesso  ricavarne  il  processo  per  costruire 
mediante  la  riga  e  il  compasso  le  grandezze  doman- 
date (quando,  ben  s'intende,  la  questione  sia  di  tal 
natura  che  bastino  qnesti  istruraenti).  E  questo  è  il 
vero  scopo  a  cui  si  intende  allorquando,  come  abbiamo 
detto,  si  ricorre  all'Algebra  per  risolvere  una  que- 
stione di  pura  Geometria,  una  questione,  cioè,  in  cui 
ne  sono  dati  numeri,  ne  si  domandano  numeri. 

Qni  è  necessario,  per  via  d'esempi  opportuni,  ap- 
prendere ad  interpretare  le  formule  dì  risoluzione.  Ci 
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restringiamo  al  caso,  che  è  l'ordinario,  in  cui  le  inco- 
gnite rappresentano  segmenti;  e  consideriamo  for- 
mule di  risoluzione  di  equazioni  di  primo  o  di  secondo 
grado. 

*»8.  E  manifesto  il  significato  delle  formule  : 

X     zz=     a  -]'  h,         X     =     a  —  h. 

Consideriamo  piuttosto  Ja  formula  seguente  x  z=-  ~- . 

Mettendola  sotto  la  forma  e  :  o  zz=  6  :  a;,  si  ri- 
conosce che  il  segmento  incognito  è  quarto  propor- 
zionale rispetto  ai  segmenti,  i  cui  valori  sono  rappre- 
sentati rispettivamente  dalle  lettere  c,a&b. 

509.  L'equazione  x  =  -~  equivale  alla  propor- 
zione b  :  a  ^  a  :  X,  la  quale  mostra  che  il  seg- 
mento X  è  terzo  proporzionale  rispetto  a  6  ed  a. 

5iO.  L'equazione  x  =  ab  sembrerebbe  assurda, 
dacché  esprimerebbe  che  il  segmento  x  è  equivalente 
al  rettangolo  dei  segmenti  a  e  b.  Però  basta  scrìverla 
sotto  la  forma  x  •  1  =  ab,  ed  intendere  che  l'unità 
rappresenti  l'unità  lineare,  per  riconoscere  che  essa 
esprime  che  il  segmento  domandato  è  quarto  propor- 
zionale dopo  l'unità  lineare  ed  i  segmenti  a  e  b. 

511.  Il  caso,  che  abbiamo  ora  considerato,  può 
presentarsi  quando  uno  dei  segmenti  che  si  devono 
considerare  ò  l'unità  lineare.  In  questo  caso,  distri- 
buendo uno  o  più  fattori  eguali  all'unità,  nei  nume- 
ratori o  nei  divisori,  si  fa  sparire  l'apparente  assur- 
dità nel  significato  della  formula  di  risoluzione. 

E  chiaro  che  non  occorre  questa  operazione,  ad 
es,,  per  l'equazione  x  =  mb,  quando  si  sappia  che  la 
lettera  m  non  rappresenta  un  segmento,  ma  un  coeffi- 
ciente numerico. 

318.  L'equazione  x  :=:  ■■".''',  messa  sotto  la 
forma  x  =^    "^-  ■  -~,  mostra  che  bisogna  cominciare 
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a  costruire  il  segmento,  che  è  quarto  proporzionale 
dopo  e,  b  e  e.  Detto  f  cotal  segmento,  resta   poi  a 
costruire  il  segmento  quarto  proporzionale  dopo  d, 
a  ed  f. 

A13.  Analogo  è  il  processo  nel  caso  che  il  nume- 
ratore e  il  denominatore  contengano  un  maggior  nu- 
mero di  fattori.  Possiamo  poi  dire,  in  generale,  che  il 
numeratore  deve  contenere  un  fattore  dì  più  che  il 
denominatore  (s'intende  di  quei  fattori  che  rappre- 
sentano segmenti). 

aiA.  L'equazione  a^  rrz  ■"  -^  °. ,  e  meglio  l'equi- 
valente te  zs  -^ — j — ~  mostra  che  il  segmento  a;  è  la 
somma  di  una  terza  e  di  una  quarta  proporzionale. 

515.  L'equazione  di  secondo  grado  x  =  Va b ,  o 
l'equivalente  ic^  :^  «  6,  messa  sotto  la  forma  : 

a   :   X  ■:=■   X   :    b, 
mostra  che  il  segmento  x  è  medio  proporzionale  tra  i 
segmenti  a  e  b. 

516.  L'equazione  x  :=  V  a'-  -]-  b'^  indica  che  il 
segmento  x  è  l'ipotenusa  di  un  triangolo  rettangol<ji, 
che  ha  i  cateti  eguali  ai  segmenti  a  e  b. 

519.  Invece  l'equazione  x  =  V  a^  —  b''  esprime 
che  il  segmento  ìb  è  un  cateto.  L'ipotenusa  è  il  seg- 
mento a  ;  l'altro  cateto  è  il  segmento  b. 

518.  Sono  facili  da  interpretare,  ad  es.,  le  equa- 
zioni X  ■=  \'  a'^  -\-  b^  -j-  e"  —  d^ 
ed  x~  VT'  ^  I  -P^ 

319.  Avendosi  x  =  V  a^  -]-  bc,  sì  comincia  a 
determinare  il  segmento  d  medio  proporzionale  tra  b 
e  e.  Cosi,  essendo  d-  =  bc,  la  nostra  equazione  di- 
venta X  ^=:    Va'  -\~  d',   che   sappiamo   interpretare. 

Termineremo  con  un  esempio. 

S80.  Probi.  Dividere  un  segmento  in  due  parti 
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in  modo  che  il  quadrato  d'una  paj'te  sìa  eqtiivalenfe 
al  rettangolo  dell'intero  segmento  e  dell'altra  parte. 

Risai.  Indichiamo  con  a  il  valore  del  segmento 
dato  e  con  x  quello  della  prima  parte;  il  valore  del- 
l'altra è  a  —  X.  Tra  questi  valori  deve  sussistere 
l'ei^rtazione  : 

x"  =  a  (a  —  x). 
Risolver^do  si  ottiene  : 


(t)'^ 


La  seconda  soluzione,  perchè  negativa,  non  può 
esprimere  un  modo  di  divisione  del  segmento,  che  so- 
disfaccia alle  condizioni  del  prohlema,  e  quindi  si  tra- 
scura. L'altra  soluzione  mostra  che  per  dividere  il 
segmento  nel  modo  voluto  bisogna  anzitutto  costruire 
un  triangolo  rettangolo,  un  cui  cateto  sia  eguale  al 
segmento  dato  e  l'altro  alla  metà  del  segmento  stesso. 
Poi,  sottraendo  dall'ipotenusa  del  triangolo  la  metà 
del  segmento  dato,  si  ottiene  la  parte  maggiore  di 
quelle  due  in  cui  si  deve  dividere  il  proposto  segmento. 

E  questa  è  appunto  la  costruzione,  che  già  cono- 
sciamo, per  dividere  un  segmento  in  sezione  aurea, 

{La  seconda  soluzione,  insieme  con  la  prima,  ri- 
solve il  seguente  problema,  in  cui  il  proposto  è  conte- 
nuto come  caso  particolare,:  trovare  sopra  una  retta, 
che  passa  per  due  dati  punti  A&  B,yxa  punto  tale  che 
la  sua  distanza  dal  punto  A  sia  media  proporzionale 
tra  la  sua  distanza  da  B  ed  il  segmento  AB). 

Esercizi. 

739.  Dati  i  cateti  di  un  triangolo  rettangolo,  calcolare  l'al- 
tezza relativa  all'ipotenusa. 

740.  Dato  un  cateto  di  un  triangolo  rettangolo  e  l'altezza  re- 
lativa all'ipotenusa,  calcolare  l' area  del  triangolo. 
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741.  Data  l'ai'ea  di  nu  triangolo  rettangolo  e  data  l'akezaa 
calata  sull'  ipotenusa,  calcolare  i  segmenti  dell'  ipotenusa 
ed  i  cateti. 

742.  Date  le  distanze  di  un  pnnto  dai  cateti  di  un  triangolo 
rettangolo  e  dati  i  cateti,  calcolare  la  distanza  di  quel 
ptrnto  dall'ipotenusa. 

743.  Data  l' altezza  e  il  perimetro  di  un  triangolo  isoscelej  se 
ne  calcolino  ilati. 

744.  Dati  i  lati  di  un  triangolo,  se  ne  calcolino  le  media- 
ne. [583|. 

745.  Calcolare  i  lati  e  gli  apoterai  dei  poligoni  regolari  di3,4,5, 
6,  8,  10,  12  Iati,  dato  il  raggio  del  cerchio  circoscritto. 

746.  Kel  centro  di  uno  stagno  quadrato,  il  cui  lato  è  lungo  22 
piedi,  sorge  un  bambou,  e  la  parte  di  questo,  che  emer- 
ge dall'acqua,  è  lunga  5  piedi.  Tirando  il  bambou  a  riva, 
la  sommità,  viene  a  coincidere  col  punto  di  mezzo  di  uno 
dei  lati  della  sponda.  Si  calcoli  la  profondità,  dell'acqua 
nella  vasca.  (  Da  un  libro  cliiaese,  scritto  2000  anni  prima 
deU'era  volgare). 

747.  Dato  un  cateto  di  un  triangolo  rettangolo  e  uno  dei 
segmenti  in  cui  l' ipotenusa  è  tagliata  dalla  corrispon- 
dente altezza,  calcolare  l'area  del  triangolo. 

748.  Calcolare  l'area  di  un  triangolo  equilatero,  data  la  som- 
ma di  nn  lato  e  dell'altezza. 

749.  Calcolare  l'area  di  un  triangolo  rettangolo,  data  la  som- 
ma dei  cateti  e  la  perpendicolare  calata  sull'ipotenusa. 

750.  Data  una  delle  basi  d' un  trapezio  e  l' altezza,  si  calcolino 
i  valori  degli  altri  lati,  sapendo  che  sono  eguali. 

75 1.  Dati  i  valori  delle  distanze  di  tre  punti  da  due  rette  che 
sono  perpendicolari  tra  loro,  riconoscere  se  i  tre  punti 
sono  in  una  stessa  retta. 

Avir.  I  seguenti  problemi  si  risolvano  col  sussidio  dell'Al- 
gebra. 

752.  Sottrarre  da  dee  dati  segmenti  due  segmenti  uguali,  in 
modo  che  la  somma  dei  resti  sia  eguale  ad  un  terzo 
segmento  dato. 

753.  Dividere  il  lato  maggiore  di  un  dato  rettangolo  in  modo 
che  la  differenza  dei  quadrati  delle  parti  sia  equivalente 
al  rettangolo. 

754.  Descrivere  un  rettangolo  di  dato  perimetro,  e  cosi  che 
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abbia  i  lati  rispettivamente  paralleli  ai  lati  di  un  rettan- 
golo ed  equidistanti  da  q^uesti  lati, 

755.  Segnare  sui  lati  di  uà  rettangolo  quattro  punti  in  modo 
che  siano  equidistanti  rispettivamente  dai  vertici  del  ret- 
taugolo,  e  che  siano  vertici  d'una  losanga. 

756.  Dati,  sopra  una  retta,  tre  punti  A,  B,  C,  seguare  sulla 
stessa  un  punto  X tale  che  sia,  (AX)^=  BX ■  CX 

757.  Dividere  un  dato  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  la 
prima  stia  alla  seconda  come  due  dati  segamenti,  e  la  se- 
conda alla  terza  come  due  altri  segmenti  dati. 

758.  Da  due  segmenti  dati  si  taglino  via  due  parti  eguali  in 
modo  che  i  resti  stiano  tra  loro  come  due  segmenti  dati. 

759.  Dimezzare  un  triangolo  con  una  retta  parallela  ad  un 
lato.  Oppure  dividerlo  con  questa  parallela  in  parti  che 
stiano  tra  loro  come  due  dati  segmenti. 

760.  Dimezzare  un  triangolo  in  modo  che  una  parte  sia  un 
triangolo  isoscele. 

761.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  il  perimetro  e 
l'altezza  calata  sali' ipotenusa, 

762.  Dividere  nn  segmento  in  modo  che  il  rettangolo  delle  parti 
eia  equivalente  ad  un  quadrato  dato  ;  oppure  in  modo  che 
il  quadrato  d'una  patte  sia  doppio  di  quello  dell'altra, 

763.  Dividere  un  segmento  in  modo  che  il  quadrato  d'ana 
parte  sia  equivalente  al  rettangolo  contenuto  dall'altra 
parte  e  da  un  altro  segmento  dato. 

764.  Costruire  un  rettangolo,  che  sia  equivalente  ad  un  qua- 
drato dato  ed  abbia  doppio  perimetro. 

765.  Costruire  un  rettangolo,  che  abbia  perimetro  eguale  a, 
quello  di  un  rettangolo  dato,  e  che  sia  equivalente  ad  un 
altro  rettangolo  dato. 

766.  Iscrivere  In  un  quadrato  dato  un  quadrato  di  lato  dato. 

767.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  nn  triangolo  equila- 
tero, che  sia  equivalente  alla  metà  del  dato. 

768.  Sottrarre  da  due  segmenti  dati  due  segmenti  eguali  in 
modo  che  la  somma  dei  quadrati  dei  resti  sia  equiva- 
lente ad  un  quadrato  dato. 

769.  Iscrivere  in  un  triangolo  dato  nn  rettangolo  olie  sia 
equivalente  ad  un  quadrato  dato. 

770.  Costruire  un  triangolo  rettangolo  che  abbia  dato  perime- 
tro e  che  sia  equivalente  ad  un  quadrato  dato. 
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CAI'ITOLO  XIV 
CICLOMETRIA 


Lemmi. 

531.  Def.  Il  segmento,  che  unisce  il  punto  ài 
mezzo  di  un  arco  col  punto  di  mezzo  della  corda  sot- 
tesa dall'  arco,  si  dice  freccia  di  quell'  arco, 

38S.  Per  segnare  la  freccia  d'un  arco  qualun- 
que, basta  tirare  la  perpendicolare  alla  sua  corda  nel 
punto  di  mezzo.  E  infatti,  poiché  il  punto  in  cui  co- 
desta perpendicolare  incontra  l'arco  è  equidistante 
[163]  dalle  estremità  dell'  arco,  e  corde  uguali  sono 
sottese  da  archi  eguali  [210],  la  perpendicolare  in- 
contra l'arco  nel  suo  punto  di  mezzo. 

593.  Teor.  Se  due  archi  sono  entrambi  minori 
di  mezzo  cerchio,  ed  uno  è  metà  dell'  altro,  la  freccia 
dell'arco  minore  è  minore  della  metà  della  freccia 
dell'arco  maggiore. 

nio».  Sia  un  cerchio  di  centro  0,  ed  in  esso  una 
corda  j1^  qualunque,  Caliamo  dal  centro  la  perpen- 
dicolare sulla  corda, 
e  siano  C  &  D  i  punti 
in  cui  essa  incontra 
la  corda  e  l'arco  BA. 
Poìchè[187,522](7eO 
sono  i  punti  di  mezzo 
della  corda  e  dell'ar- 
co, il  segmento  CD  è 
la  freccia  dell'  arco. 
Cosi,  tirando  dal  centro  la  perpendicolare  alla 
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corda  AD,  abbiamo  in  EF  la  freccia  dell'arco  DA. 

Ora  si  tratta  di  dimostrare  che  EF  è  minore 
della  metà  di  CD. 

A  tal  fine  si  tirififf,  perpendicolare  ad  OD.  Poi- 
che  questa  retta  passa  per  il  punto  di  mezzo  del  lato 
AD  del  triangolo  A  CD,  ed  è  parallela  al  Iato  AC, 
essa  dimezza  [285]  il  terzo  lato  CD.  E  poiché  OE, 
come  ipotenusa  del  triangolo  OEK,  è  maggiore  de! 
cateto  OK,  sottraendo  questi  segmenti  dai  raggi 
OF,  OD,  troviamo  essere  £i^<  DK.  Così  resta  di- 
mostrato che  ecc. 

&9i.  Coi-o  Raddoppiando  abbastanza  il  numero 
dei  lati  di  una  spezzata  regolare  iscritta  in  un  arco, 
si  può  ottenere  una  spezzata  regolare  iscritta  in  quel- 
l'arco per  la  quale  la  freccia  dell'arco  che  sottende  un 
lato  sia  minore  di  qualsivoglia  segmento  dato. 

Infatti,  poiché  nella  serie  indefinita  formata  dalle 
freccie  corrispondenti  alle  spezzate  successive  cia- 
scun termine  è  minore  della  metà  del  precedente  [523], 
da  un  certo  posto  in  poi  i  termini  sono  minori  d' un 
segmento  dato  qualunque.  [479]. 

*a5.  Teor.  La  differenza  tra  i  perimetri  di  due 
poligoni  regolari  di  2n  lati;  uno  circoscrìtto  e  l'al- 
tro iscritto  in  un  cerchio,  è  minore  della  metà  della 
differenza  tra  i  perimetri  di  due  poligoni  regolari 
di  n  lati,  uno  circoscritto  e  l'altro  iscritto  nel  cerchio 
stesso. 

ItlKì.  Sia  un  cerchio  di  centro  0,  eA  AB  sia  un 
lato  di  un  polìgono  regolare  iscritto  di  n  lati.  Tiriamo 
da  0  la  perpendicolare  alla  eorda  AB;  e  siano  0  e  D 
i  punti  in  cui  essa  incontra  la  corda  e  l'arco  BA.  La 
corda  AD  è  un  lato  del  poligono  regolare  iscritto 
di  2«  lati.  [187,522]. 
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Tiriamo  per  A  la  tangente  al   cerchio  [208],  e 

£  il  punto  dove  essa  incontra  [2^6]  la  retta  OC. 

Tiriamo  per  B  la  tangente 

al  cerchio,  e  sia  F  il  punto 

dove  essa  incontra  A  E. 

Il  segmento  AE  è  me- 
tà d'un  lato  del  poligono 
regolare  circoscritto  di  n 
lati  ;  e  la  somma  AF  -]-  FD 
è  equivalente  ad  un  Iato 
del  poligono  regolare  cir- 
coscritto di  2w  lati. 

Si  tiri  da  Z>  la  DH 
perpendicolare  ad  A  E,  e  poi  si  faccia  FK^FD. 
Essendo  [143]  : 

FH  <  FD  <  FÉ, 
il  punto  K  viene  a  cadere  necessariamente  tra  i  punti 
//  ed  E.  Infine  si  tiri  KL  perpendicolare  ad  0  E. 

Ed  ora  si  osservi  che,  poiché  il  perimetro  del  po- 
ligono circoscritto  di  n  lati  è  composto  di  2m  seg- 
menti eguali  ad  AE,  e  il  perimetro  del  poligono 
iscritto  di  n  lati  è  composto  di  2m  segmenti  eguali 
ad  A  C,  la  differenza  tra  codesti  perimetri  { differenza 
che  indicheremo  con  8 „)  è  composta  con  2h  seg- 
menti eguali  alla  differenza  tra  AE  ed  A  C.  Abbiamo 
adunque  : 

S„  =  2niAE  —  AC). 
Cosi,  poiché  il  perimetro  del  poligono  circo- 
scritto di  2n  lati  è  composto  di  2h  segmenti  eguali 
ad  A  F  -j-  FD ,  cioè  aà  AK,  e  il  perimetro  del  poli- 
gono iscritto  di  2jì  lati  è  composto  di  2  «segmenti 
eguali  ad-4Z),  la  differenza  tra  codesti  perimetri  (dif- 
ferenza elle  indicheremo  con5i„)  è  composta  con  2» 
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segmenti  uguali  alia  differenza  tra  ÀK eà  AD.  Ab- 
biamo adunque  : 

5,„    —    2n{AK  —  AD). 

Se  la  differenza  (AK —  AD)  fosse  uguale  alla 
metà  della  differenza  (AE  —  AC),  sarebbe  S^n 
uguale  alla  metà  di  d„  [376].  Provando  che  la  prima 
differenza  è  minore  della  metà  della  seconda,  si  po- 
trà conchiudere  che  S^„  è  minore  della  metà  di  Sn- 

Confrontando  i  triangoli  ADC,  ADH,  troviamo 
che  hanno  A  D  comune,  retti  gli  angoli  in  C  ed  in  if , 
ed  eguali  gli  angoli  in  A,  perchè  [299]  angoli  al  cer- 
chio che  comprendono  gli  archi  eguali  BD,  DA.  Per 
conseguenza  [154]  h  AC  ^  AK,  &  quindi  abbiamo: 
5„    =    2nHE. 

Kotiamo  poi  che,  essendo  AH  ■<.  AD,  è: 
AK  —  AH    >    AK  —  AD 
cioè  HK   >    AK  —  AD; 

per  conseguenza  è  : 

3,„    <   2nHK. 
Cosi,  se  possiamo  provare  che  HK  è  minore  della 
metà  di  HE,  possiamo  conchindere,  a  maggior  ragio- 
ne, che  5.;,,  è  minore  della  metà  di  J„. 

Perciò  si  confrontino  i  triangoli  DKH,  DEL. 
Essi  hanno  DK  comune,  retti  gli  angoli  in  H  edin  L, 
ed  eguali  gli  angoli  in  D,  perchè  complementari  ri- 
spettivamente degli  angoli  HKD,  KDF,  che  sono 
gli  angoli  alla  base  del  triangolo  isoscele  FDK.  Per 
conseguenza  [154]  è  HK  =  KL.  Ma  è  KL  <  KE; 
quindi  è  HK  <  KE,  epperò  HK  minore  della  metà 
di  HE,  e  per  conseguenza  infine  S^n  è  minore  della 
metà  di  fin,  e.  d.  à.  (*), 

(*)  Per  il  nostro  intento  ci  è  bastato  provare  cte  la  diffe- 
renza, che  abbiamo  rappresentato  con  J.j^,    è  minore  della 
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A30.  Oss.  La  precedente  dimostrazione  vale, 
sena'  altro,  anche  per  il  caso  che,  invece  di  poligoni 
circosentti  ed  iscritti  in  nn  cerchio,  si  tratti  di  spez- 
zate, circoscritte  ed  iscritte  in  un  arco  qualunque. 

s«?.  Cor.  Dato  un  cerchio  ed  un  segmento  qua- 
lunque, si  possono  trovare  due  poligoni,  uno  circo- 
scritto e  l'altro  iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra  Ì 
perimetri  sia  minore  del  segmento  dato. 

Infatti,  se  si  costruiscono  due  poligoni  regolari 
d' eguai  numero  di  lati,  uno  circoscritto  e  l'altro 
iscritto  nel  dato  cerchio,  e  poi  si  va  raddoppiando 
successivamente  il  numero  dei  lati,  la  differenza  tra  i 
perimetri  dei  poligoni  è  ogni  volta  minore  della  metà 
delia  differenza  tra  i  perimetri  dei  due  poligoni  pre- 
cedenti [525]  ;  e  perciò,  seguitando  a  bastanza,  si  per- 
viene necessariamente  [479]  a  due  poligoni,  uno  cir- 
coscritto e  l'altro  iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra 
i  perimetri  è  minore  del  segmento  dato. 

a»8,  Teor.  La  differenza  tra  due  poligoni  rego- 
lari di  2  n  lati,  uno  circoscritto  e  l'altro  iscritto  in  un 
cerchio,  è  minore  della  metà  della  differenza  tra  i  pò- 

metà  della  difi'erenza  d,, .  Ma  si  può  dimostrare  che  <?in  è  mi- 
nore di  nn  quarto  di  rf  „  .  Daremo  alcuni  cenni  della  dimostra- 
zione. Riferendoci  alla  nostra  figura,  cominciamo  ad  osservare 
che  £:(D)^èretto[200].  berciò  h  AH -^c  AD  <  AK.  Cosi, 
seaopra^  E,  partendo  da  jd,  si  prende^nn  segmento  4  J/= -4  jO, 
il  punto  M  cade  tra  i?  e  A'.  Essendo  MK  =  AE  —  AD,  la 
difficoltà  è  ridotta  a  provare  ohe  MK  è  minore  di  un  c^uarto 

dii?^;. 

Per  iC  si  tiri  la  perpendicolare  a  DK,  e  siano  H'  ,M'  ,E' 
i  punti,  dove  incontra  DII,DM,DB.  Sì  proverà  che  OAf  di- 
mezza KDK;  che  è  KM'  =  KM  ;  che  è  KM'  <  3I'H',  ep- 
però  anche  KM'  <  -^  lì'E' ,  ed  a  più  forte  ragione  KM' 
cioè  KM  <  ~  HE,  perchè  [esercizio  400]  è  H'E'  <  HE. 
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ligani  regolari  di  n  lati,   uno   circoscritto   e  l'altro 
iscritto  nel  cerchio  stesso. 

nim.  Sia  ^  6  un  lato  di  un  poligono  regolare,  di 
il  lati,  iscritto  in  un  cerchio.  Tiriamo  per  il  centro  C 
la  perpendicolare  alla  corda  AB  e  poi  per  A  la  tan- 
gente ;  sia  D  il  punto 
d'incontro    [256]    di 
queste  due  rette;  sia- 
no ^,  i^  i  punti  in  cui 
la  CZ)  incontra  l'arco 
S^  e  la  corda  AB. 
Infine  tiro   per  E  la 
tangente,  e   sia  H  il 
punto   dove   es?a  in- 
contra A  D. 

Sappiamo  che  AD 
è  metà  di  un  iato  di 
un  poligono  circoscritto  di  n  lati  ;  A  E 
poligono  iscritto  di  2  n  lati  ;  eA  AH  è  i 


ì  un  lato  del 
letà  d'un  lato 


del  poligono  circoscritto  ài2n  lati. 

Poiché  il  poligono  di  n  lati  circoscritto  è  compo- 
sto di  2w  triangoli  eguali  al  triangolo  ACB,  ed  il 
poligono  di  n  lati  iscritto  è  composto  di  2w  triangoli 
eguali  al  triangolo  ^1 CF,  la  differenza  tra  i  due  poli- 
goni (diiferenza  che  indicheremo  con  J „)  è  compo- 
sta di  2m  triangoli  eguali  al  triangolo  AFD. 

E  perchè  il  poligono  di  2n  lati  circoscritto  è 
composto  di  2m  (Quadrangoli  ugnali  al  quadrangolo 
CAHE,  ed  il  poligono  di  2  «  lati  iscrìtto  è  composto 
di2n  triangoli  eguali  al  triangolo  CAE,la  differenza 
tra  i  due  poligoni  (differenza  ohe  indicheremo  con 
^-i„}  è  composta  di  2»  triangoli  eguali  al  triangolo 
A  HE. 
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Codi,  per  provare  che  ^j,,  è  minore  della  metà 
di  z/n,  basta  provare  cbe  il  triangolo  ARE  è  minore 
della  metà  del  triangolo  AFD. 

Perciò  basta  osservare  che,  essendo  HD  >  HE 
ed  HE  ^  AH,  è  ED  >  AH,e  che  per  conseguenza 
il  triangolo  HDE  è  maggiore  [321]  del  triangolo 
A  HE.  Poiché  questi  due  triangoli  sono  parti  distinte 
del  triangolo  A  FD ,  il  triangolo  A  HE  è  minore  della 
metà  del  triangolo  A  FD . 

Conchiudiamo  ohe  è  /J^,,  <i  -j-  z/„,  ed  in  ge- 
nerale che  ecc.  {*). 

SI39.  Cor.  Dafo  un  cerchio  ed  un  poligono  (**) 
qualunque,  si  possono  trovare  due  poligoni,  uno  cir- 
coscritto e  l'altro  iscritto  nel  cerchio,  la  cui  differenza 
sia  minore  del  poligono  dato. 

Infatti,  se  si  costruiscono  due  poligoni  regolari 
d'egual  numero  di  iati,  uno  circoscritto  e  l'altro 
iscritto  nel  dato  cerchio,  e  poi  si  va  raddoppiando 
Buceessivaraente  il  numero  dei  lati,  la  differenza  tra 
i  poligoni  è  ogni  volta  minore  della  metà  della  diffe- 
renza tra  i  due  poligoni  precedenti  [528];  e  perciò, 
seguitando  abbastanza,  si  perviene  necessariamente 
[47y]  a  due  poligoni,  imo  circoscritto  e  l'altro  iscrit- 
to, la  cui  differenza  è  minore  del  poligono  dato. 

{■*)  Si  paò  provate  senza  difficoltà  clie  e  Jì„  <.-j-  ì^  i,.^ 
infatti  t'acUraente  si  prova  che  dal  triangolo  A  FD  si  possono 
ricavare  quattro  triangoli  equivalenti  al  triangolo  A2IE,6 
cLe  c'è  anche  un  resto, 

(*■*)  Se  invece  d'un  poligono  fosse  data  una  parte  di 
piano  qualuDijue,  si  prenderebbe  da  qnesta  una  parte  che 
fosse  un  poligono  o  sì  trascurerebbe  iì  rimanente. 
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Classi  di  grandezze.  Classi  coniigue. 

5SO.  Diremo  classe  di  grandezze  linaierae  delle 
grandezze  elio  sodisfanno  ad  una  determinata  condi- 
zione. Codeste  grandezze  si  diranno  gli  elementi  di 
(jueUa  classe. 

Ad  es.,  i  perimetri  dei  poligoni  iscritti  in  un  cer- 
chiocostituiseono  una  classe  di  segmenti. 

Indicheremo  una  classe  con  una  lettera  maiusco- 
la; con  la  stessa  lettera  minuscola  dinoteremo  l'ele- 
mento generale  della  classe.  Dovendo  significare  de- 
terminati elementi,  useremo  della  stessa  lettera  mi- 
nuscola con  differenti  indici. 

531.  ìlef.  Diremo  contigue  due  classi,  quando 
ogni  elemento  d'una  classe  sia  maggiore  di  tutti  gli 
elementi  dell'altra,  e  si  possano  trovare  due  elementi, 
uno  d' una  classe  e  l' altro  dell'  altra,  tali  che  la  loro 
differenza  sia  minore  d'una  grandezza  della  stessa 
loro  specie,  data,  qualunque. 

Ad  es.,  sono  contigue  la  classe  dei  perimetri  dei 
poligoni  circoscritti  ad  un  cerchio  e  la  classe  dei  pe- 
rimetri dei  poligoni  iscritti  nel  cerchio  stesso. 

Infatti,  il  perimetro  di  qualunque  poligono  cir- 
coscritto è  maggiore  del  perimetro  di  qualunque  po- 
ligono (convesso)  iscritto  [1*5]  ;  e  si  possono  trovare 
[527]  due  poligoni,  uno  circoscritto  e  l'altro  iscritto, 
nei  quali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia  minore  d'un 
segmento  dato  qualunque. 

538.  Di  due  classi  contigue  diremo  maggiore 
quella  composta  con  le  grandezze  che  sono  maggiori 
degli  elementi  dell'altra  classe.  Questa  si  dirà  la 
classe  minore. 
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il  gruppo  di  due  elassi  conti- 
gue, scrivendo,  tra  parentesi,  separate  da  una  virgola, 
le  lettere  che  esprimono  le  due  classi.  La  lettera,  che 
esprime  la  classe  maggiore,  si  scriverà  a  sinistra. 

Cosi,  ad  es.,  la  notazione  (AI,N)  rappresenta 
l'insieme  di  due  elassi  contigue  ;  M  èia,  classe  mag- 
giore, ed  A'  la  minore. 

533.  La  maggiore  di  due  classi  contigue  potrebbe 
contenere  un  elemento  minimo  ;  e  la  minore  di  due 
classi  contigue  potrebbe  contenere  un  elemejito  mas- 
simo. Ma  non  può  darsi  che  ad  un  tempo  la  classo 
maggiore  contenga  elemento  minimo  e  la  minore 
elemento  massimo. 

Infatti,  data  la  eoppia  di  classi  contigue  {M^N), 
se  .la  classe  M  avesse  un  elemento  minimo  m^,  e  la 
elasse  A' un  elemento  massimo  Mj,,  essendo  m,  >■  «j,, 
la  differenza  tra  un  elemento  della  classe  M  ed  uno 
della  classe  A",  sarebbe  necessariamente  uguale  o 
maggiore  della  differenza  m,  ^  m^,  e  ciò  contro 
l'ipotesi  che  le  classi  J/,  N  siano  contigue,  che  si  pos- 
sano quindi  trovare  due  elementi,  uno  d' una  classe 
e  l' altro  dell'  altra,  la  cui  differenza  sia  minore  d'una 
grandezza  della  loro  specie,  data,  qualunque. 

A34,  TeuF.  Data  una  coppia  di  classi  contigue, 
esiste  una  grandezza  ed  una  sola,  che  ha  la  proprietà 
d'essere  minore  di  tutte  le  grandezze  della  classe  mag' 
giare  e  di  essere  maggiore  di  tutti  gli  elementi  della 
classe  minore. 

nini.  Sia  una  coppia  di  classi  contigue  (M,N). 
Dico  che  esiste  una  grandezza  ed  una  sola,  che  ha 
la  proprietà  d'essere  minore  di  tutti  gli  elementi 
della  classe  M,  e  ài  essere  maggiore  di  tiitti  gli  ele- 
menti della  classe  N. 
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Infatti,  qualunque  sia  la  specie  degli  elementi 
che  compongono  le  due  classi,  siano  segmenti,  od  an- 
goli, od  archi  d'uno  stesso  cerchio,  o  poligoni,  poiché, 
preso  un  elemento  qualunque  della  classe  maggiore 
ed  uno  qualunque  della  classe  minore,  esiste  una 
grandezza  che  è  minore  del  primo  e  maggiore  del  se- 
condo, esiste  anche  una  grandezza  che  è  minore  di 
tutti  gli  elementi  della  classe  M  ed  è  maggiore  di 
tutti  gli  elementi  della  classe  A'.  Chiamiamo  A  una 
grandezza,  che  abbia  questa  proprietà. 

Dico  che  nessun'  altra  grandezza  differente  da  l 
(non  equivalente  a  X)  non  può  godere  l'accennata 
proprietà  di  X. 

Infatti,  se  un'  altra  grandezza  A',  differente  da  A, 
fosse  anch'  essa  minore  di  tutti  gli  elementi  della 
classe  II  e  maggiore  di  tutti  gli  elementi  della  classe 
A',  la  differenza  tra  un  elemento  della  prima  classe 
ed  uno  della  seconda  sarebbe  uguale  o  maggiore  delia 
differenza  tra  A  e  A',  e  ciò  contro  l'ipotesi  che  le  due 
classi  siano  contigue. 

535.  Cop.  Una  coppia  di  classi  contigue  si  può 
usare  per  determinare  una  grandezza,  cioè  quella 
unica  [534]  (*},  che  è  minore  di  tutti  gli  elementi 
d'una  classe  e  maggiore  dì  tutti  gli  elementi  dell'altra. 

La  grandezza  determinata  da  due  classi  conti- 
gue è  compresa  tra  le  classi,  separa  le  due  classi. 

A3S.  Osa.  Se  la  maggiore  di  due  classi  contigue 
ha  elemento  minimo,  o  la  minore  elemento  massimo, 
allora  non  e'  è  grandezza  che  separi  le  due  classi.  In 
questo  caso  assumeremo  come  grandezza  di  separa- 
ta) Quando  si  tratti  di  superficie,  s'intende  unica  rispetto 
all'estensione,  non  già  rispetto  alla /"orma. 
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zione  rispettivamente  [533]  l'elemento  minimo  della 
classe  maggiore  o  l'elemento  massimo  della  classe 
minore.  (Non  abbiamo  voluto  definire  la  grandezza, 
che  separa  dne  classi  contigue  in  modo  che  fosse 
contemplato  anche  questo  caso,  perchè  ne  risulta  un 
enunciato  troppo  lungo  {che  si  dovrebbe  poi  ripetere 
spesso)  ed  anche  perchè  le  classi  contigue,  che  do- 
vremo considerare,  non  presentano  mai  rispettiva- 
mente elemento  minimo  od  elemento  massimo. 

Rettificazione  approssimata  del  cerchio. 

a»*.  Teor,  Dato  un  cerchio  qualunque,  esìste  tm 
segmento  ed  uno  solo,  il  quale  ha  la  proprietà  di  es- 
sere minore  del  perimetro  di  qualunque  poligono  cir- 
coscritto e  maggiore  del  perimetro  di  qualunque  poli- 
gono iscritto. 

nini.  Dato  un  cerchio  qualunque,  imaginiamo 
di  comporre  due  classi,  una  coi  perimetri  dei  poli- 
goni circoscritti,  l'altra  coi  perimetri  dei  poligoni 
iscritti.  Codeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti,  poiché  di  due  poligoni  qualunque,  che 
siano,  uno  circoscritto  e  l' altro  iscritto  in  uno  stesso 
cerchio,  il  poligono  iscritto  è  parte  del  circoscritto  ed 
è  convesso,  il  perimetro  del  poligono  circoscritto  è 
maggiore  [175]  del  perimetro  dell'iscritto.  Ogni  ele- 
mento della  prima  classe  è  dunque  maggiore  di  tutti 
gh  elementi  dell'  altra. 

Si  possono  poi  trovare  un  elemento  della  classe 
maggiore  ed  uno  dell'  altra,  la  cui  differenza  sia  mi- 
nore d'un  segmento  dato  qualunque,  perchè,  dato  un 
cerchio  ed  un  segmento  qualunque,  si  possono  tro- 
vare [527]  due  poligoni  uno  circoscritto  ed  uno  iscrit- 
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to,  nei  quali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia 
del  segmento  dato. 

Le  due  elassi  sono  adunque  contigue;  epperò 
resta  provato  che,  ecc.  [534], 

A3§.  Os8.  Giova  osservare  che  delle  due  classi 
contigue  considerate  nel  precedente  paragrafo,  né 
la  maggiore  ha  elemento  minimo,  ne  la  minore  ha 
elemento  massimo  ;  in  altre  parole,  non  e'  è  poligono 
circoscritto,  il  quale  abbia  perimetro  minore  di  quello 
di  ogni  altro  poligono  circoscritto  ;  né  poligono  iscrit- 
to, il  quale  abbia  perimetro  maggiore  di  quello  di 
ogni  altro  poligono  iscritto. 

Infatti,  dato  un  poligono  circoscritto,  basta  ti- 
rare, una  tangente  al  cerchio,  distinta  da  quelle  a  cui 
appartengono  i  lati  del  poligono,  per  ottenere  un 
poligono  circoscritto  avente  perimetro  minore  [144] 
di  quello  del  pohgono  dato.  E  dato  un  poligono 
iscritto,  basta  unire  le  estremità  d'un  Iato  con  un 
punto  dell'arco  che  lo  sottende,  e  poi  sopprimere  il 
lato,  per  ottenere  un  poligono  iscritto  avente  peri- 
metro maggiore  [144]  di  quello  del  poligono  dato. 

Ed  ora,  iscritto  in  un  cerchio  un  poligono  rego- 
lare di  un  numero  qualunque  di  lati,  imaginiamo  di 
andar  sxiccessivamente  raddoppiando  e  senza  iine  il 
numero  dei  lati  del  pohgono.  Andrà  crescendo  senza 
fine  il  numero  dei  punti  comuni  al  cerchio  ed  al  con- 
torno del  poligono  ;  e  diventerà  minore  d'un  segmento 
dato  £ ,  per  quanto  piccolo,  la  freccia  [524]  dell'  arco 
che  sottende  il  lato  del  poligono.  E  quando  questa 
freccia  sia  minore  di  un  segmento  e,  si  può  dire  che 
è  minore  di  s  la  distanza  di  un  punto  qualunque  M 
del  cerchio  dal  lato  del  pohgono  sotteso  dall'  arco,  a 
cui  questo  punto  M  appartiene.  In  somma,  al  raddop- 
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piarsi  indefinito  del  numero  dei  Iati  di  \m  poligono 
regolare  iscritto,  il   contorno  del  poligono  tende  a 
confondersi  col  cerchio,  senza  però  poter  diventare 
con  questo  coincidente.  [203]  (*). 

Nel  tempo  stesso  il  perimetro  del  poligono  cre- 
sce, avvicinandosi  a  quel  segmento,  che  abbiamo 
chiamato  f.,  in  modo  da  differirne  di  meno  d'un  seg- 
mento dato  qualunque,  senza  poter  mai  eguagliarlo. 
Queste  considerazioni  (**)  e'  inducono  a  dare  la  se- 
guente : 

53».  Def.  Il  set/mento,  che  è  maggiore  del  peri- 
metro di  ogni  poligono  iscritto  in  tm  cerchio,  e  minore 


(*)  Analogamente  sì  può  dire  del  poligono  regolare  cir- 
coscritto. Intanto  dalla  figura  del  §  525  risulta  che,  raddop- 
piando il  numero  dei  lati  di  un  poligono  regolare  oircoBcritto, 
il  lato  del  poligono  diventa  minore  della  sua  metà  ;  donde  se- 
gue [479]  che,  se  i!  numero  dei  lati  di  un  poligono  regolare 
circoscritto  è  grande  abhastanza,  il  lato  è  minore  d'un  seg- 
mento dato  qualunque.  E  perchè  la  differenza  tra  la  distanza 
di  un  vertice  del  poligono  da!  centro  ed  i!  raggio  è  [145]  mi- 
nore della  metà  di  un  lato  del  poligono,  quando  il  numero  dei 
lati  di  un  poligono  circoscritto  è  grande  abhastanza,  la  distan- 
za tra  un  punto  qualunque  del  contorno  del  poligono  ed  il  cer- 
chio (presa  sul  segmento  che  unisce  quel  punto  col  centro) 
è  minore  [209, 160]  d'un  segmento  dato  qualunque. 

(**)  Aggiungiamo  che  a  cerchio  maggiore  corrisponde 
un  segmento  },  maggiore.  Infatti,  posti  a  coincidere  i  centri 
dei  due  cerchi,  e  iscritto  nel  maggiore  un  poligono  regolare, 
raddoppiando  a  bastanza  il  numero  dei  lati  del  poligono,  si 
può  ottenere  che  il  contomo  cada  tutto  fuori  del  cerchio  mi- 
nore. Ciò  ha  luogo  quando  la  freccia  dell'arco,  che  sottende 
un  lato,  È  minore  della  differenza  dei  raggi  dei  cerchi.  [524, 
215].  Facilmente  se  ne  ricava  poi  un  poligono  circoscritto  aJ 
cerchio  minore,  e  tutto  interno  al  poligono  iscritto  nel  cer- 
chio maggiore.  Ecc.  [175,537|. 
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del  perimetro  di  ogni  poligono  circoscritto,  è  eqiùva- 
lente  al  cerchio  (*). 

&40.  Il  problema  di  costruire  il  segmento  equi- 
valente a  un  cerchio  dato,  problema  che  porta  il  titolo 
I  rettificazione  del  cerchio  *,  non  si  può  risolvere  (**) 
col  solo  sussidio  di  rette  e  di  cerchi  (cioè  mediante  riga 
e  compasso).  Perciò  bisogna  contentarsi  di  costruire 
dei  segmenti  che  siano  approssimativamente  equiva- 
lenti ad  un  cerchio  dato.  Un  modo  sarebbe  questo  di 
dividere  il  cerchio  in  parti  eguali,  poi  una  di  queste 
per  metà,  poi  una  delle  nuove  parti  per  metà,  e  cosi 
via,  perchè  così  si  trova  il  lato  di  un  poligono  regolare 
iscritto,  e  quindi  anche  il  perimetro  del  poligono,  che 
è  un  segmento  approssimato  al  cerchio  per  difetto. 
E  perchè,  conoscendo  Vn.esima  parte  di  un  cerchio, 
si  può  [359]  costruire  il  lato  e  quindi  il  perimetro  del 
poligono  regolare  di  n  lati  circoscritto,  si  potrà  tro- 
vare anche  un  segmento  approssimato  al  cerchio  per 
eccesso;  dimodoché  si  potrà  poi  conoscere  anche  il 
grado  d'approssimazione.  Ma  in  pratica  gli  errori  di 
costruzione,  dovuti  all'imperfezione  degli  istrumenti  e 
all'imperfetto  loro  uso,  errori  di  tanto  peggior  conse- 

[*)  La  ragione  della  difficoltà,  che  s'incontranel  confronto 
di  uà  cerchio  con  un  segmento,  è  questa  che  non  si  può  dire 
che  Q  cerchio  è  maggiore  (più  lungo)  del  perimetro  d'nn  po- 
ligono iscritto,  perchè  nessuna  parte  del  perimetro  è  uguale  a 
parte  del  cerchio.  E  flaora,  dicendo  che  UJi  ente  è  minore  d'un 
altro,  intendevamo  dire  che  il  primo  è  uguale  od  ec[aivaJ.eate 
ad  una  parte  dell'altro.  Più  difficile  è  il  confronto  del  cerchio 
col  perimetro  d'un  poligono  circoscritto,  perchè  non  inter- 
viene l'antico  assioma  s  la  retta  è  il  più  breve  cammino  da  un 
punto  all'altro  s, 

(**)  Questa  impossibilità  fu  dimostrata  (1882)  dal  Lin- 

DEMASN. 
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1  finale,  quanto  è  più  grande  il  numero  dei  lati, 
impediscono  manifestamente  di  trovar  nel  modo  accen- 
nato Tin  segmento  che  abbia  un  grado  prestabilito  qua- 
lunque di  approssimazione.  Perciò  si  è  cercato  di  ri- 
solvere il  problema  col  sussidio  del  calcolo  ;  e  questo 
metodo  è  suscettivo  di  quella  approssimazione  qua- 
lunque che  si  può  desiderare.  Per  questa  via,  invece 
del  segmento  equivalente  al  cerchio,  si  trova  il  valore 
del  segmento,  cioè  il  suo  rapporto  ad  un  segmento 
preso  per  unità  di  misura.  Ma  se  ne  deduce  poi  an- 
che una  regola  semplice  per  la  rettificazione  appros- 
simata. 

5M.  Teor.  Il  rapporto  del  cerchio  al  diametro 
è  costante  (*). 

min.  Indichiamo  con  C&C"  i  segmenti,  ohe  sono 
rispettivamente  equivalenti  a  due  cerchi  di  raggi  li 
ed  iJ'.  Costruiamo  due  poligoni  qualunque,  uno  iscritto 
e  l'altro  circoscritto  al  secondo  cerchio,  e  indichiamo 
con  ^'  e  P'  i  loro  perimetri.  Costruiamo  poi  [466]  due 
altri  poligoni  rispettivamente  simili  ai  due  conside- 
rati, e  che  siano  uno  iscritto  e  l'altro  circoscritto  al 
primo  cerchio;  e  indichiamo  con^  e  P  i  loro  perime- 
tri. Sappiamo  che  hanno  luogo  [467]  le  proporzioni: 

P   :  p'    =    R  :  R' 
e  P  :  P'    =    R  :  R'. 

Se  indichiamo  con  Z>  il  segmento  quarto  propor- 
zionale rispetto  ad  R,  R'  e  C,  tale,  cioè,  che  sia: 

R  :  R'  —    C  :  B, 
abbiamo  [390]  poi  : 

p   :  p'    =    C  :  D 
e  P  :  P'    =    C  :  D. 

{^)  Cioè  ;  i  rapporti  dei  segmenti,  ec[mvalenti  rispettiva* 
mente  a  cerchi  dati,  ai  rispettivi  diametri  dei  cerclii  sono  eguali. 
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Da  queste  proporzioni,  essendo  p  <.  C  e  C  <.  P,  con- 
chiudiamo [401]  essere: 

p'  <  D  <  P', 
ossìa  che  il  segraento  B  ha  la  proprietà  di  esser  mag- 
giore del  perimetro  di  qualunque  poligono  iscritto 
nel  cerchio  di  raggio  P',  e  di  essere  minore  del  peri- 
metro di  qualunque  poligono  circoscritto.  Egli  è  per- 
tanto [537,  539]  D  ^  C,  e  per  conseguenza  ; 

li  :  E'    ^    C  :  C, 
epperò  anche  [392]: 

C  :  C     =2E  :2E', 
e  [408]:  C  :  2  E    =    C  :  2  E',  e.  d.  d. 

549.  Cor.  Due  cerchi  stanno  tra  loro  come  i  raggi. 

Questa  proporzione  e  una  conseguenza  [395]  del- 
l'ultima trovata  ;  ma  è  stata  dimostrata  nel  corso  della 
precedente  dimostrazione. 

943.  Probi.  Dato  il  valore  del  raggio  dì  un  cer- 
chio e  quello  dell' apotema  dì  un  poligono  regolare 
iscritto,  calcolare  l'apotema  e  il  lato  del  poligono  re- 
golare iscritto  che  ha  numero  doppio  di  lati. 

Klsol.  Sia  un  cerchio  qualunque,  0  il  centro,  ed 
AB  W  Iato  del  poHgono  regolare  iscritto  di  n  lati.  Se 
si  tira  il  diametro  CE  perpendicolare  alla  corda  AB, 
questa  viene  dimezzata  in  D,  e  l'ar-  ^    ,_ 

co  .4  B  in  C,  dimodoché  ^  C  è  il  lato 
del  poligono  regolare  iscritto  di  2m 
lati.  E  se  da  0  tiriamo  OF  per- 
pendicolare ad  AC,  otteniamo  in 
Oi"^  l'apotema  del  poligono  di  2k 
lati;  ed  OJJ  è  l'apotema  del  poli- 
gono di  n  lati.  Indichiamo  con  )■,  «„,  l^,,  e  a^n  rispet- 
tivamente i  valori  dei  segmenti  OC,  OD,  AC  e,à  OF. 

Ora  si  tiri  A  E,  &  si  osservi  intanto  ohe  il  seg- 
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mento  OF,  perchè  unisce  i  punti  di  mezzo  [187]  di  due 
Iati  del  triangolo  CAK,  è  [287]  uguale  alla  metà  del 
terzo  lato.  Pertanto  il  valore  di  AE  è2a^„.  E  perchè 
l'angolo  CAE,  come  iscritto  in  mezzo  cercMo,  è  [296] 
retto,  e  AD  è  perpendicolare  ad  EC,  e  ciascun  cateto 
di  un  triangolo  rettangolo  è  [432]  medio  proporzio- 
nale tra  l'ipotenusa  e  la  sua  proiezione  sull'ipotenusa, 
abbiamo  : 

CE  :  AE    —    AE  :  ED 


^ssi 

a [492] : 

2i-  :  2ct,,   =   2<j,, 

,   ■■  (r  +  a.) 

2r  :  I,,.   =        l,, 

.:(.•-  0„). 

Per 

oonsognanza  è  : 

2o,,.    =     |/  2).  ( 

:••  +  «  .,) 

id 

1...  =   P-a.i 

'•-<.,.). 

Queste  sono  le  formule  domandate. 

541.  Prohi.  Dato  il  valore  del  raggio  ài  un  cer- 
cTiio,  e  quelli  del  perimetro  e  dell'apotema  di  un  po- 
ligono regolare  iscritto,  calcolare  il  perimetro  del  po- 
ligono regolare  circoscritto,  di  egual  numero  di  lati. 

Kisol.  Indichiamo  ordinatamente  con^„  ed  o„ 
i  valori  del  perimetro  e  dell'  apotema  di  un  poligono 
regolare  di  n  lati,  iscritto  in  un  cerchio  ;  e  con  r  e  P,, 
i  valori  del  raggio  del  cerchio  e  del  perimetro  del 
poligono  regolare  circoscritto  di  n  lati. 

È  manifesto  che  i  due  poligoni,  che  consideria- 
mo, sono  simili  [262],  e  che  l'apotema  dell'  iscritto  e 
il  raggio  del  cerchio  si  possono  riguardare  come  i 
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raggi  di  dae  cerchi  a  cui  i  poligoni  stessi  sono  cir- 
coscritti. Quindi  [467]  abbiamo: 

P„  :  p,^    :=    r  :  a^ 

eppero:  i  „    =:    , 

e  questa  è  la  formula  domandata. 

545.  Abbiamo  provato  [541]  che  il  rapporto  elei 
cerchio  al  diametro  è  costante.  Rappresentando  que- 
sto numero  con  la  lettera  :e,  e  con  e  ed  r  i  valori 
dei  segmento  equivalente  ad  un  cerchio  qualunque 
e  quello  del  suo  raggio,  abbiamo  : 

——  =  re,     donde     e  =  2jcr. 

Questa  formula  mostra  che,  quando  fosse  noto  il  va- 
lore dì  JE,  facilmente,  dato  il  raggio,  si  potrebbe  cal- 
colare la  lunghezza  del  cerchio. 

5te.  Cnleolo  del  uiiiiiepo  ir.  Se  indichiamo 
con p  e  Pi  valori  dei  perimetri  di  due  poligoni  qua- 
lunque, uno  iscritto  e  l'altro  circoscritto  ad  un  cer- 
chio, con  e  il  valore  del  segmento  equivalente  al  cer- 
chio, e  con  r  quello  del  raggio,  essendo  [539]: 


<    e    < 


P 


egliè:  _    <    „    <    ^. 

Questa  limitazione  fa  vedere  che,  se  i  perimetri  p  e  P 
differiscono  poco  tra  loro,  i  quozienti,  che  si  otten- 
gono dividendoli  per  il  diametro,  sono  due  valori  ap- 
prossimati di  3t,  luiD  per  difetto  e  l'altro  per  eccesso. 
La  differenza  tra  i  due  quozienti  esprime  il  grado 
d' approssimazione. 
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Le  formule  trovatene!  §§  543,544  mostrano  che, 
per  poter  calcolare  due  valori  p  e  P,  tanto  approssi- 
mati quanto  si  vuole,  basta  conoscere  l'apotema  di 
un  poligono  regolare  iscritto.  Facilmente  si  trova  ad 
es.,  essere  a^  =  rVY  :  2  ed  0^  =  )■  KT  :  2.  Così, 
fondando  il  calcolo  snll'  apotema  del  quadrato  iscritto, 
si  possono  calcolare  successivamente  i  valori  degli 
apotemi  dei  poligoni  regolari  iscritti  di  8,  16,  32 
lati,  ecc.  Conoscendo  l'apotema  di  un  poligono  rego- 
lare iscritto  e  il  raggio  del  cerchio,  si  può  [501]  poi 
dedurne  il  lato  del  poligono  e  quindi  il  perimetro,  e 
infine  anche  il  perimetro  del  poligono  regolare  circo- 
scritto di  altrettanti  lati  [544]. 

Con  questo  metodo,  e  per  l'appunto  partendo  dal- 
l'esagono iscritto,  spingendo  il  calcolo  fino  ad  otte- 
nere i  perimetri  dei  poligoni  regolari  iscritto  e  circo- 
scritto di  96  lati,  Archimede  trovò  che  jt  è  compreso 
fra  3  4"  -^  6  3  +  "^  •  Il  secondo  valore,  ossia  -^, 
molto  usato  in  pratica,  supera  z  di  meno  di  mezzo 
centesimo. 

Mezio  ha  trovato  per  ji  il  valore  -~- ,  facile  a 
tenere  a  mente,  e  molto  approssimato,  giacche  su- 
pera jr  di  meno  di  mezzo  milionesimo. 

LiJDOLF  da  Colonia  ha  calcolato  32  cifre  deci- 
mali di  JT. 

Eecentemente  Shanks  ne  ha  calcolate  707. 

Questi  due  ed  altri,  con  vari  metodi,  trovarono 
tutti: 

IT    ~    3,14159265358979323840 

Ma  per  qualunque  uso  pratico  ha  sufficiente  appros- 
simazione il  valore  jt  z=  3,1416. 
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Quadratura  approssimata  del  cercliio. 

51?.  Teop.  Un  triangolo,  che  abbia  la  base  equi- 
valente ad  un  cerchio  dato  e  altezza  eguale  al  raggio, 
è  minore  di  qualunque  poligono  circoscritto  ed  è  mag- 
giore di  qualunque  poligono  iscritto. 

Diin.  Chiamiamo  T  itn  triangolo,  che  abbia  la 
base  C  equivalente  ad  un  cerchio  dato  e  l'altezza 
eguale  al  raggio. 

Poiché  un  poligono  circoscritto  è  equivalen- 
te [328]  ad  un  triangolo,  che  ha  per  base  il  perime- 
tro P  del  poligono  ed  altezza  uguale  al  raggio,  ed  è 
C  <P  [539],  il  triangolo  T  è  minore  [322,344]  ài 
qualunque  poligono  circoscritto. 

Consideriamo  ora  un  poligono  iscritto  qualun- 
que; dividiamolo  in  triangoh  unendo  il  centro  coi 
vertici;  e  prendiamo  per  altezze  dei  triangoli  le  per- 
pendicolari ealate  dal  centro  sui  lati  del  poligono. 
Tutte  queste  altezze  sono  minori  del  raggio  del  cer- 
chio [187,216].  Se  fossero  tutte  uguali  al  raggio,  al- 
lora il  poligono  iscritto  sarebbe  equivalente  ad  un 
triangolo  avente  la  base  uguale  al  perimetro  p  del 
polìgono,  ed  altezza  uguale  al  raggio.  E  poiché  cosi 
fatto  triangolo,  perchè  è  p  ■<iC,  è  minore  del  trian- 
golo T,  a  più  forte  ragione  il  poligono  iscritto  e  mi- 
nore del  triangolo  T. 

Cosi  si  è  provato  che  ecc. 

548.  Def.  Due  superficie,  che  siano  comprese 
tra  due  medesime  classi  contìgue,  sono  equivalenti  (*)■ 

(*)  Codesta  nuova  definizione  di  equivalenza  non  contra- 
dice quella  che  abbiamo  dato  anteriormente  ;  ma  ne  è  una 
estensione.  E  infatti,  come  abbiamo  già  osservato  [535],  se  due 
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AIA.  Teor.  La  superficie  di  un  cerchio  è  equiva- 
lente ad  im  triangolo,  che  ha  la  base  equivalente  al 
cerchio  ed  altezza  eguale  al  raggio. 

Uim,  Dato  un  cerchio  qualunq^ue,  consideriamo 
la  classe  composta  coi  poligoni  circoscritti  e  quella 
composta  coi  poligoni  iscritti.  Codeste  due  classi  sono 
contigue.  Infatti,  qualunque  poligono  circoscritto  è 
maggiore  di  qualunque  poligono  iscritto  ;  e  si  possono 
trovare  [529]  due  poligoni,  uno  circoscritto  e  l' altro 
iscritto,  la  cui  differenza  sia  minore  di  qualsivoglia 
superficie  data. 

Tra  le  due  classi  contigue  considerate  è  com- 
presa manifestamente  la  superfìcie  del  cerchio  dato. 
Ma  è  compreso  tra  codeste  classi  anche  il  triangolo 
che  ha  la  base  equivalente  al  cerchio  ed  altezza  eguale 
al  raggio,  perchè,  come  si  è  dimostrato  [547],  anch' esso 
è  minore  di  qualunque  poligono  circoscritto,  e  mag- 
giore di  qualunque  pohgono  iscritto.  Pertanto  la  su- 
perfìcie del  cerchio  ed  il  triangolo  sono  equivalen- 
ti [548],  e.  d.  d. 

aso.  Cor.  L'area  di  un  cerchio  è  uguale  al  pro- 
dotto di  a  per  il  quadrato  del  raggio. 

Infatti,  dacché  la  superfìcie  di  un  cerchio  è  [549] 
equivalente  ad  un  triangolo,  che  ha  la  base  equiva- 
lente al  cerchio  e  altezza  eguale  al  raggio,  se  indi- 
chiamo con  a  l'area  del  cerchio  (l'area  della  superfi- 
cie del  cerchio  ),  con  r  il  valore  del  raggio,  e  con  e  la 
lunghezza  de!  cerchio,  abbiamo  [505]  intanto  : 


poligoni  sono  eompreai  tra  due  classi  contigue,  essi  souo 
equivalesti  nel  senso  che  si  possono  dividere  in  parti  rispetti- 
vaia  ente  uguali. 
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Ma  Ì545]  è:  e    =:    27tr, 

quindi  è:  a    =    icr-,  e.  d.  d. 

351.  Tcor.  La  superfìcie  di  un  cerchio  sfa  al  qua- 
drato del  raggio,  come  il  cerchio  sta  al  diametro. 

itìm.  Imaginiamo  che  il  segmento  A  B  sia  equi- 
valente ad  un  cerchio  dato  qualunque.  Posto  il  rag- 


gio del  cerchio  perpendicolarmente  ad  A  B,  ad  es.  in 
AC,  si  unisca  C  con  B.  SappiaAio  [549]  che  il  trian- 
golo ABC  k  equivalente  alla  superficie  del  cerchio. 
Ed  ora,  costruito  un  quadrato  D  EHF,  di  lato  eguale 
al  raggio  del  cerchio,  si  prolunghi  DE  di  un  seg- 
mento EK  =  ED,  e  si  tiri  FK.  Il  triangolo  KDF 
è  equivalente  al  quadrato  HD;  e  DK  è  uguale  al 
diametro. 

Ora,  perchè  triangoli  d' eguale  altezza  stanno 
[384]  tra  loro  come  le  basi,  abbiamo  : 

ABC  :  DKF    —    AB  :  DK; 
epperò,  indicando  con  S  la   superfìcie   del   cerchio, 
con  R  il  raggio,  con  iJ^  il  quadrato  del  raggio,  e  con 
C  il  segmento  equivalente  al  cerchio,  anche: 

8  :  E^-    —    C  ■.2R,  e.  d.  d. 

&S'i.  Cor.  Le  superficie  di  due  cerchi  stanno  tra 
loro  come  i  quadrati  dei  raggi. 

Se  indichiamo  rispettivamente  con  S  ed  S' le 
superficie  di  due  cerchi  dì  raggi  R  ed  R',  e  con  C 
e  C"  ì  segmenti  equivalenti  ai  cerchi,  abbiamo  [551]; 

8  \  R^    ~    C  :  2R, 
ed  8'  :  R'-    ~    C  :  2R'. 
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Ma  [541]:  C  :  2 R    =    C  :  2 E' \ 

quindi  [390]  anche  : 

8  :  R'    ^    S'  :  E'^ 
epperò  [408] infine: 

S  :  S'    —    B^  :  S'\  e.  d.  d. 

553.  OeF.  La  parte  della  superficie  di  un  cer- 
chio, che  è  compresa  tra  un  arco  ed  i  raggi  che 
hanno  i  termini  nelle  estremità  dell'  arco,  si  dice  set~ 
tore.  L'angolo  dei  due  raggi  si  dice  angolo  del  settore. 
3.1-1.  Tcor.  Due  archi,  o  due  settori  di  un  mede- 
simo cercJiio,  stanno  fra  loro,  come  gli  angoli  al  cen- 
tro corrispondenti. 

nini.  In  un  cerchio  qualunque  siano  due  archi 
qualunque  AB  q  CD.  Dico  che  questi  archi  stanno 
tra  loro  come  i  corrispondenti  an- 
goli al  centro  AOB,  COD.  E  che 
anche  i  due  settori  ^OB,  COD 
stanno  tra  loro  come  i  loro  angoli 
AOB,  COD. 

Presa  dell'arco  CD  una  parte 
aliquota  ad  arbitrio,  ad  es.  una 
n. esima  parte,  si  misuri  con  essa  l'arco  A  B.  Sia  m  il 
quoziente  della  divisione,  e  supponiamo  che  ci  sia  un 
resto.  Se  ora  uniamo  col  centro  tutti  i  punti  di  divi- 
sione dei  due  archi,  troviamo  che  l'angolo  COD  re- 
sta diviso  in  n  parti  eguali  [200],  ed  in  (  m  -}-  1  ) 
parti  l'angolo  AOB;  m  di  queste  sono  uguali  [200] 
tra  loro  e  alle  parti  di  C{0)D,  ed  una,  quella  cor- 
rispondente al  resto,  è  minore  [201]  delle  altre  parti. 
Pertanto,  misurando  l'angolo  AO B  con  una  n.esima 
parte  dell'angolo  COD,  si  trova  m  per  quoziente, 
appunto  come  s' è  trovato  il  quoziente  m  misuraEdo 
l'arco  AB  con  una  n.esima  parte  dell'arco  CD. 
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Se  una  divisione  non  dà  resto,  altrettanto  av- 
viene dell'  altra. 

Così  resta  dimostrata  la  proporzione  : 

arco  AB  :  arco  CD  =  A{0)B  :  C(0)D. 

Nello  stesso  modo,  perchè  ad  angoli  eguali  corri- 
spondono settori  eguali,  e  ad  angolo  minore  settore 
minore,  si  prova  che  : 
settore  AOB  :  settore  COD  =  A(0)B  :  0(0)^. 

555.  Cor.  E  rapporto  di  un  arco  all'intero  cer- 
chio, e  quello  di  un  settore  alla  superficie  del  cerchio, 
sono  uguali  ambidue  al  rapporto  del  corrispondente 
angolo  a  quattro  retti. 

Infatti  (juattro  retti  è  l'angolo  al  centro,  che 
corrisponde  all'  intero  cerchio  ;  e  la  superficie  di  un 
cerchio  si  può  riguardare  quale  un  settore,  il  cui  an- 
golo è  di  quattro  retti. 

A56.  Poiché  si  sanno  calcolare  la  lunghezza  e 
l'area  di  un  cerchio  di  dato  raggio,  si  possono  calco- 
lare la  lunghezza  di  un  arco  e  l'area  di  un  settore, 
purché,  oltre  dei  raggio,  sia  dato  il  valore  dell'angolo 
corrispondente. 

Se  per  unità   degli    angoli  prendiamo  l'angolo 
retto,  e  dinotiamo  con  w  la  lunghezza  dell'arco  con 
y  l'area  del  settore  e  con  a  il  valore  dato  del  cor- 
rispondente angolo  al  centro,  abbiamo  le  proporzioni  : 
X  :  2xr    =    a  :  4, 

le  quali  valgono  a  determinare  i  valori  ài  x  e  di  y. 


771,  Se  AB,  BC,  CD,....  ^^  sono  segmenti  consecutivi  e 
per  diritto,  la,  linea,  composta  dai  semicerchi  dei  quali 
detti  segmenti  sono  diametri,  è  equivalente  al  mezzo  cer- 
ctio,  eie  ha  per  diametro  AK.  [405]. 
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772.  Se  sui  lati  di  un  triangolo  rettangolo,  presi  come  diame- 
tri, si  costruiscono  tre  cerchi,  la  superficie  del  maggiore 
è  equivalente  alla  somma  di  quelle  degli  altri  due.  [405], 

773.  Se  uà  triangolo  rettangolo  è  iscritto  in  mezzo  oerctio,  9 
sui  cateti  ed  esternamente  si  descrivono  due  mezzi  cer- 
chi, da  questi  e  dal  primo  sono  compresi  due  menischi 
{lunicìe  d'IppOCEATE),  la  cui  somma  È  equivalente  al 
triangolo. 

774.  Se  sili  lati  di  un  quadrato  iscritto  in  un  cerchio  ed  ester- 
namente si  descrivono  quattro  semicerchi,  la  somma 
delle  quattro  lunule  è  equivalente  alla  superficie  del 
quadrato. 

775.  Se  sopra  ciascun  lato  di  un  triangolo  equilatero,  iscritto 
in  un  cerchio,  si  descrive,  esternamente  al  cerchio,  mezzo 
cerchio,  la  somma  delle  tre  lunule  supera  il  triangolo  di 
un  ottavo  della  superficie  del  cerchio  dato. 

776.  Se  due  poligoni  regolari  di  n  lati  sono  l'uno  iscritto  e 
l'altro  circoscritto  ad  uno  stesso  cerchio,  questo  cerctio 
è  medio  proporzionale  tra  il  cerchio  iscritto  nel  primo 
poligono  ed  il  cerchio  circoscritto  al  secondo.  E  cosi  di- 
casi delle  superficie  dei  tre  cerchi. 

777.  Se  un  diametro  AB  si  divide  in  m  parti  eguali  AC,  CD,... 

MB,  e  poi  sui  segmenti  AC,  AD, AM  da  una  landa,  e 

sui  segmenti  Ci?,  jD.B,.,.,A/B  dall'altra,  presi  per  diame- 
tri, si  descrivono  dei  semicerchi,  la  superfìcie  del  cerchio 
dato  rosta  divisa  in  n  parti,  che  hanno  perimetri  e  su- 
perficie equivalenti. 

778.  Se  sopra  un  raggio  OA  ài  dato  cerchio  si  descrive  un 
cerchio,  e  condotti  per  0  ed  0'  due  raggi  OB,  O'B',  da 
una  stessa  banda  di  0  0'  e  perpendicolari  ad  00' ,  poi  sa 
BB' ,  preso  come  diametro,  e  dalla  banda  opposta  di  O, 
si  descrive  mezzo  cerchio,  e  si  dica  C  il  punto  dove  esso 
taglia  il  cerciio  dato,  la  figura,  compresa  tra  i  due  archi 
BC,  e  equivalente  alla  somma  delle  due  figure  OBIÌ'  e 
BC'A, 

779.  Se  sopra  due  raggi  OA,  OB  di  uno  stesso  cerchio,  che 
siano  perpendicolari  tra  loro,  si  descrivono  due  semicerchi 
dalla  banda  del  quarto  di  cerchio  AB  {quadrante  AB). 
e  sia  C  il  punto  dove  i  semicerchi  si  tagliano,  la  figura 
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compresa  dai  due  archi  OC  h  equivaleiite  a  quella  com- 
presa dagli  archi  CA,  GB  e  dal  quadrante  AB. 

780.  La  superficie,  compresa  tra  due  cerchi  concentrici  (anel- 
lo), è  equivalente  a  queUa  di  un  cerchio,  che  ha  per  dia- 
metro una  corda  del  maggior  cerchio,  che  sia  tangente 
al  minore. 

781.  La  superficie  di  un  anello  è  equivalente  a  quella  di  nn 
rettangolo,  che  lia  hase  equivalente  a  quel  cerchio  il  cui 
raggio  è  la  semisomma  dei  raggi  dei  cerchi  che  compren- 
dono l'anello,  ed  altezza  eguale  alla  differenza  dei  raggi 

782.  Se  AB,  B  U,  CD  sono  segmenti  consecutivi  di  una  stessa 
retta,  e  il  primo  ed  il  terzo  sono  eguali,  e  si  descrivono 
da  una  stessa  handa  tre  semicerchi  sui  diametri  AB,  GB, 
AD,  ed  uno  da  banda  opposta  con  diametro  BG,  si  ot- 
tiene uiia  figura  (salinon),  la  cui  superficie  è  equivalente 
a  qaella  del  cerchio,  che  ha  per  diametro  la  somma  dei 
due  raggi  dei  due  cerchi  concentrici. 

783.  Se  sul  diametro  AB  di  un  cerchio  si  prendono  due  punti 
CeD  ad  arbitrio,  e  sì  descrivono,  sn  ACbAD  da  una 
banda,  e  su  BD  e  BC  dall'altra,  quattro  semicerchi,  il 
contorno  della  fignra  {peìeeoide)  risultante  è  equivalente 
al  cerchio  dato,  e  la  superficie  sta  a  quella  del  cerchio, 
oome  CD  sta  ad  AB. 

784.  Se  si  divide  in  C  ad  arbitrio  il  diametro  -4C  di  mezzo 
cerchio,  e  sui  segmenti  AC,  GB  come  diametri  si  descri- 
vono due  mezzi  cerchi  dalla  stessa  parte  del  dato,  la  fi- 
gura {arbelo}  limitata  dai  tre  mezzi  cerchi  è  equivalente 
ad  un  cerchio,  che  ha  il  diametro  medio  proporzionale 
tra  AC  e  CB. 

785.  Se  quattro  cerchi  hanno  per  diametri  rispettivi  le  parti 
dì  due  corde  di  un  cerchio  che  si  tagliano  ad  angolo  retto, 
la  somma  delle  loro  superficie  è  equivalente  a  quella  del 
cerchio  dato. 

786.  Dividere  la  superficie  di  un  cerchio  in  n  parti  equivalenti, 
e  ciò  con  cerchi  concentrici  al  dato. 

787.  Dividere  la  superficie  di  un  cerchio  dato  m  n  parti  equi- 
valenti, e  ciò  con.  cerchi  tangenti  al  cerchio  dato  in  un 
punto  dato- 
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788.  Due  settori  circolari,  clie  siano  compresi  tra  angoli  egua- 
li, lianno  perimetri  che  atanno  come  i  raggi,  e  superfìcie 
che  stanno  come  i  quadrati  dei  raggi. 

789.  Se  un  cerchio  ha  per  diametro  un  raggio  di  un  altro,  i 
segmenti  dei  due  cerchi,  tagliati  via  da  una  retta  tirata 
per  il  punto  di  contatto,  sono  uno  quadruplo  dell'altro. 

790.  Se  un  cerchio  rotola  nell'interno  di  un  cerchio  di  raggio 
doppio,  ogni  punto  del  primo  cerchio  percorre  un  diame- 
tro del  secondo. 

79 1.  Calcolare  l' area  della  superficie,  che  è  chiusa  da  tre  cer- 
chi eguali,  che  si  toccano  esternamente  a  due  a  due. 

792.  Sui  lato  di  un  esagono  regolare,  iscritto  in  un  cerchio,  ed 
esternamente  al  cercliio  dato,  si  descriva  mezzo  cerchio. 
8i  calcoli  1'  area  della  superficie  compresa  da  un  sesto 
del  cerchio  dato  e  dal  semicerchio  descritto. 

793.  Sopra  un  lato  di  un  triangolo  equilatero  preso  come  dia- 
metro, e  dalla  handa  del  triangolo,  si  descriva  mezzo  cer- 
chio. Si  calcolino  le  aree  delle  parti  della  superficie  del 
cerchio,  che  si  trovano  fuori  del  triangolo,  e  quella  della 
parte  del  triangolo,  che  è  fuori  del  cerchio. 

794.  Dne  cerchi  eguali  passano  ciascuno  per  il  centro  dell'al- 
tro. Si  calcoli  l'area  della  superficie  compresa  dai  due  ar- 
chi interni  dei  due  cerchi. 

795.  Un  cerchio  rotola  tutto  intomo  ad  un  triangolo  equila- 
tero. Si  calcoli  l'area  della  superficie  descritta  dal  cer- 
chio. Si  risolva  lo  stesso  problema,  supponendo  che  il 
triangolo  sia  qualunque,  e  che  sia  dato  il  perimetro  del 
triangolo  e  il  raggio  del  cerchio. 

796.  Calcolare  l'area  del  segmento  della  superficie  di  un  cer- 
chio, che  è  compreso  tra  due  corde  parallele,  eguali  ri- 
spettivamente ai  lati  del  quadrato  e  dell'esagono  regolare 
iscritti. 

797.  A^  B  sono  due  vertici  consecutivi  di  un  esagono  rego- 
lare iscritto  in  un  cerchio.  Da  A  si  cali  la  perpendicolare 
sulla  tangente  nel  punto  B.  Si  calcoli  l'area  della  super- 
fl.cie  compresa  tra  la  perpendicolare,  la  tangente  e  l'ar- 
co ^2?. 

798.  Dati  i  lati  di  un  tria:;golo,  calcolare  l'area  del  cerchio 
iscritto. 
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799.  ABC  è  un  triangolo  rettaiigolo.in  C.  Sul  cateto  BC.  ester- 
namente al  triangolo,  si  descriva,  mezzo  cerchio,  e  poi  si 
faccia  girare  la  figura  intomo  al  punto  A.  Si  domanda 
l'area  descritta  in  una  rotazione  dal  semicerchio,  supposti 
noti  ì  valori  dei  cateti. 

800.  Dato  un  rettangolo  (di  lati  a  e  b),  determinare  il  centro 
del  cerchio  di  diametro  a,  che  tocca  dne  lati  opposti  del 
rettangolo  in  modo  che  nna  delle  parti  del  rettangolo,  che 
cadono  fuori  del  cerchio,  sia  equivalente  alla  superficie 
del  cerchio. 
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STHiREOMlETRIA 


CAPITOLO  XV 

PIANO  E  RETTA  PERPENDICOLARI 


Preliminari. 

5ai.  Xeor.  Una  retta,  che  passi  per  uìì  punto  di 
un  piano,  e  per  un  punto  che  non  appartenga  al  piano, 
ha  con  questo  piano  quel  solo  punto  in  comune. 

Diui.  Sia  nn  piano  a ,  un  suo  punto  ^  e  un  altro 
punto  B  non  appartenente  al  piano.  Dico  che  la  retta 
.d  -B  ha  in  comune  col  piano  il  solo  punto  A. 

Infatti  se,  oltre  che  A,  la  retta  avesse  in  comune 
col  piano  un  altro  punto  C,  essa  giacerebbe  nel  pia- 
no [48,  1°]  per  intero,  epperò  giacerebbe  nel  piano 
anche  il  punto  B.  Ciò  contro  l'ipotesi  che  il  punto  B 
non  sia  situato  nel  piano. 

508.  Quando  una  retta  ha  comune  con  un  piano 
un  punto  solo,  si  dice  che  la  retta  incontra  il  piano  in 
quel  punto,  od  anche  che  il  piano  taglia  la  retta  in 
quel  punto. 

5A9.  Xeor.  Se  una  retta  incontra  un  piano,  e 
un'altra  retta  situata  nel  piano  non  passa  per  il  punto 
d'incontro,  le  due  rette  non  sUncontrano,  né  vi  è  piano 
che  le  comprenda  ambedue. 

nini.  Sia  un  piano  a,  e  una  retta  AB,  che  lo  in- 
contri nel  punto  A.  Un'altra  retta  CD  giaccia  nel 
piano  «,  senza  passare  per  A.  Dico  che  le  due  rette 
non  s'incontrano. 
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Infatti,   tutti   i   punti   della   CD  giacciono  sul 
piano  a,  e  la  retta  A  B  ha  in 
comune  col  piano  solo  i!  pun- 
to -4,  il  quale   per  ipotesi  è  \B 
fuori  della  CD.                                     _- — 1 — _ 

Non  può  poi  esserci  un  /  ^\,       '     / 

piano  che  comprenda  ambe-         ' ^ 

due  le  rette,  giacché  questo 
piano ,    se    uno    ^    ci    fosse , 

passando  per  la  retta  CD  e  por  il  punto  A,  coin- 
ciderebbe [51]  col  piano  a,  il  quale  per  ipotesi,  anzi- 
ché comprendere,  taglia  la  A  B. 

Così  resta  dimostrato  che,  se  ecc. 

se».  Due  rette  distinte  possono  essere  poste,  re- 
lativamente Tuna  all'altra,  in  tre  modi  : 

1".  Posso:io  giacere  in  uno  stesso  piano  ed  incon- 
trarsi, 

2".  Possono  giacere  in  uno  stesso  piano  e  non  [241] 
incontrarsi. 

3°.  Possono  infine  [559]  essere  situate  in  guisa 
che  nessun  piano,  condotto  per  una,  possa  compren- 
dere l'altra  retta. 

Due  rette,  situate  l'una  rispetto  all'altra  in  que- 
st'ultimo modo,  si  dicono  sghembe. 

aei.  Teur.  Se  due  piani  hanno  un  punto  in  co- 
mune, hanno  in  comune  una  retta  passante  per  il  punto 
comune. 

nini.  Sia  A  un  punto  comune  a  due  piani  di- 
stinti a  e  jì.  Dico  che  questi  piani  hanno  in  comune 
ana  retta  che  passa  per  A . 

Si  tirino  per  il  punto  A  e  nel  piano  a  due  rette 
qualunque  AB  ed  AC;  e  poi  si  prendano  due  punti, 
uno  D  sulla  A  B,  ed  uno  E  suUa  A  C,  in  modo  che 
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■cciano  da  bande  opposte  del  piano  ^  [48,  8"].  Per 
conseguenza  il  segmento  B  E 
/g  incontra  il  piano  (3  in  un  pun- 

to, che  diremo  F.  D'altra  par- 
7  te,  la  retta  DE,  perchè  ha 
comuni  col  piano  «  i  punti  D 
ed  E,  giace  per  intero  in  ijue- 


3L 


"X 


sto  piano.  Ne  segue  che  il 
punto  E  appartiene  ad  en- 
trambi i  piani  dati,  e  che  la  retta  AF  è  [48,  1°]  an- 
ch' essa  comune  ai  due  piani. 

Fuori  della  ABi  piani  «  e  ^  non  possono  avere 
nessun  altro  punto  in  comune,  perchè  [51]  altrimenti 
coinciderebbero.  Cosi  si  è  provato  che,  se  ecc. 

3^9.  Teor.  Se  due  piani  hanno  una  retta  comune) 
le  due  parti  in  cui  ciascun  piano  è  diviso  da  coiai  retta 
sono  situate  da  bande  opposte  dell'altro  piano. 

Dlm.  Infatti,  se  si  prendono  sopra  uno  dei  piani 
due  punti  Ab  B,  che  siano  da  bande  opposte  [48,  2"] 
rispetto  alla  retta  comune,  e  si  tira  la  retta  AB,  que- 
sta incontra  la  retta  comime  in  un  punto  C,  e  i  due 
raggi  CA  e  CB  [48,  8°]  e  per- conseguenza  anche  i 
punti  Ae  B  sono  situati  da  bande  opposte  rispetto  al- 
l'altro piano. 

s«3.  Se  due  piani  hanno  una  retta  comune,  si 
dice  che  sì  segano  o  s' incontrano  /mw^o  questa  retta, 
la  quale  si  dice  intersezione  dei  due  piani. 

Piano  e  retJa  perpendicolari. 

5fi4.  Teo>>.  Ss  due  rette  sono  perpendicolari  ad 
una  terza  in  uno  stesso  punto,  questa  retta  è  perpen- 
dicolare a  qualunque  altra  condotta  per  il  detto  punto 
nel  piano  delle  due  prime. 
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Uint.  Bae  rette  BC,  BD  siano  perpendicolari 
ad  una  terza  AB  in  un  medesimo  punto  B.  Dico  che 
la.  AB  k  perpendicolare  a  qualunque  altra  retta  con- 
dotta per  i!  punto  B  nel  piano  determinato  [52]  dalle 
BC,BD. 

Condotta  per  B  e  nel  piano  delle  BC,  BD  una 
retta  B  E  qualsivoglia,  si  uniscano  due  punti  0  e  D, 
presi  ad  arbitrio  sulle  B  C, 

BD.  Sia  F  il  punto  d'in- 
contro fGl]  delle  rette  CD, 

BE.  Quindi,  presi  sulla 
AB,  partendo  da  B,  due 
segmenti  eguali  7Ì^,  B H, 
si  uniscano  i  punti  C,  F  q 
D  con  A  e  con  //. 

Ora,  se  confrontiamo  i 
due  triangoli  ABC,  HB C, 
e  poi  i  due  ABD,  IIB  D,  troviamo,  in  un  caso  e  nel- 
l'altro, che  hanno  due  lati  e  l'angolo  compreso  rispet- 
tivamente ugnali.  Ne  couchiudiamo  essere  AC  ^  HC 
eàAD^  HD .  Se  ora  si  considerano  i  triangoli  ACD, 
HCD,  si  vede  che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali; 
si  conchiude  che  è  A (C) D^D  (C) H. Ora,  confron- 
tando i  triangoli  ACF,  HCF,  si  trova  che  è  [149] 
AF^IIF.  Infine  si  considerino  i  triangoli  ABF, 
HBF.  Poiché  questi  hanno  i  lati  rispettivamente 
uguali,  è  anche  A  (B)  F=  F  (B)  ff,  ossia  la  retta  ^B 
è  perpendicolare  alla  B  E. 

Resta  cosi  dimostrato  che,  se  ecc. 

ASA.  ner.  Una  retta  ed  un  piano  si  dicono  per- 
pendicolari tra  loro,  se  la  retta  è  perpendicolare  a 
tutte  le  rette  condotte  nel  piano  per  il  punto  dove  la 
retta  e  il  piano  s' incontrano. 


Hosted  by 


Google 


—  375  — 
Questo  punto  è  chiamato  il  piede  della  perpen- 
dicolare. 

5«6.  Oss.  In  base  al  teorema  564,  per  poter  as- 
serire che  una  retta  ò  perpendicolare  ad  un  piano, 
basta  sapere  che  la  retta  è  perpendicolare  a  due  rette 
del  piano  che  la  incontrano. 

ABS.  Teor.  Tutte  le  rette,  perpendicolari  a  una 
stessa  in  un  medesimo  punto,  fjiacciono  in  un  mede- 
simo piano. 

Siili.  Siano  una  retta  AB,  e  due  altre  BC,  B D 
perpendicolari  alla  prima  nello  stesso  punto  .B.  Dico 
che  qualsivoglia  altra  retta  BE,  perpendicolare  alla 
AB  nel  punto  B,  giace  nel  piano  «,  determinato  [52] 
dalledueifC,  5i>. 

Supponiamo  che  ciò  non  sia,  e  consideriamo  il 

piano  p,  che  passa  per  le  AB,  BE.  Questo,  poiché 

ha  in  comune  col  piano  e  il 

punto  B,  sega  [5G1]  codesto 

piano  in  vma  retta  B  F,  pas- 

7         sante  per  B.   E   poiché,  per 

/    Bij^^^     /  ipotesi,  la^S  è  perpendico- 

'^ ~ — '  lare  alle  due  BC,  BD,  essa  è 

perpendicolare  [5CG]  al  loro 
piano  K,  epperò  anche  alla  BF,  che  è  situata  in  que- 
sto piano  e  ia  incontra. 

I  due  angoli  AB  E,  A  BF,  sono  dunque  retti  am- 
bidue,  uno  per  dato,  e  l'altro  per  dimostrazione.  Ma 
ciò  non  può  essere,  perchè  uno  è  una  parte  dell'  altro, 
e  tutti  gli  angoli  retti  sono  eguali  tra  loro.  Oonchin- 
diamo  che  la  Jì-E  giace  necessariamente  nel  piano 
delle  BC,  BD;  ed  in  generale  che  tutte  le  rette  ecc. 

56§.  Cor.  Se  un  angolo  retto  vien  fatto  girare 
intorno  ad  un  suo  lato,  l'altro  lato  genera  un  piano. 
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AG9.  Tvor.  Per  qualsivoglia  punto  di  una  retta 
■ti  pub  far  lyassare  un  piano  che  sia  perpendicolare 
alla  retta,  ed  imo  soltanto. 

Uii».  Sia  niia  retta  A  B,  e  su  questa  un  punto  C. 
Dico  che  per  C  si  può  tirare  un  piano  perpendicolare 
alla  retta,  ed  uno  solo. 

Intanto,  se  per  C  si  conclucono  due  rette  distinte 
C'M,  CN  perpendicolari  alla  AB,  queste  determi- 
nano [52]  un  piano  a,  che  è  perpendicolare  [566] 
alla^B. 

Eesta  da  provare  che  nessun  altro  piano,  pas- 
sante per  C,  può  essere  perpendicolare  alla  A  B, 

Chiamiamo  ^  un  altro  piano,  che  passi  per  C  e  sia 
perpendicolare  alia  AB,  e  imaginiamo  tirate  in  que- 
sto piano  e  per  il  punto  C  quattro  rette,  ad  arbitrio. 
Due  almeno  tra  queste,  siano  le  CPe  CQ,  sono  di- 
stinte dalle  due  CM  e  CN;  ma,  perchè  perpendicolari 
anch'esse  [505]  alla  AB  nello  stesso  punto  C,  giac- 
ciono con  le  CM  e  CJV"  in  uno  stesso  piano  [567]. 
Adunque  il  piano  a  delle  CM,  C'N  ed  il  piano  j5  delle 
CP,  C  Q  coincidono  ;  epperò  resta  dimostrato  che  ecc. 

A90.  Teor.  Per  qualsivoglia  punto,  prezzo  fuori 
di  una  retta,  si  può  condurre  un  piano  perpendicolare 
alla  retta,  ed  uno  soltanto. 

DEin.  Sia  data  una  retta  AB,  B  fuori  di  questa 
un  punto  C.  Si  tratta  di  provare 
che  per  C  si  può  tirare  un  piano 
perpendicolare  alla  retta  AB,  ed 
uno  solo. 

Intanto  si  caK  [119]  da  C  la        t 
CD  perpendicolare  alla -4  S;  e  poi 
per  il  piede  I>  si  tiri  [118]un'altra 
jeit&,  DE,  che  sia  perpendicolare  alIa.4ZÌ.  Il  piano, 
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determinato  [52]  dalle  due  rette  CD,  DE,  passa  per 
C,  ed  e  [566]  perpendicolare  alla  A  B. 

Ci  rimane  da  provare  che  nessun  altro  piano  può 
sodisfare  ad  un  tempo  queste  due  condizioni. 

Intanto  un  altro  piano,  che  passi  per  C  ed  in- 
contri la  retta  AB  in  D,  non  può  essere  perpendico- 
lare alla  AB,  giacché  si  è  provato  pur  ora  [569]  che 
per  un  punto  di  una  retta  non  passa  che  un  solo 
plano,  il  quale  sia  perpendicolare  alla  retta. 

Ma  neppure  un  altro  piano  che,  passando  per  C, 
incontri  la  retta  AB  altrove  che  in  D,  sia  ad  es.  nel 
punto  F,  potrebb' essere  anch'esso  perpendicolare 
alla  AB.  Giacche,  se  fosse  tale,  l'angolo  AFC  sa- 
rebbe [565]  retto,  e  in  tal  caso  esisterebbe  un  trian- 
golo CDF con  due  angoK  retti;  il  che  non  può  [134] 
essere.  Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 

ans.  Teo)-<  Per  qualsivoglia  punto  di  un  piano 
si  può  condurre  una  retta  perpendicolare  al  piano,  ed 
una  soltanto. 

Iftini.  Sia  dato  un  piano  k,  e  su  questo  un  punto 
A.  Si  tratta  di  provare  che  per  A  si  può  condurre 
una  retta  perpendicolare  al  piano,  ed  una  soltanto. 

Per  A  e  nel  piano  a  si 

/  tiri  una  retta  AB  ad  arbitrio. 

/''j  Quindi  si  costruisca  [509]  il 

j   p  j  piano   ^  perpendicolare  alla 

A— |— j-y' y       AB  nel  punto  A;  e  sia  CD 

/        I  /A 5  /  l'intersezione  dei  due  piani  a 

^ ^- '  e  |5.  Iniìne,  nel  piano  (3,  si  tiri 

la  ^  E  perpendicolare  alla  CD  ; 
la  ^-E  è  perpendicolare  al  piano  a. 

Infatti,  poiché  la  AB  è  perpendicolare  al  piano 
/3,  essa  è  [5G5]  perpendicolare  alla  A  E,  e  viceversa 
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la  AE  è  perpendicolare  alla,  AB.  La  AE  è  inoltre 
perpendicolare  alla  CD;  essa  è  dunque  [566]  per- 
pendicola.re  al  piano  a. 

Ci  rimane  da  provare  che  nessuna  altra  retta, 
condotta  per  A,  quale  sarebbe,  ad  es-,  la  AF,  può 
essere  perpendicolare  al  plano  a.  A  tal  fine  si  consi- 
deri il  piano  ■/,  che  passa  per  le  rette  AE,AF.  Que- 
sto piano  e  il  piano  a,  avendo  in  comune  il  punto  A^ 
si  taghano  in  una  retta  che 
passa  per  jl;  sia  essa  la  II K. 
Ora,  poiché  la  AE  è  perpendi- 
colare al  piano  a,  essa  è  per- 
pendicolare sMstHK;  per  con- 
seguenza [114]  la  AF  è  obli- 
qua alla  HK.  Tanto  basta  [565] 
per  conchiudere  che  la  A  Fnon 

è  perpendicolare  al  piano  a.  Cosi  rimane  dimostrato 
che  ecc. 

a*8,  Teor.  Pei'  qualsivoglia  punto,  preso  fuori 
di  un  piano,  si  può  condurre  una  retta  perpendicolare 
al  piano,  ed  una  soltanto. 

nini.  Sia  dato  un  piano  a,  e  fuon  di  questo  un 
punto  A.  Si  tratta  di  provare  che  dal  punto  A  si  può 
condurre  una  perpendicolare  al  piaiio,  ed  una  soltanto. 

Sul  piano  (i  si  tiri  ad  arbitrio  una  retta  BC;  e 
su  questa  si  cali  [119]  da  A  la  perpendicolare  AD, 
Poi  si  conduca,  nel  piano  a  e  per  il  punto  D,  la  DE 
perpendicolare  a  BC  [118].  Infine  si  tiri  [119]  da  A 
sulla  retta  Z>  E  la  perpendicolare  AF.  Dico  che  la 
AF  è  perpendicolare  al  piano  ce. 

Perciò,  preso  sulla  A  FU  segmento  FH  ^  AF, 
e  sulla  B  C  \\n  punto  K  ad  arbitrio,  si  tirino  A  K,  HD, 
II K  ed  FK. 
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Intanto  si.  osservi  che  la   B  C,  perchè  perpen- 
dicolare alle  due  DA,  DE,  è  [564]  perpendicolare 
anche  alla  DH,  ciie  è  si- 
tuata nel  piano  delle  rette 
stesse  [48,  1"].  Poi  si  con- 
frontino i  triangoli  A  FD, 
DFH.  Questi  hanno  due 
lati  e  l'angolo  compreso  ri- 
spettivamente uguali;  per 
conseguenza    è    anche 
"l  AD  ^  HD.  Se  ora  consi- 

deriamo i  triangoli  A  DK, 
HDK,  troviamo  che  hanno  AD  =  HD,  il  lato  DK 
in  comune,  eJ.(Z))A'=  K{D)H,  perchè  retti  am- 
bidue  [505];  pertanto  è  AK  ^  HK.  Se  infine  si 
confrontano  i  triangoli  AFK,  HFK,  si  conchiude 
[151]  che  e  A{F)K  ■=  K{F)H,  ossia  che  le  rette 
AF  &à  FK  sono  per^^endicolari  tra  loro.  Ma  la  retta 
AF,  oltre  che  alla  i^'.ff ,  è  perpendicolare  alla  FD\ 
essa  è  duni^ue  [566]  perpendicolare  al  piano  k. 

Ci  rimane  da  dimostrare  che  nessuna  altra  retta, 
come  sarebbe,  ad  qs.,\&  AK,  condotta  dal  punto  A 
al  piano  a,  può  essere  perpendicolare  a  q^uesto  piano. 
A  tal  fine  si  tiri  FK,  e  si  consideri  il  triangolo  AFK. 
Poiché  in  questo  triangolo  l'angolo  AFK  è  retto, 
F{K)A  è  acuto.  Tanto  basta  [565]  per  conchiudere 
che  \s.  AK  non  è  perpendicolare  al  piano. 
Cosi  abbiamo  dimostrato  che  ecc. 

Proiezione  di  una  retia  sopra  un  piano, 
S13.  Teor.  ^e  dal  piede  di  una  retta,  perpendi- 
colare ad  un  piano,  si  cala  la  perpendicolare  su  di 

lina  reità  qualsivoglia  situata  nel  piana  stesso,  una 
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terza  retta,  che  unisca  un  punto  qualunque  della  pri- 
ma perpendicolare  col  piede  della  seconda,  è  essa 
pure  perpendicolare  alla  retta  del  piano. 

nim.  Siano  una  retta  A  B  perpendicolare  ad  un 
piano  tt  nel  pnnto  B,  e  «na  retta  CD  qualunque,  si- 
tuata nel  piano  stesso.  Da  B,  piede  della  perpendico- 
lare, si  cali  la  BE  perpendicolare  alla  CD.  Ora  si 
tratta  di  provare  clie  qualsivoglia  retta,  che  unisca 
■un  punto  della  prima  perpendicolare,  ad  es.  il  punto 
A,  col  piede  IC  della  seconda,  è  perpendicolare  alla  CD. 

A  tal  fine  si  prendano  sulla  retta  CD,  partendo 
da  E,  dite  segmenti  eguali  EF,  EH,  e  si  uniscano  i 
punti  F  &à  H  con  A  e  con  B. 

Intanto,  confrontando  i  triangoli  BEF,  BEH, 
si  conchinde  j  149]  che  è  BF^  BlI.  I  due  triangoli 
ABF,ABH  hanno  BF  =  BH,  hanno  il  lato  AB 
comune,  e  retti  [5Có]  gli  angoli  AB  E,  A  BIT,  perchè 
\&AB  è  per  ipotesi  per- 
pendicolare al  piano  fi;per 
consegtienza  è  A  F^  AH. 
Se  ora  consideriamo  i 
triangoli  AEF,  A  EH, 
conchiudiamo  che  [151]  è 
E(E)A  =  A(E)H,osdB, 
che  la  retta  AE  è  perpen- 
dicolare alla  CD,  e.  d. d. 

5*4.  Tcop,  Due  rette,  perpendicolari  a  uno  sfesso 
piano,  giacciono  in  un  medesimo  piano  e  non  s'in- 
contrano. 

0iin.  Siano  due  rette  AB,  CD  perpendicolari 
ad  un  piano  or.  Proveremo  che  queste  due  rette 
stanno  in  un  medesimo  piano,  e  che  tuttavia  non 
s' incontrano. 
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Si  uniscano  i  piedi  B,  D  delle  perpendicolari; 
poi  si  conduca  nel  piano  «  la  2>£  perpendicolare  a 
BD,  e  si  unisca  infino  il  punto  D  con  un  punto  F 
qualsivoglia  della  AB. 

Intanto,  poiché  FB  è  per- 
pendicolare al  piano  «,  e  la 
BDh  perpendicolare  alla  DE, 
\a,FD  è  [Ó13]  perpendicolare 
alla  DE.  A  questa  retta  e 
nello  stesso  punto  D  sono  poi 
perpendicolari,  la,  DB  per  co- 
struzione, e  la  retta  CD,  come  [565]  perpendicolare  al 
piano  R.  Pertanto  le  tre  rette  DB,  DF,  DC  giac- 
ciono [ÓG7]  in  uno  stesso  piano.  Ma  in  questo  piano 
giace  altresì  [48,  1"]  la  retta  AB;  quindi  resta  pro- 
vato che  le  AB,  CD  sono  situate  in  un  medesimo 
piano. 

Le  rette  AB,  CD,  perchè  perpendicolari  al  pia- 
no, sono  entrambe  perpendicolari  alla  BD,  quindi 
non  [245]  s'incontrano.  Sesta  così  dimostrato  che  ecc. 
aia.  Teor.  Le  pefpendicolari,  condotte  ad  un 
piano  dai  punti  di  una  stessa  retta,  giacciono  tutte  in 
un  medesimo  piano. 

9ii».  Siano  un  piano  a  ed  una  retta  A  B  qualun- 
que. Dico  che  le  perpendieolari,  tirate  al  piano  a  dai 
punti  della  AB,  giacciono  tutte  in  un  medesimo 
piano. 

Sappiamo  già  [574]  che  due  qualisl vogliano  di 
queste  perpendicolari,  ad  es.  le  due  AD,  BE  giac- 
ciono in  uno  stesso  piano.  Basterà  provare  che  in  que- 
sto piano  si  trova  nece,^sariamente  un'  altra  qualun- 
que delle  perpendicolari;  preudiamo,  ad  es.,  la  CF. 
Perciò  osserviamo  che  nel  piano  delle  due  rette 
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AD,  BE  giace  [48,  1°]  la  AB.  E  perete  dite  rette 
eli  un  piano  bastano  [52]  a  determinarlo,  possiamo 
dire  che  la  A  D  giace  nel  pia- 
no delle  àueBE,AB. 

Nel  modo  stesso  perver- 
remo a  conchiudere  che  la 
CF  giace  essa  pure  nel  piano 
delle  AB,  BE;  epperò  resta 
provato  infine  che  le  tre  rette 
AD,  BE,  CF  giacciono  in  uno  stesso  piano. 

590.  Cor.  I piedi  delle  perpendicolari,  tirate  ad 
un  piano  dai  punti  di  una  stessa  retta,  giacciono  so- 
pra  una  retta. 

Si  è  visto  [575]  infatti  che  le  perpendicolari,  ti- 
rate ad  un  piano  a  dai  punti  di  una  retta,  giacciono 
tutte  in  uno  stesso  piano,  che  chiataeremo  ^.  I  piedi 
delle  perpendicolari,  poiché  appartengono  ad  en- 
trambi i  piani  a  e  j3,  non  possono  essere  altrove  che 
sulla  retta  intersezione  dei  due  piani,  intersezione  che 
è  il  luogo  dei  punti  comuni  ai  due  piani. 

s?9,  »ef.  La  retta,  sulla  quale  giacciono  i  piedi 
di  tutte  le  perpendicolari  cAe  si  possono  tirare  dai 
punti  di  una  retta  data  a  un  piano  dato,  st  dice  pro- 
iezione della  retta  sul  piano. 

5*§.  Poiché  due  punti  bastano  a  determinare 
ima  retta,  per  ottenere  la  proiezione  di  una  retta  so- 
pra un  piano  dato,  basta  calare  sul  piano  le  perpen- 
dicolari da  due  punti  quali  si  vogliano  della  retta  (pro- 
iettare sul  piano  due  punti  qualunque  della  retta),  6 
tirare  poi  la  retta,  che  passa  per  i  piedi  delle  perpen- 
dicolari (per  le  proiezioni  dei  due  punti  sul  piano). 

Quando  una  retta  incontra  un  piano,  per  otte- 
nere la  proiezione  della  retta  sul  piano,  basta  proiet- 
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tare  sul  piano  un  punto  della  retta,  e  unire  il  piede 
della  perpendicolare  col  punto  nel  quale  la  retta 
data  incontra  il  piano  dato. 

5*».  Def.  Per  proiezione  di  un  segmento  sopra 
un  piano  si  intende  il  segmento  compreso  tra  le  pro- 
iezioni (sul  piano)  delle  estremità  del  segmento  dato. 

n»».  Se  un  segmento  è  perpendicolare  ad  un 
piano,  la  sua  proiezione  sul  piano  si  riduce  ad  un 
punto  (al  piede  della  perpendicolare). 

Perpendicolare  ed  oblique  tirate  da  un  punto  ad  un  piano. 
Inclinazione  dì  una  retta  con  un  piano. 

580.  Teor,  La  perpendicolare,  tirata  da  un 
punto  ad  un  piano,  è  minore  di  ogni  altro  segmento 
compreso  ira  il  punto  slesso  ed  il  piano. 

Dim.  Infatti,  unendo  il  piede  della  perpendico- 
lare con  quello  di  un'  obliqua  qualsivoglia,  si  ottiene 
un  triangolo  rettangolo,  nel  quale  l'ipotenusa  è  l'obK- 
qua,  e  la  perpendicolare  è  un  cateto.  Quindi  [160]  la 
perpendicolare  è  minore  dell'  obliqua,  e.  d.  d. 

581.  l»ef.  La  perpendicolare,  tirata  da  un  punto 
ad  un  piano,  si  dice  distanza  del  punto  dal  piano. 

58»,  Teor.  L' angolo  acuto,  che  una  retta,  che 
incontra  un  piano  ed  è  oHigua  al  piano,  forma  con 
la  sua  proiezione  sul  piano,  è  minore  dell'  angolo  che 
la  retta  forma  con  qualunque  altra  tirata  nel  piano 
per  il  punto  d'incontro. 

Dlni.  Siano  un  piano  a,  e  una  retta  AB  obliqua 
al  piano,  e  che  Io  incontra  in  A.  Preso  sulla  AB  un. 
punto  B  qualunque,  si  cali  \a.  BC  perpendicolare  al 
piano  a,  e  si  tiri  la  AC.  Ora  si  tratta  di  dimostrare 
che  l'angolo  acuto  CAB,  fatto  dalla  retta  AB  con  la 
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saa proiezione  AC,  è  minore  dell'  angolo,  che  la  retta 
A  B  forma  con  qualiinqne  altra  retta  tirata  nel  piano 
«  per  il  punto  A. 

Per  A  e  nel  piano  a  si  tiri 
adunque  ad  arbitrio  una  retta 
AH,  e  preso  su  questa  il  seg- 
mento AD  ^  AC,  si  tiri 
BD.  Ora,  se  si  confrontano 
i  triangoli  ABC,  ABD,  si 
trova  che  hanno  il  lato  AB 

comune,  ^  C  ^  j1  i)  per  costruzione,  e  BC  <  BD, 
perchè  la  perpendicolare  è  [580]  minore  di  ogni  obU- 
qua.  Per  conseguenza  [150]  è  C{A)B  <  D{A)B, 
e.  d.  d. 

3S3.  Wef.  L'angolo  acuto,  che  una  retta  obliqua 
ad  un  piano  forma  con  la  sua  proiezione  sul  piano,  si 
dice  inclinazione  della  retta  col  piano, 

sm,  l'eor.  Se  due  oblique,  tirate  ad  un  piano 
da  uno  sfesso  punto,  hanno  proiezioni  eguali,  esse 
sono  eguali  e  sono  egualmente  inclinate  col  piano, 

Dim.  Da  un  punto  A  siano  tirate  ad  un  piano  a 
la  perpendicolare  AB,  e  due  oblique  AC,  AD.    I 
segmenti  BC,  BD  sono  le  proiezioni  delle  oblique,  e 
gli  angoli  AC B,  ADE  sono 
le  inchnazioni    delie  oblique  A, 

col  piano.  /i\ 

Se  è  B  C  ^  i?-D,  i  (lue  tri-  .  [\ ^ 

angoli  rettangoli  ^BC,  A  Bi)  /     //b""^     / 

hanno  due  lati  e  l'angolo  com-         /« / 

preso  rispettivamente  uguali, 
e  per  conseguenza  è  anche  : 

AC  =  AD,    ed    A{C)B  =  A{D)B,    e.  d.  d. 

S§5.  Tcop.  Se  due  oMÌQiie,  tirate  ad  un  piano 
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da  uno  stesso  punto,  hanno  proiezioni  i 

hliqua  che  ha  •proiezione   maggiore,  è  maggiore;  ha 

poi  col  piano  inclinazione  minore. 

Dim.  Da  un  punto  A  siano  tirate  ad  un  piano  a 

la  perpendicolare  AB  e  due  obliq^ue  AC,  AD;  e  sia 
se  >  ££>.  Si  vuol  prova- 
re che  è  .4  C  >  AD,  ed 
A{C)B<A{D)B. 

A  tale  intento  si  faccia 
BE^  BD,  e  si  tiri^£.  Al- 
lora, perchè  le  due  oblique 
AE,   AD    hanno   proiezioni 

eguali,  è  [584]  AE  =  AD,   ed  A(E)B  =  A{D)B. 

Ma [160]  hAO  A  E,  Qà{\^'2;'\  A{C)B  <  A{E) B; 

qmnàih  AC>  AD,ÉàA{C)B  <A{D)B,c.à.  d. 

Esercizi. 

80 1.  Se  due  rette  giacciono  in  uno  stesso  piano  e  non  s' incon- 
trano, esse  non  incontrano  neanche  l'intersezione  di  due 
piani  passanti  rispettivamente  perle  rette  stesse, 

802.  Una  retta  ed  un  piano,  perpendicolari  a  una  stessa  retta 
in  due  punti  distinti,  non  s'incontrano. 

803.  Di  due  oblique  disuguali,  condotte  a  uno  stesso  piano  da 
uno  stesso  punto,  la  maggiore  ha  proiezione  maggiore  ed 
inclinazione  minore. 

804.  Se  due  rette  sghembe  A  D,  CD  sono  perpendicolari  a  «no 
stesso  segmento  rispettivamente  nelle  estremità  A  a  C, 
ogni  altro  segmento,  che  unisce  un  punto  di  una  retta  con 
un  punto  dell'altra,  è  maggiore  dì  J.  C.  (Preso  sulla  jliJ  un 
punto  E,  si  tiri  Ei'' perpendicolare  a  CD.  Basta  provare 
che  è  EF ">  AC.  Perciò  si  tiri  un  piano  perpendicolare 
ad  jlCin  C;  si  cali  da  Eia  £// perpendicolare  al  piano. 
Si  prova  [89]  essere  ^JE^  Ci/;  quindi  è -iE>  CF,  e 
per  conseguenza  è  AC <:iEF'). 

805.  Se  una  retta  e  un  piano  sono  perpendicolari  a  una  stessa 
retta  rispettivamente  in.  A  ed  in  B,  e  si  prendono  sulla  pri- 
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ma  retta  due  segmenti  eguali  A  C,  A  D,  i  punti  Ca  D  sono 
eq^uidistaiiti  dal  piano. 

806.  Se  due  rette  sono  perpendicolari  a  una  stessa  rispettiva- 
mente in  A  ed  in  B,  e  si  prendono  sulla  prima  due  seg- 
menti eguali  AC,  AD,  e  snlla  seconda  due  segmenti 
eguali  BE,SF,  anche  i  segmenti  C£,  iJPsono  egnali. 
(Si  tiri  nn  piano  perpendicolare  ad  AB  in  A,  e  si  proietti 
su  questo  l' altra  retta  ). 

807.  Per  il  centro  di  tin  cerchio  si  tiri  una  obliqua  al  piano 
del  cercliio,  e  si  prenda  su  questa  un  punto  A.  Quale  è  il 
maggiore,  quale  il  minore  dei  segmenti,  che  si  possono 
condurre  dal  punto  A  ai  punti  del  cerchio? 

808.  Se  per  il  piede  B  di  una  retta  ^S,  obliqua  ad  un  piano, 
passano  due  rette  clie  facciano  angoli  eguali  con  la  pro- 
iezione della  A  B,  esse  hanno  dal  punto  j1  distanze  uguali  ; 
e  se  fanno  conia  proiezione  angoli  disuguali  { che  però 
non  siano  supplementari),  esse  hanno  distanze  disuguali. 

809.  Se  una  retta  fa  angoli  eguali  con  tre  rette  che  giacciono 
in  un  piano,  essa  è  perpendicolare  al  piano. 

810.  Se  da  un  puntosi  calano  le  perpendicolari  sopra  due  piani 
che  si  segano,  e  dai  piedi  delle  due  perpendicolari  si  ca- 
lano due  perpendicolari  sull'intersezione  dei  piani,  le 
nuove  perpendicolari  hanno  il  piede  in  comune, 

8  I  I.  Ogni  punto  dell'  asse  di  nn  cerchio  (  cosi  si  chiama  la  retta 
perpendicolare  al  piano  di  un  cerchio,  e  che  passa  per  il 
centro)  e  equidistante  dalie  rette,  che  sono  perpendico- 
lari al  piano  del  cerchio  nei  punti  del  cerchio  stesso. 

8 12.  Se  una  retta  incontra  due  piani,  che  si  segano,  in  punti 
egualmente  distanti  dall'intersezione,  la  retta  ha  coi 
piani  inclinazioni  eguali.  E  reciprocamente. 

813.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  punti  dati. 

8 14.  Luogo  dei  ponti  di  un  piano,  che  hanno  data  distanza  da 
nn  punto  situato  fuori  del  piano. 

8 1 5.  Luogo  dei  punti  equidistanti  dai  punti  di  un  cerchio  dato. 

816.  Luogo  dei  punti  equidistanti  dai  vertici  di  un  triangolo 
equilatero. 

817.  Luogo  delle  perpendicolari  tirate  da  uno  stesso  punto  ai 
piani  passanti  per  una  stessa  retta. 

8 1 8.  Luogo  dell'  estremità  B  di  un  segmento  costante  A  B,  che 
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ha  r  estremità.  j1  in  un  punto  dì  un  piano,  e  che  ha  col 
piano  stesso  inclinazione  costante. 

8 1 9.  Dati  due  punti  sopra  due  piani  che  s' incontrano,  tracciare 
sui  due  piani  la  più  breve  spezzata  che  unisce  i  punti  dati. 

820.  Date  le  proiezioni  sopra  un  piano  delle  estremità  di  un 
segmento,  e  date  le  proiettanti,  costruire  il  segmento. 

82  I.  Date  le  proiezioni  sopra  un  piano  dei  vertici  di  un  trian- 
golo, e  date  le  proiettanti,  costruire  un  triangolo  eguale 
al  primo, 

822.  Condurre  un  piano,  che  passi  per  due  punti  dati,  e  che  sia 
equidistante  da  due  altri  punti  dati. 

823.  Trovare  un  punto,  che  abbia  data  distanza  dai  punti  di  un 
cerchio  dato. 

824.  Per  un  punto  dì  un  piano  condurre  nel  piano  una  retta,  che 
abbia  data  distanza  da  un  punto  situato  fuori  del  piano. 

825.  Dati  due  punti  da  una  stessa  banda  di  un  piano,  trovare, 
su  questo,  cotal  punto,  che  la  somma  de'  segmenti  che  lo 
uniscono  co'  punti  dati,  sia  la  più  piccola  possibile, 

826.  Per  il  piede  dì  una  obliqua  ad  un  piano  tirare  cotal  retta 
che  formi  con  la  data  angolo  dato. 

Def.  Il  luogo  dei  punti,  che  da  un  punto  fisso  hanno 
distanze  uguali  a  un  dato  segmento,  si  dice  sfera  (  su- 
perfide  sferica). 

Quel  punto,  quel  segmento,  si  dicono  rispettivamente 
centro  e  raggio  della  sfera. 

Se  un  cerchio,  che  abbia  il  centro  nel  centro  della 
sfera  e  raggio  eguale  al  raggio  della  sfera,  ruota  intorno 
ad  un  suo  diametro  qualsivoglia,  esso  descrive  la  sfera. 

tJna  sfera  taglia  lo  spazio  in  due  partì.  Quella  parte, 
nella  quale  è  fi  centro,  si  dice  interna  alla  sfera. 

Un  segmento,  che  abbia  i  termini  sopra  una  sfera,  si 
dice  eorda  della  sfera.  Una  corda,  che  passi  per  il  eentro, 
si  dice  diametro. 

827.  Se  la  distanza  dì  una  retta  dal  centro  di  una  sfera  è  mi- 
nore de!  raggio,  la  retta  incontra  la  afera  in  due  punti. 
Ogni  punto,  compreso  tra  quelli  d'iacontro,  è  interno  : 
ogni  altro  è  esterno. 
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828.  TJna  tetta,  perpendicolare  ad  un  raggio  di  una  sfera  nella 
estremità,  non  lia  con  la  efera  in  comune  altro  che  l' estre- 
mità del  raggio,  ed  ogni  altro  punto  è  fuoi'i  della  sfera. 
(Una  retta  cosi  fatta  si  dice  tangente  della  sfera). 

829.  Se  la  distanza  dì  ima  retta  dal  centro  di  una  sfera  è  mag- 
giore del  raggio,  la  retta  non  ha  con  la  sfera  nessun,  punto 
in  comune,  ed  è  tutta  esterna. 

830.  Se  la  distanza  di  un  piano  dai  centro  dì  una  efera  è  mi- 
nore del  raggio,  e  il  piano  non.  passa  per  il  centro,  il  piano 
taglia  la  sfera  in  un  cerchio,  il  cui  raggio  è  minore  di 
quello  della  sfera.  Ogni  punto  del  piano  situato  nell'in- 
terno del  cerchio  è  interno  alla  sfera,  ogni  altro  punto  è 

83  I.  Se  un  piano  passa  per  il  centro  di  una  sfera,  esso  taglia  la 
sfera  in  im  cerchio,  il  cui  raggio  è  uguale  al  raggio  stesso 
della  sfera.  (Cosi  fatto  cerchio  si  dice  cerchio  'massimo 
della  sfera  ). 

832.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro  di  una  sfera  è  uguale 
al  raggio,  il  piano  ha  con  la  sfera  un  solo  punto  in  co- 
mune ;  ogni  altro  punto  è  esterno.  (  TJn  piano  così  fatto  si 
dice  tangente  della  sfera). 

833.  Se  la  distanza  di  un  piano  dai  centro  di  una  sfera  ò  mag- 
giore del  raggio,  il  piano  non  ha  con  la  sfera  nessun  punto 
in  comune,  ed  è  tutto  fuori  della  sfera. 

834.  Due  cerchi  massimi  di  una  sfera  si  tagliano  sempre,  e  si 
tagliano  in  due  punti  che  sono  le  estremità  di  un  diame- 
tro delia  sfera, 

835.  Per  un  punto  di  una  sfera  si  può  sem.pte  condarre  un  pia- 
no tangente,  ed  uno  soltanto, 

83B.  La  tangejite  in  un  punto  di  una  sfera  ad  un  cerchio  qual- 
sivoglia segnato  sopra  la  efera  giace  nel  piano  che  tocca 
la  sfera  in  quel  punto. 

837.  Due  piani  equidistanti  dal  centro  di  una  sfera  e  che  ta- 
glino la  sfera,  la  tagliano  in  cerchi  eguali. 

838.  Se  due  piani,  che  tagliano  una  sfera,  hanno  dal  centro  di- 
stanze disuguali,  delle  due  sezioni  (cerchi  mijiort)  è  mag- 
giore quella  che  è  fatta  dal  piano  che  ha  distanza  minore, 

839.  Se  due  cerchi  minori  sono  eguali,  i  loro  centri  sono  equi- 
distanti dal  centro  della  sfera  ;  e  se  sono  disuguali,  il  piano 
del  minore  ha  dal  centro  maggiore  di'itanza. 
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840.  Per  due  punti  di  una  sfera  passa 
minori  ed  un  solo  cerchio  massimo. 

84  I.  Un  cerctio  massimo  divide  la  sfera  in  parti  eguali;  ed  un 

cerchio  minore  la  divide  in  parti  disuguali. 

842.  Il  piano,  perpendicolare  a  nna  corda  nel  punto  di  mezzo, 
passa  per  il  centro  della  sfera. 

843.  Trovare  il  centro  di  una  sfera  data. 

844.  Luogo  dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  tirate  ad  una 
sfera  da  un  punto  esterno. 

845.  Luogo  dei  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  ad  una 
sfera  e  passanti  per  uà  punto  cte  sia  fuori  della  stessa. 

846.  Di  tutti  i  segmenti,  che  si  possono  tirare  a  una  sfera  da 
un  punto  che  non  sia  il  centro,  il  maggiore  è  ijttello  che 
passa  per  il  centro,  e  quello  un  cui  prolungamento  passa 
per  il  centro  è  minore  di  ogni  altro. 

847.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  maggiore  della 
somma  dei  raggi,  ciascun  punto  dell'una  è  fuori  dell'altra, 

848.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  uguale  alla  somma 
dei  raggi,  le  sfere  hanno  un  punto  in  comune,  situato  sulla 
retta  dei  centri,  e  fra  i  centri,  e  ciascun,  altro  punto  di  cia- 
scuna sfera  è  fuori  dell'altra. 

849.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  minore  della  som- 
ma e  maggiore  della  differenza  dei  raggi,  le  sfere  si  se- 
gano lungo  un  cerchio  posto  in  un  piano  perpendicolare 
alla  retta  dei  centri. 

850.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  uguale  alla  diffe- 
renza dei  raggi,  le  sfere  hanno  in  comune  un  solo  punto, 
situato  sul  prolungamento  del  segmento  dei  centri.  Cia- 
scun altro  punto  della  sfera  maggiore  è  fnori  della  mi- 
nore; e  ciascun  altro  punto  di  questa  è  interno  a  quella, 

85  I.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  minore  della  diffe- 

renza dei  raggi,  le  sfere  non  hanno  nessun  punto  in  co- 
mune ;  ciascun  punto  della  maggiore  è  esterno  all'  altra,  e 
ciascun  altro  punto  di  qnesta  è  interno  a  quella. 

852.  Se  due  sfere  hanno  in  comune  un  punto,  che  non  sia 
sulla  retta  dei  centii,  hanno  in  comune  un  cerchio  pas- 
sante per  questo  punto,  e  lungo  questo  cerchio  si  tagliano. 

853.  Teoremi  inversi  di  quelli  dall'e 
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Sezione  normale  di  un  diedro. 

5He.  Bef.  Due  falde,  uscenti  da  una  stessa  retta, 
dividono  lo  spazio  in  due  parti,  che  si  dicono  diedri. 

Un  diedro  si  può  anche  deiinire  come  la  parte  di 
spazio,  che  vien  percorsa  da  una  falda,  se  vien  fatta 
rotare  intorno  all'origine. 

Le  due  posizioni,  prima  ed  ultima,  d' una  falda, 
che  abbia  descritto  un  diedro,  si  dicono /Vicce  del  die- 
dro; I«  retta  comune  alle  facce  si  dice  spigolo  o  co- 
stola del  diedro. 

5§'J.  Qualunque  punto,  per  cui  sia  passata  la  fal- 
da, che  ha  descritto  un  diedro,  si  dice  inferno  al  die- 
dro ;  ogni  altro  punto  si  dirà  esterno  {*). 

Una  figura  si  dirà  interna  oà  esterna  ad  un  diedro, 
se  tutti  i  suoi  punti  sono  interni  od  esterni  al  diedro. 

Se  il  prolungamento  di  una  faccia  di  un  diedro 
cade  fuori  del  diedro,  questo  si  dice  convesso;  altri- 
menti esso  è  concavo  [ÒG2]. 

Quando  le  faccie  di  un  diedro  formano  un  piano, 
il  diedro  si  dice  piatto. 

a88.  Perchè  sia  individuata  una  falda,  hasta 
siano  determinati  l'origine  e  un  punto  qualunque  della 

(*)  Se  la  falda,  che  ia  generato  un  diedro,  ha  compiuta 
una  rotazione,  non.  c'è  nessun  punto  che  sia  esterno  al  diedro. 
Ma  non  vogliamo  pensare  a  diedri  che  siano  eguali  o  mag- 
giori di  tutto  lo  spazio. 
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falda  [51].  Cosi  due  punti  dello  spigolo  di  un  die- 
dro, un  punto  d'una  faccia,  e  un  punto  dell'altra  ba- 
stano ad  individuare  spigolo  e  facce  d' un  diedro  ; 
ma  non  bastano  ad  individua- 
re il  diedro,  perchè  due  falde 
aventi  origine  comune  divi- 
dono lo  spazio  in  due  regio- 
ni, che  sono  diedri  ambedue. 
Manifestamente,  perchè  il  die- 
dro fosse  pienamente  determi- 
nato, basterebbe  fosse  indicato  un  quinto  punto  in- 
terno al  diedro. 

Ma  poiché  non  ci  accade  mai  di  considerare  die- 
dri concavi,  ma  soltanto  diedri  convessi,  i  quattro 
punti  accennati  superiormente  ci  tasteranno  per  in- 
dicare un  diedro.  Le  lettere,  che  indicano  i  due  punii 
dello  spigolo,  si  pronunciano  e  si  scrivono  frammezzo 
alle  altre  due.  Così  la  notazione:  diedro  ABCD,  o 
la  più  semplice  A  (BC)  D,  esprimerà  il  diedro  con- 
vesso, che  ha  la  retta  B  C  per  ispigolo,  e  le  cui  facce 
passano  rispettivamente  per  i  punti  Ag  D. 

58».  Def.  L'angolo,  compreso  da  due  raggi  per- 
pendicolari in  uno  stesso  punto  allo  spigolo  di  uu 
diedro  e  situati  uno  in  una  faccia  e  l'altro  nell'al- 
tra (*),  si  dice  sezione  normale  del  diedro. 

Oss.  Il  piano  di  una  sezione  normale  di  un  die- 
dro è  perpendicolare  allo  spigolo  [566],  e  i  lati  della 
sezione  si  possono  considerare  come  le  intersezioni 
di  codesto  piano  con  le  facce  del  diedro, 

(*)  Veramente,  perchè  l'augolo  fosse  pienameate  deter- 
minato, bisognerebbe  aggiungere:  e  i  cui  punti  sono  interni 
al  diedro.  Ma,  non  volendo  considerare  diedri  concavi,  si  in- 
tende l'angolo  convesso  compreso  dai  due  raggi. 
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590.  Xeoi".  Tutte  le  sezioni  normali  di  un  diedro- 
sono  eguali  tra  loro. 

utni.  Sia  un  diedro  ABCD,  e  siano  E{F)  H, 
K{L)M.  due  sezioni  normali  (jualuni^ue.  Dimostre- 
remo che  esse  sono  eguali. 

A  tal  fine,  diviso  FL  per  metà  in  0,  si  tirino  i 
raggi  ON,  OP,  rispettivamente  nelle  facce  a  e  /3,  e 
perpendicoiarmente  allo  spigolo  CB. 

Ed  ora,  presa  per  asse  la  bisettrice  dell'angolo 
NOP  (*),  si  faccia  compiere  a  tutta  la  figura  mezza 
rotazione.  Con  ciò  i  lati  ON,  OP  si  scambiano  di  po- 
sto. E  perchè  il  piano  del- 
l'angolo XO  P,  ribaltando- 
si, torna  [52]  nella  posizio- 
ne primitiva,  e  il  pnnto  0 
non  si  muove,  e  Io  spigolo 
CB  è  perpendicolare  [56G] 
al  piano  NOP,  dopo  il  ri- 
baltamento lo  spigolo  CB 
si  trova  adagiato  sulla  primitiva  sua  posizione  [ò71]. 

Ma  poiché  le  rette  CB,  ON  della  faccia  a  sono 
andate  a  coincidere  con  ìe  rette  BC,  OP  della  posi- 
zione primitiva  della  faccia  |3,  e  le  rette  BC,  OP 
della  faccia  ^  sono  andate  coincidere  con  le  rette 
CB,  ON  della  posizione  primitiva  della  faccia  et, 
dopo  la  rotazione  la  faccia  a  si  trova  [52  j  nella  posi- 
zione primitiva  della  faccia  p  ;  e  questa  nella  posi- 
zione primitiva  di  quella. 

Infine,  perchè  è  OF^  OL,  dopo  il  ribaltamentO' 
i  punti  F  ed  L  si  trovano  scambiati  di  posto.  E  perchè 
in  un  piano  ad  una  retta  in  un  punto  dato  non  si  può 

(*)  Questa  bisettrice  non  è  segnata  nella  figura. 
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tirare  che  una  sola  perpendicolare,  a  moto  compiuto, 
ciaBcuno  degli  angoli  EFN,  KLM  si  trova  a  coinci- 
dere con  la  posizione  primitiva  dell'altro. 

Cosi  resta  dimostrato  che  tutte  le  sezioni  normali 
di  tm  diedro  sono  eguali  tra  loro. 

SOI.  Cor.  l".  Un  diedro  si  può  rintettere  in  una 
sua  primitiva  posizione  anche  scambiando  tra  loro  di 
posto  le  facce. 

59S.  Cor.  8°.  Un  diedro  può  scorrere  su  se  stesso. 
Sia  un  diedro  ABCD.  Supponiamo  che  (re- 
stando sempre  la  traccia  della  primitiva  posizione)  il 
diedro  venga  mosso,  e  in  modo  che  una  faccia,  ad  es. 
la  BCD,  scorra  sopra  se  stessa  [58].  Dico  che  in 
questo  movimento  anche  la  faccia  AIW  scorre  su  se 
stessa. 

Infatti,  ove  questa  faccia  si  staccasse  una  volta 
dalla  posizione  primitiva,  tagliando  poi  i  diedri  (il 
primitivo  dato,  e  il  diedro  nella  nuova  posizione)  con 
un  piano  perpendicolare  allo  spi- 
golo comune,  si  otterrebbero  due 
sezioni  normali  disuguali.  (Una 
infatti  sarebbe  parte  dell'altra). 
E  ciò  non  può  essere,  perchè 
infine  codeste  due  sezioni  sa- 
rebbero sezioni  normali  otte- 
nute con  due  piani  distinti  in  un  medesimo  diedro,  e 
si  sa  che  due  sezioni  cosi  fatte  sono  sempre  uguali. 

5B3.  Osa,  AfSne  di  riconoscere  se  due  diedri  sono 
eguali,  si  trasporta  un  diedro  sull'altro  in  guisa  che 
due  facce  divengano  coincidenti,  e  i  diedri  cadano 
dalla  stessa  banda  della  faccia  comune.  Se  dopo  di  ciò 
anche  le  altre  due  facce  coincidono,  i  diedri  sono 
eguali;  altrimenti  sono  disuguali.  Infetti  con  nessuna 
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altra  disposizione  si  potrebbe  [592,  591]  ottenere  la 
coincidenza  delle  due  figure  {*). 

594.  Se  una  falda  piana,  con  successive  rotazioni 
parziali  fatte  in  un  medesimo  senso  intorno  alla  sua 
origine,  sia  passata  da  una  posizione  primitiva  a  parec- 
cliie  altre,  ciascuna  volta  avrà  descritto  un  diedro.  Due 
di  questi  diedri,  se  descritti  con  due  movimenti  par- 
ziali prossimi  successivi,  si  dicono  consecutivi]  e  il 
diedro  generato  nel  movimento 
complessivo,  che  ha  portato  la 
falda  generatrice  dallaprimitiva 
posizione  all'ultima,  si  dice  som- 
ma dei  diedri  generati  nei  singoli 
movimenti  parziali  successivi. 

Cosi  nella  nostra  figura  il  diedro  ABCD  è  ! 
somma  dei  due  A  (BC)  E,  E{BC)  D. 

La  somma  di  più  diedri  è  indipendente  dall'or- 
dine in  cui  essi  si  susseguono,  giacché,  senza  alterare 
la  somma  [591],  si  possono  scambiare  di  posto  due  ad- 
dendi consecutivi. 

ABA,  Teor.  Se  due  diedri  hanno  sezioni  normali 
eguali,  essi  sono  eguali. 

Vini.  Infatti,  se  i  due  diedri  vengono  traspor- 
tati uno  suU'  altro  in  modo  che  due  loro  seziorii  nor- 
mali coincidano,  divengono  intanto  coincidenti  anche 
gli  spigoli,  perchè  essi  sono  [56G]  rispettivamente 
perpendicolari  alle  sezioni  normali,  e  in  uno  stesso 
punto  ad  uno  stesso  piano  non  si  può  inalzare  [571] 
che  una  perpendicolare  soltanto.  Jla  quando  due 
piani  hanno  due  rette  in  comune,  essi  coincidono  [52]  ; 

(*)  Questo  esempio  fa  vedere  che  in  qualche  caso,  senza 
certe  cognizioni  di  Geometria,  non  si  saprehbe  decidere,  me- 
diante sovrapposizione,  ae  due  date  figure  sono  eguali,  o  no. 
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per  conseguenza  anche  le  facce  dei  diedri   dopo  il 
trasporto  coincidono. 

500.  Teor.  Se  due  diedri  hanno  sezioni  normali 
disuguali,  è  maggiore  quello  che  ha  sezione  maggiore. 
Dìin.  Infatti,  se  si  taglia  la  sezione  maggiore  iu 
modo  che  una  parte  sia  eguale  alla  sezione  normale 
minore,  e  poi  si  conduce  nn  piano  per  lo  spigolo  e 
per  il  raggio,  che  si  è  tirato  per  dividere  la  prima  se- 
zione, uno  dei  diedri  resta  diviso  in  due  parti,  una 
dèlie  quali  è  [595]  uguale  all'altro  diedro. 

aS7.  Prolil.  Dato  un  piano,  e  su  questo  una  retta, 
costruire  un  diedro,  che  abbia  una  faccia  sul  piano 
dato,  che  abbia  la  retta  data  per  ispigolo,  e  che  sia 
eguale  a  un  dato  diedro. 

Risai.  Sia  a  il  piano  dato,  ed  -4  S  la  retta  data 
su  questo  piano.  Per  un  punto  C  qualunque,  preso  su 
AB,  si  conduca  [569]  un  pia- 
no ^  perpendicolare  alla  A  B  ; 
e  sia  CD  l'intersezione  dei 
due  piani  a  e  /ì.  Poi  nel  pia- 
no  j5   si   costruisca  l'angolo 
ECD,  che  sia  eguale  alla  se- 
zione normale  del  diedro  da- 
to. Manifestamente  il  diedro  EABD   sodisfa  [595] 
le  condizioni  volute. 

E  chiaro  che  ilproblema  ammette  quattrosoluzioni. 
óSS.  Un  diedro  si  dice  acuto,  retto,  ottuso,  se- 
condo che  tale  denominazione  conviene  alla  sua  se- 
zione normale. 

Due  diedri  si  dicono  complementari  o  supplemen- 
tari, secondo  che  tali  sono  le  loro  sezioni  normali. 

Due  diedri  consecutivi,  se  formano  un  diedro 
piatto,  si  dicono  adiacenti. 
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•■99.  Teoi".  Due  diedri  adiacenti  sono  supple- 
mentari ;  ed  inversamente,  se  due  diedri  supplemen- 
tari hanno  una  faccia  in  comune  e  sono  situati  da 
bande  opposte  della  faccia  comune,  le  altre  facce  for- 
mano un  piano  (sono  per  diritto). 

nim.  La  cura  della  dimostrazione  si  può  la- 
sciare allo  studioso. 

ttOO.  Dei  quattro  diedri,  formati  da  due  piani 
che  si  segano,  due,  che  siano  adiacenti  ad  uno  stesso 
dei  quattro,  si  dicono  opposti  allo  spigolo.  Due  die- 
dri opposti  allo  spìgolo  sono  ugnali.  [595]. 

60I.  Teor.  Due  diedri  stanno  ira  loro,  come  le 
loro  sezioni  normali. 

Dlni.  Siano  due  diedri  qualunque  ^BCiJ,^^///^; 
A{B)D,  E{F)K  siano  due  loro  sezioni  normali.  Si 
vuoi  dimostrare  che: 

A{BC)D  :  E{FH)K   =    A{B)D  :  E{F)K. 

Presa  del- 
l'angolo EFK 
una  parte  ali- 
quota ad  arbi- 
trio, ad  es.  una 
«.esìma  parte, si 
misuri  con  essa 
l'angolo  ABD.  Sia  m  il  quoziente  della  divisione,  e 
supponiamo  che  ci  sia  un  resto.  Se  ora  consideriamo 
i  piani,  che  passano  rispettivamente  per  gli  spigoli 
FIl,  BC  e  per  ì  raggi  che  tagliano  i  due  angoli  EFK, 
ABD,  troviamo  che  il  diedro  EFHK  resta  diviso 
in  n  parti  eguali  [595],  e  in  {m  -f-  1  )  parti  il  diedro 
A  B  CD  ;  m  di  queste  sono  eguali  tra  loro  e  alle  parti 
[595]  di  E(FH)K,  ed  una,  quella  corrispondente 
al  resto,  è  minore  [59G]  delle  altre  parti.  Pertanto, 
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misurando  il  diedro  ABCD  con  una  n.esima  parte 
del  diedro  EFHK,  si  trova  m  per  quoziente,  come 
misurando  l'angolo  AB D  con  una  n.esima  parte  del- 
l'angolo EFK. 

Se  una  divisione  finisce  senza  resto,  altrettanto 
avviene  dell'  altra. 

Piani  perpendicolari. 

ft09.  Tvoi-,  Se  mi  diedro  è  retto,  è  retto  anche  il 
diedro  adiacente. 

Diin.  Sia  un  diedro  retto  ADCF.  Dico  che  è 
retto  anche  il  diedro  adiacente  EDCA. 

Perciò,  per  un  punto  qualunque  B  dello  spigolo 
comiine,  e  nella  faccia  (5,  ai 
tiri  BA  2)erpendieolare   allo 
spigolo  CD;  e  poi  si  tiri  la 
^I'"" nel  piano  a,  perpendico- 
larmente  alla  stessa   CD.    I 
due  angoli -ESjI,  ABFsojio 
sezioni  normali  dei  due  diedri. 
Poiché  per  ipotesi  il  die- 
dro .4i*C^è  retto,  l'angolo  ABF  è  retto.  E  quindi 
retto  anche  l'angolo  FBA,  epperò  è  retto  anche  il 
diedro  EDCA,  come  d.  d. 

G«3.  lieT.  Due  piani  si  dicono  perpendicolari 
fra  loro,  se  i  diedri  formati  da  essi  sono  eguali. 

e04.  Teor.  Se  due  piani  sono  perpendicolari  ira 
loro  i  diedri  compresi  dai  due  piani  sono  retti. 

Uim.  I  due  piani  a  e  (3  siano  perpendicolari  tra 
loro,  siano  cioè  uguali  i  diedri  jEZ)6'j1,  ADCF.  Dico 
che  questi  diedri  sono  retti. 

Preso  un  punto  B  qualunque  sull'intersezione  dei 
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piani,  si  tirino  le  BA,,  EF  perpendicolari  a  CD,  e 
poste  rispettivamente  nei  piani  y3  ed  k. 

Gli  angoli  EBA,  AB F  sono  eguali,  altrimenti 
anche  i  diedri  sarebbero  disuguali  [596],  I  due  an- 
goli sono  adunque  retti,  e  tali  [598]  i  diedri,  e.  d.  d. 

eo5.  Teor.  Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un 
pìaìiOf  ogni  piano  che  passa  per  la  retta  è  perpendi- 
colare al  piano  dato. 

Ulni.  Sia  un  piano  a  ed  una  retta  jIB  perpendi- 
colare a  questo  piano  ;  e  un  piano  j3  passi  per  la  retta 
AB.  Si  vuol  provare  che  il  piano  ^  forma  co!  piano 
te  diedri  adiacenti  eguali. 

Posto  che  i?  sia  il  piede  della 
perpendicolare  AB,  i  due  piani 
si  tagliano  [5G 1]  in  una  retta  che 
passa  per  £;  sia  dessa  la  CD.  Si 
conduca  per  i>',  e  nel  piano  a,  la 
retta  J/^^  perpendicolare  a,  C  D. 

Allora,  poiché  anche  l&  AB 
(perchè  [5G5J  perpendicolare  al  piano  a)  è  perpendi- 
colare alla  CD,  gli  angoli  EBA,  ABF  sono  le  se- 
zioni normali  dei  diedri  EDCA,  ADCF.  Ma  è 
E{B)A  ^  A{B)F^  perchè  la  AB,  perpendicolare  al 
piano  «,  è  perpendicolare  alla  EF.  Quindi  [595]  an- 
che i  diedri  EDCA,  ADCF  sono  eguali,  e.  d.  d. 

006.  Coi*.  Un  piano,  perpendicolare  alla  co~ 
mune  intersezione  dì  due  altri,  è  perpendicolare  ad 
ambiane  questi  piani. 

609.  T«of .  Se  due  piani  sono  perpendicolari 
ira  loro,  ogni  retta,  tirata  in  un  piano  perpendicolar- 
mente all'intersezione  comune,  è  perpendicolare  al- 
l'altro piano. 

nim.  Siano  due  piani  k  e  /3  perpendicolari  tra 
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loro,  e  sia  A  B  l'intersezione.  In  uno  dei  piani,  ad  es. 
nel  piano  ^,  si  tiri  ad  arbitrio  una  retta  CD  perpen- 
dicolare alla  AB.  Dico  che  la  Ci)  è.  perpendicolare 
al  piano  a . 

A  tal  fine  si  tiri  per  D,  e  nel  piano  a,  la  DE 
perpendicolare  ad  ^  Z?.  L'angolo 
ODE  è  pertanto  una  sezione 
normale  del  diedro  dato  ;  e  poi- 
ché questo  è  retto  per  supposi- 
zione, C{D)Ek retto. Ma  poiché 
la  CD  è  perpendicolare  alle  ret- 
te  AB  eDE  situate  nel  piano  or, 
essa  è  perpendicolare  [566]  a 
questo  piano,  e.  d.  d. 

«08.  Cor.  Se  due  piani  sono  perpendicolari  ira 
Toro  e  una  retta  è  perpendicolare  ad  uno  (in  un  punto 
che  non  sia  nuli' Inter nezione  dei  due  piani),  essa  non 
ha  con  l'altro  piano  ìtessun  punto  in  comune. 

Infatti,  se  la  retta  potesse  incontrare  il  secondo 
piano  in  un  punto  J/,  tirando  per  M  la  perpendico- 
lare alla  comune  intersezione,  si  otterrebbe  [607]  una 
retta  perpendicolare  al  primo  piano  distinta  dall'  al- 
tra, che  per  ipotesi  incontra  il  piano  in  un  punto  che 
non  è  sull'intersezione  dei  piani.  Ma  allora  da  uno 
stesso  punto  M  sarebbero  tirate  ad  uno  stesso  piano 
due  perpendicolari;  e  ciò  non  può  [572]  essere, 

cuo,  Teur.  Per  una  retta,  che  non  sia  perpen- 
dicolare ad  un  piano,  si  può  condurre  un  piano  per- 
pendicolare al  dato  ed  uno  soltanto. 

Ufiu.  Sia  un  piano  a,  ed  una  retta  AB,  che  non 
sia  perpendicolare  al  piano.  Dico  che  per  Ib.  AB  si 
può  far  passare  un  piano,  che  sia  perpendicolare  al 
piano  Ci,  ed  uno  solo. 
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Intanto,   se  da  un  punto  C,  preso  ad  arbitrio 
sulla  retta  data,  si  tira  \a  C  D  perpendicolare  al  piano 
a,  il  piano,  che  passa  perla 
AB  e  perla  CD,  è  perpen-  A^-"^ 

dicolare  [605]  al  piano  dato. 

Nessun  altro  piano,   che  /d     r  / 

passi  per  la   AB,   non   può  /        n        / 

essere  perpendicolare  al  pia- 
no «. 

Infatti,  se  im  secondo  piano  cosi  fatto  potesse 
esistere,  la  sua  intersezione  col  piano  a  non  passereb- 
be (*)  per  Ii\  epperò,  calando  da  C  la  perpendicolare 
su  questa  intersezione,  si  otterrebbe  [607]  un'altra 
perpendicolare  al  piano  a  ;  e  ciò  non  può  [572]  essere. 

e  IO.  Cor.  Se  due  piani  perpendicolari  ad  un 
terzo  si  tagliano,  la  loro  intersezione  è  perpendicolare 
al  terso  piano. 

Infatti,  se  l'intersezione  fosse  obliqua  al  terzo 
piano,  allora  per  una  retta,  che  non  è  perpendicolare 
ad  un  piano,  passerebbero  due  piani  perpendicolari 
entrambi  ad  un  terzo;  e  ciò  non  può  essere  [609]. 

Esercizi. 

854.  La  sezione  normale  di  un  diedro  è  l' inclina  aio  ne  dì  cia- 
scun lato  della  sezione  con  la  faccia  clie  contiene  l'al- 
tro lato. 

855.  Se  per  uno  stesso  punto  dello  spigolo  di  un  diedro  si  con- 
ducono una  obliqua  allo  spigolo  in  una  faccia  e  la  perpen- 

(*)Infatti.  se  passasse  per  D,  avendo  in  comune  con  l'al- 
tro piano  la  refta  AB  e  im  puato  esterno  a  questa,  coincide- 
rebbe col  piano  stesso.  Come  ai  vede,  la  dimostrazione  sup- 
pone che  la  AB  non  giaccia  nel  piaao  «,  e  neppure  il  punto  V. 
n  teorema  però  sussiste  anche  nel  caso  chela  -i5  fosse  si- 
tuata nel  piano. 
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dicolare  nell'altra,  si  ottiene  un  angolo  che  è  maggiore, 
ugaale,  o  minore  della  sezione  normale,  secondo  che  il 
diedro  è  acuto,  retto  od  ottuso. 
85B.  Tra  i  piani,  che  si  possono  tirare  per  una  retta  obliciua  ad 
un  piano,  quello,  che  interseca  il  piano  dato  lungo  una 
perpendicolare 'alla  proiezione  dell'obliqua,  forma  col 
piano  dato  il  minore  diedro. 

857.  Tutti  i  piani,  condotti  per  uno  stesso  punto,  perpendico- 
larmente a  rette  poste  in  un  piano,  passano  per  una  stesaa 

858.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  piani  che  si  tagliano. 

859.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  rette  che  ai  tagliano. 

860.  Luogo  dei  punti  equidistanti  dai  lati  di  un  triangolo. 

86 1.  Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano,  la  sua  proie- 
zione sopra  un  altro  piano  è  perpendicolare  all'interse- 
zione dei  due  piani, 

862.  Due  piani,  perpendicolari  ad  un  terzolungoduerette  poste 
in  questo  piano  e  che  non  hanno  nessun  punto  comune, 
non  possono  avere  alcun  punto  in  comune.  [607,  572]. 

863.  Se  due  rette  sono  perpendicolari  ad  un  piano,  e  due  piani 
condotti  per  queste  si  tagliano,  l'intersezione  è  perpendi- 
colare al  primo  piano. 

864.  I  piani,  che  dimezzano  due  diedri  adiacenti,  sono  perpen- 
dicolari tra  loro. 

865.  Se  le  perpendicolari,  calate  da  due  punti  A  e  B  sopra  un 
piano  B,  sono  eguali,  e  i  punti  si  trovano  da  una  stessa 
banda  del  piano,  la  retta  AB  non  incontra  il  piano. 

866.  Per  un  punto  dato  condurre  un  piano  perpendicolare  a 
due  altri. 

867.  Per  una  retta  obliqua  ad  un  piano  condurre  un  piano, 
che  formi  col  dato  un  diedro  dato. 

868.  Per  il  vertice  di  un  angolo  tirare  una  retta,  che  formi 
angoli  eguali  coi  lati  dell'angolo  dato,  ed  abbia  coi 
piano  dell'  angolo  data  inclinazione. 

869.  Per  un  punto  condurre  un  piano  perpendicolare  a  due 
altri,  e  ciò  senza  usare  dell'  intersezione  dei  piani. 

870.  Per  una  retta  data  condurre  un  piano,  che  abbia  data 
distanza  da  un  punto  dato. 
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Preliminari. 

611.  Def.  Tre  0  più  raggi,  uscenti  da  uno  stesso 
punto,  considerati  in  un  certo  ordine,  e  tali  che  tra 
consecutivi  qualunque  (*)  non  siano  in  uno  stesso 
piano,  determinano  una  figura,  che  si  dice  angoloide 
{angolo  solido). 

I  raggi,  che  determinano  un  angoloide,  si  dicono 
gli  spigoli  0  le  costole  dell'angoloide  ;  il  loro  punto 
comune  si  chiama  il  vertice  dell'angoloide. 

Gli  angoli  convessi,  che  hanno  per  lati  due  spi- 
goli consecutivi,  si  dicono  le  facce  dell'angoloide. 

La  superfìcie  di  un  angoloide  è  quella  composta 
dalie  sue  facce. 

Secondo  che  il  numero  delle  facce  (che  è  pur 
quello  degli  spigoli)  è  3,  4,  5 . . . ,  l'angoloide  vien 
chiamato  angoloide  triedro,  tetraedro,  pentaedro . . . 

Un  angoloide  triedro  si  suol  dire  triedro,  sen- 
z'  altro. 

Per  indicare  un  angoloide  si  nominano  con  let- 
tere il  vertice  e  poi  vin  punto  di  ciascitno  spigolo, 
prendendo  questi  punti  nell'ordine  stesso  in  cui  si  se- 
guono gli  spigoli.  Scrivendo,  chiuderemo  tra  paren- 
tesi la  lettera  che  accenna  il  vertice  dell'angoloide. 
Così,  ad  es.,  la  scrittura  (V)  ABC  DE  accenna  l'an- 
goloide pentaedro,  che  ha  il  vertice  in  V,  di  cui  VA, 

(*)  Si  considerano  come  consecutivi  anclie  l'ultimo  ed  il 
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VB,   ve,   VD,   VE,  sono  gli  spigoli  successivi,   ecl 
A{V)B,    B{V)C,    C(V)D,    D{V)E,    E  (V)  A 
sono  le  facce,  prese  consecutivamente. 

«18.  Un  angoloide  si  dice  convesso,  se  il  piano  di 
ciascuna  faccia  lascia  l'angoloide  tutto  da  una  stessa 
banda;  altrimenti  si  dice  concavo. 

Per  ottenere  un  angoloide  convesso,  basta  pren- 
dere un  punto  fuori  del  piano  di  un  poligono  conves- 
so, e,  tirati  da  quel  punto  dei  raggi  a  tiitti  i  vertici 
del  poligono,  considerare  gli  angoli  convessi  com- 
presi da  ciascuna  coppia  di  raggi  passanti  per  due 
vertici  consecutivi  del  poligono.  Questo  poligono  (ed 
ogni  altro  che  si  ottenga  con  un  piano,  che  tagli 
tutte  le  facce  dell'angoloide)  si  dice  sezione  dell'an- 
goloide. 

«13.  In  un  angoJoide  convesso  si  dicono  diedri 
dell'angoloide  i  diedri  convessi  ciascuno  dei  quali  è 
compreso  da  due  facce  consecutive;  codeste  facce  si 
dicono  adiacenti  al  diedro.  Ciascuno  di  tali  diedri  è 
minore  di  un  diedro  piatto. 

Nel  seguito,  parlando  di  angoloidi,  intenderemo 
sempre  che  siano  convessi. 

La  superficie  di  un  angoloide  convesso  divide 
lo  spazio  in  due  regioni  illimitate.  I  prolungamenti 
degli  spigoli  cadono  tutti  in  una  stessa  di  queste  re- 
gioni [48,  8"].  Ogni  punto  di  questa  regione  si  dice 
esterno  all'angoloide  ;  ogni  punto  dell'altra  è  interno. 

Proprietà  di  ogni  angoloìde- 

«14.  Teor.  Ciascuna  faccia  di  un  angoloide  è 
minore  della  somma  delle  altre. 

Dim.  I".  Consideriamo  dapprima  il  caso  in  cui 
l'angoloide  è  triedro.  È  evidente  che  basta  provare 
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che  il  teorema  sussiste  anche  per  u 
superi  ciascuna  delle  altre  due. 

Sia  adunque  un  triedro  (F)  ABC,  e  supponiamo 
che  in  esso  la  faccia  A(V)  B  sia, 
maggiore  di  ciascuna  delle  altre 
due. 

Dell'angolo  maggiore  AVBsì 
tagli  l'angolo  E  VB  eguale  al  mi- 
nore CVB.  -Poi,  uniti  due  punti 
-d,  B,  presi  ad  arbitrio  sui  raggi 
VA,  FB,  e  fatto  [61]  VC=  VE,  si  tirino  C^,  C-C. 

Intanto,  poicliè  nei  triangoli  B  VE,  B  VC  due 
lati  e  l'angolo  compreso  sono  rispettivamente  ugua- 
li, è  anche  BE  =  BC.  Ma  nel  triangolo  ABC 
è  [I44ji  BC  -h  CA  >  BE  +  EA. 
Per  conseguenza  è  anche  CA'>  E  A.  Ed  ora,  dacché 
i  triangoli  VA  C,  VA  E  hanno  il  lato  VA  comune, 
uguali  i  lati  VC,  VE,  e  il  terzo  lato  CA  del  pri- 
mo è  maggiore  di  .Evi,  è  [150]^{F)C>  A{V)E. 
Aggiungendo  rispettivamente  a  questi  angoli  disu- 
guali gH  angoli  eguali  CVB,  EVB^  si  ottiene  ap- 
Ijunto:       A{V)C  ^  C{V)B  >  A  (V)  B. 

2".  Passiamo  a  considerare  un 
angoloide  qualunque,  ad  es.  l'an- 
goloide  pentaedro  {V)  ABC  DE, 
e  proponiamoci  di  provare  che  la 
faccia,4{F)B  è  minore  dellasom- 
ma  delle  altre  quattro, 

Imaginiarao  tirato  il   piaiio, 
che  passa  per  gli  spigoli  VA,VC, 
e  quello  che  passa  per  gli  spìgoli  VA,  VD;  così  l'a 
goloide  dato  resta  diviso  nei  tre  triedri: 

{V)ABC,    {V}ACD,    (V)ADE. 
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Intanto  nel  triedro  { F  )  ABC  è: 

A(V)B  <  BiV)C  -!r  A{V)C. 
Ma  nel  triedro  {V)ACD  è: 

A(V)C  <  C{V)D  ^  A(V)  D; 
quindi,  a  maggior  ragione,  è  ; 

A{V)B  <  B(F)C  4-  CiV)D  Jr  A{V)D, 
Nel  triedro  (V)  ADE  siha.: 

A(V)D  <  D{r)E  +  E{V)A; 
•[uindi  infine,  a  maggior  ragione,  è  : 
A{V)B<B{V)C-\-CiV}D-^D(V)  £-{-£{¥)  A. 
eas.  Te«r.  La  somma  delle  facce  di  un  angoloi- 


de  convesso 


di  qucdtro  retti. 

nini.  1".  Consideriamo  dap- 
prima nn  triedro  {y)A.BC. 

Prolungando  lo  spigolo 
AV  in  A',  si  ottiene  il  triedro 
(F)^'^^,  nel  quale  [614]  è: 
B{V)C<A'{V)C'^A'{V)B. 
Aggiungendo  ai  due  membri 
della  disuguaglianza  gli  angoli  CVA,  BVA,  si  ot- 
tiene : 
B{V)C  ^  C{V)A-\-B{V)A  <  A'  {V)C  -\- 
-f-  A'  {V)B  -^  C{V)A  +  B{V)A. 
Ma  ciascuna  delle  dne  somme  A' {¥)€-{- C  {V)  A  eà 
A' {V)B  -j-  B  (V)  A^  perchè  composta  di  due  angoli 
adiacenti,  è  uguale  a  due  retti;  quindi  la  somma: 

B  {V)  C  ^  C  {V)  A  ^  E  iV)  A      ■ 
è  minore  di  quattro  retti,  e.  d.  d. 

2".  Sia  ora  un  angoloide  qualunque,  ad  es.  l'an- 
goloide  pentaedro  (F)  ^BC?i)i;. 
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Sia  T''//r  intersezione  de'  piani  [561]  delle  facce 
A  (F)  E,  C(V)  B  contigue  alla  A  (F  )  B. 

Osserviamo  ora  che  l'angoloide  (V)  HCDE  ha 

una  faccia  di  meno  che  il  dato,  e  che  la  somma  delle 

sue  facce  è  maggiore  della  somma  delle  facce  dell'an- 

goìoide  dato,  perchè  nel  triedro  (F)  UBA  è  [G14Ji 

B(V)H  +  H{V)A  >  B{V)A. 

Nel  modo   stesso  si  può  passare   dall'angoloide 
(V)  Elie D  ad  un  nuovo  an- 
goloide,  nel  quale  il  numero  ^ 

delle  facce  sia  di  nuovo  di-  /7'ì\\ 

miouito  di  una  unità;  enei  /    /i'\    \ 

nuovo   angoloide    la   somma  /    Ll]\      \ 

delle  facce  è  maggiore  che  /^T/  I  \  \'^/'\ 
nell'ultimo.  Cosi  proseguen-  /  7  "^."^'^T-v'  ^ 
do,  giungeremo  infine  ad  xm  /        ^"■^   \ 

triedro,  nel  quale  la  somma  '• 

delle  facce  è  maggiore  che  in  qualunq^ue  degli  angoloìdi 
precedenti.  Ma  si  è  dimostrato  che  la  somma  delle 
facce  di  un  triedro  è  minore  dì  quattro  retti  ;  altret- 
tanto, a  maggior  ragione,  si  può  dire  della  somma 
delle  facce  dell'angoloide  {r)ABCDE. 

Cosi  si  è  provato  che  ecc. 

Angoloidì  simmetrici. 

*tlG.  Sia  (V)  ABC'GEun  angoloide  qualunque. 
Prolunghiamo  tutti  gli  spigoli,  e  consideriamo  Tango- 
Ioide  determinato  dai  prolungamenti. 

I  due  angoloidi,  opposti  al  vertice,  hanno  intanto 
le  facce  rispettivamente  uguali,  perchè  gli  angoli 
opposti  al  vertice  sono  eguali.  Ed  anche  i  diedri  degli 
angoloidi  sono  eguali  rispettivamente,  perchè  due  die- 
dri opposti  allo  spigolo  sono  eguali. 
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E  possiamo   aggiungere  che   facce  uguali  sono 
contigue  a  facce  uguali;  e  che  diedri  eguali  sono  com- 
presi da  facce  uguali. 

Eppure  i  due  angoloidi,  in  generale,  non  sono 
eguali  ;  e  infatti,  come  ora  vedremo,  non  si  può  otte- 
nere che  divengano  coincidenti. 

Ed  invero,  se  mai  la  coin- 
cidenza è  possibile  questa  deve 
aver  luogo  quando  la  faccia 
A'{V)B'  coincida  con  la  fac- 
cia J.  (T^)  B.  Per  il  nostro  in- 
tento, ci  giova  imaginare  che 
l'angolo  A'(V}B'  vada  a  so- 
vrapporsi all'angolo  A{V)B, 
una  volta  compiendo,  nel  piano 
comune,  mezza  rotazione  in- 
torno al  vertice  V;  un'  altra 
compiendo  mezza  rotazione  in- 
torno alla  retta  che  dimezza 
gli  angoli  ^F5',  A'VB. 
Nel  primo  caso  i  due  triedri,  che  prima  del  mo- 
vimento giacciono  da  bande  opposte  del  piano  delle 
facce  A'VB',  AVB,  si  mantengono  tali  durante  il 
movimento,  epperò  a  moto  compiuto  non  hanno  in 
comune  altro  che  le  faccie  diventate  coincidenti. 

Nel  secondo  caso,  a  moto  compiuto,  i  due  ango- 
loidi cadono  dalla  stessa  banda  della  faccia  comune  ; 
ma,  poiché  lo  spigolo  VA'  è  venuto  a  coincidere  con 
VB,  e  i  diedri  degli  angoloidi  che  hanno  codesti  spi- 
goli in  generale  non  sono  eguali,  la  faccia  A'(V)E' 
e  la  faccia  B(V)C  giacciono  in  piani  distinti. 

Cosi  possiamo  eonchiudere  che  i  due  angoloidi 
non  sono  eguali. 
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SIT.  Imaginiairio  che  due  osservatori  bì  trovino 
jieir  interno  dei  due  angoloidi  opposti  al  vertice  con- 
siderati nel  paragrafo  precedente,  co'  piedi  nei  verti- 
ci, e  elle  siano  rivolti  rispettivamente  verso  due  facce 
opposte  al  vertice,  ad  es,  verso  le  facce  A(V)B^ 
A'(V)B',  Imagiuiamo  poi  che  la  retta  jIF^',  ro- 
tando intorno  a  V,  percorra  le  superficie  dei  due  an- 
goloidi, cominciando  a  descrivere  le  facce  conside- 
rate. È  facile  riconoscere  che,  mentre  l'osservatore 
posto  nel  triedo  superiore  vede  la  retta  mobile  pas- 
sare dinanzi  a  sé  con  movimento  diretto  dalla  sua 
destra  alla  sua  sinistra,  per  l'altro  osservatore  il  mo- 
vimento del  raggio  che  descrive  la  faccia  A(V)B  è 
diretto  dalla  sua  sinistra  alia  sua  destra.  Gf^li  elementi 
dei  due  angoloidi  sono  adunque  ordinatamente  (*) 
uguali,  ma  non  sono  similmente  disposti. 

Triedri  supplementari. 

SIS.  Iiemuia  1**.  Se  un  angolo  ha  il  vertice  so- 
ttra un  piano,  se  un  suo  lato  è  perpendicolare  al 
piano,  e  tutti  e  due  i  lati  cadono  da  una  stessa  banda 
del  piano,  l'angolo  è  acuto.  Reciprocamente  :  ne  un 
angolo  acuto  Jia  il  vertice  sopra  un  piano,  e  un  lato  è 
perpendicolare  al  piano,  i  due  lati  giacciono  da  uno- 
stessa  banda  del  piano. 

nini.  Sia  un  piano  a,  e  un  angolo  BAC  abbia- 
il  vertice  A  sul  piano,  il  Iato  A  B  sia  perpendicolare 
al  piano,  ed  ambidue  i  lati  cadano  da  una  stessa, 
banda  del  piano.  Dico  che  l'angolo  BAC  è  acuto. 

(*)  Cioè,  a  facce  consecutive  dell'uno  corrispondono  facce 
consecutive  dell'altro;  e  diedri  co  iti  spendenti  sono  compresi 
da  facce  corrispondenti. 
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Infatti,  se  AD  èi  l'intersezione  del  piano  dell' an- 
olo  col  piano  «,  poiché  AB  è  perpendicolare  a  que- 
sto piano,  l'angolo  BAD  è  ret- 
to.Per   conseguenza  B(A)C, 
che  è  parte  ài  B(A)D,è  acuto. 
Invece,  se  .4  S  ed  ^  Cgia- 
cessero  da  bande  opposte  del 
piano,  allora  ^(^)i>  sarebbe 
parte  AiB(A)C,  epperò  que- 
st'angolo sarebbe  ottuso. 

Perciò,  dall'ipotesi  che  AB  sia  perpendicolare 
al  piano,  e  che  B(A)C' sia,  acuto,  si  può  conchiiidere 
che  i  due  lati  AB,  AC  cadono  necessariamente  da 
una  stessa  banda  del  piano. 

SIB.  liemina  *°.  Se  per  un  punto  dello  spigoìo 
di  un  diedro  si  tirano  due  raggi  rispettivamente  per- 
pendicolari alle  facce,  e  in  modo  che  ciascuno  cada, 
rispetto  alla  faccia  alla  quale  è  perpendicolare,  dalla 
stessa  handa  che  l'altra  faccia,  l'angolo  dei  due  raggi 
è  supplementare  della  sezione  normale  del  diedro. 

nim.  Sia  un  diedro  ABCD,  dinotiamo  le  facce 
con  a  e  p. 

Per  un  punto  C  qualsivoglia  dello  spigolo  si  tiri 
il  raggio  CE  perpen- 
dicolarmente alla  fac- 
cia a,  e  in  maniera  che 
il  raggio  e  la  faccia  fi 
cadano  da  una  stessa 
banda  della  faccia  «. 
Poi,  di  nuovo  per  il 
punto  C,  si  conduca  il 
raggio  CF  perpendicolarmente  alla  faccia  fi,  e  da 
quella  banda  di  questa  faccia  dove  si  trova  la  faccia  a. 
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Poiché  i  due  raggi  CE  e  CF  sono  perpendicolari 
ambidue  allo  spigolo  B  C,  anche  il  loro  piano  è  per- 
pendicolare a  codesto  spigolo.  Epperò,  se  CA  e  CD 
sono  le  intersezioni  dì  codesto  piano  con  !e  facce  a 
e  ^,  l'angolo  DCA  è  la  sezione  normale  del  diedro. 
Dico  che  gli  angoli  ECF,  DCA  sono  supplementari. 

Intanto,  poiché  i  raggi  CE,  CF,  come  perpen- 
dicolari rispettivamente  alle  facce  k,  j3,  sono  [565] 
perpendicolari  ai  lati  CA,  CD,  abbiamo: 
E{C)A  +  D(C)F  =  2n. 
Da  qiiesta  eguaglianza,  per  un  caso  e  per  l'altro,  si 
ricava  facilmente  : 

E(C)F  +  D(C)A  ^  2R,  e.  d.  d. 

«SO.  Teor.  Se  per  il  vertice  di  un  triedro  si  ti- 
rano tre  raggi  rispettivamente  perpendicolari  alle 
facce,  e  in  modo  che  ciascuno  di  essi,  rispetto  alla 
faccia  alla  quale  è  perpendicolare,  cada  dalla  stessa 
banda  dove  è  lo  spigolo  opposto  alla  faccia  stessa,  le 
tre  perpendicolari  determinano  un  secondo  triedro,  che 
è  reciproco  del  primo,  tale  cioè  che  il  primo  si  può 
derivare  dal  secondo,  come  questo  da  quello.  E  le  facce 
di  ciascun  triedro  sono  rispettivamente  supplementari 
delle  sezioni  normali  dei  diedri  dell'  altro  triedro. 
nim.  Sia  iltriedro(F)  A  BC. 

Per    V   si   tiri   il   raggio    VA',  ,       ^'X- * 

perpendicolarmente    alla   faccia       ■»-''     /i\\ 
B(F)C,  einguisa  cheF^  eV'-?l  '  /   |\     \c 

cadano  da  una  stessa  banda  delia  a/  b'|  \        ^ 

faccia  stessa.  Analogamente  si  ti-  \ 

tino  gli  altri  due  raggi  Flì',  VC 
Ora  si  tratta  di   provare  che  il       VA     VB     VC 
raggio  Fil  è  perpendicolare  alla       VA'   VB'   VC 
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faccia  B'{V)C',  e  che  rispetto  a  questa  faccia  esso 
è  situato  dalla  stessa  banda  che  il  raggio  VA'.  Ed 
analogamente  per  gli  altri  due  raggi  VB,  VC. 

Intanto,  poiché  VB'  è  perpendicolare  alia  fac- 
cia A(V)C,  esso  è  perpendicolare  [5G5]  a  VA,  ep- 
però  VA  è  perpendicolare  a  VB'  (*).  E  perchè  VC 
è  perpendicolare  alla  faccia  A(V)B,  esso  è  perpen- 
dicolare [565]  a  VA,  epperò  VA  è  perpendicolare  a 
ve.  Il  raggio  VA  è  dunque  perpendicolare  alle 
rette  VB',  VC,  epperò  [óOG]  al  loro  piano. 

D'altra  parte,  perchè  il  raggio  T'^'  fu  tirato 
perpendicolarmente  al  piano  BVC,  e  rispetto  a  que- 
sto dalla  stessa  banda  del  raggio  VA,  l'angolo  A  VA  ' 
è  [618]  acuto.  Ne  segue  [618]  che,  inversamente,  il 
raggio  VA,  perpendicolare  alla  faccia  iì'(F)C",  ed 
il  raggio  VA'  giacciono  da  una  stessa  banda  della 
faccia  £'(F)C". 

Il  ragionamento  stesso  si  può  ripetere  per  i  due 
raggi  VB,  VC;  epperò  resta  provato  che  il  triedro 
iV)ABC  si  può  derivare  dal  triedro  {V}A'S'C', 
come  si*  derivato  questo  dal  primo. 

Ci  resta  da  provare  che  una  faccia  qualsiasi  di 
uno  dei  triedri  e  la  sezione  normale  del  diedi'o  corri- 
spondente iieir  altro  triedro  sono  supplementari.  Per- 
ciò consideriamo,  ad  es.,  la  faccia  A  VB  e  il  diedro 
A'VC'B'. 

II  raggio  VA  è  perpendicolare  in  F(punto  dello 
spigolo  VC"  del  diedro)  alla  faccia  B'{V}C',  e  ri- 
spetto a  questa  faccia  è  situato  dalla  stessa  banda 
che  l'altra  faccia  del  diedro  stesso.  Infatti  VA  e  VA' , 

(*)  Giova,  in  questa  dimostrazione,  tener  d'occliio,  invece 
della  iigura,  il  quadro  sottoposto,  formato  con  le  notazioni 
de'  sei  spigoli. 
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raggio  posto  nella  faccia  A'{V)C',  stanno  dalla 
stessa  banda  rispetto  alla  faccia  B'  {V)C". 

Similmente  si  prova  che  il  raggio  VB  è  perpen- 
dicolare alla  faccia  A'(V)C',  e  che  rispetto  a  que- 
sta è  situato  dalla  stessa  banda  in  cui  si  trova  l'altra 
faccia  del  diedro. 

Conchiudiamo  [619]  che  l'angolo  AVB  eia.  sezio- 
ne normale  del  diedro  A'VC'B'  sono  supplementari. 

Resta  dunque  dimostrato  che  ecc. 

«Si.  Per  la  relazione  che  passa  tra  le  facce  e  le 
sezioni  normali  dei  diedri  di  due  triedri  derivati 
l'uno  dall'altro  nella  maniera  accennata  dal  prece- 
dente teorema,  i  triedri  si  dicono  supplementari. 

Relazioni  tra  gli  elementi  di  due  triedri. 

A92.  Teor.  Due  triedri,  se  hanno  due  facce  e 
il  diedro  compreso  rispettivamente  uguali,  hanno 
eguali  rispettivamente  anche  gli  altri  elementi.  E  ne 
gli  elementi  contemplati  nell'ipotesi  sono  anche  simil- 
mente disposti,  allora  anche  t  triedri  sono  eguali  tra 
loro;  altrimenti  ciascuno  è  uguale  all'opposto  al  ver- 
tice dell'altro. 

»im.  Nei  due  triedri  (V)ABC,  {V')A'B'C' 
BÌ&A{V)B  =  A'{V')B',B{V)C  =  B'{V'ìC'  ed 

A(VB)C  =  A'{V'B')C'. 
Dico  che  anche  gli 
altri  elementi  sono  ri- 
spettivamente uguali, 
e  che,  poiché  ne]  caso 
nostro  gli  elementi 
considerati  sono  an- 
che similmente  dispo- 
sti, anche  i  due  triedri  sono  eguali  tra  loro. 
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A  tal  fine  si  imagini  di  trasportare  il  triedro  (V) 
in  modo  che  il  vertice  y  cada  in  V,  che  lo  spigolo 
VB  si  disponga  sullo  spigolo  V'B',  e  i!  piano  B  VA 
sul  piano  B'V'A'. 

Poiché  è  B(V)A  =  B'{V')A',  lo  spigolo  VA 
cade  snllo  spigolo  VA'.  Per  l' eguaglianza  dei  due 
dieàriAVBC,A'V'B'C',iì  piano  TfVC  coincide  col 
piano  B'7'C".  Infine,  essendo  B{V)C=  B' {V')C', 
il  terzo  spigolo  VC  cade  sullo  spigolo  V'C".  Così  è 
provata  la  coincidenza  delle  due  figure,  epperò  l'egua- 
glianza rispettiva  di  tutti  gli  elementi  delle  due  fi- 
gure e  delle  figure  stesse. 

Ma  quando  gli  elementi  dati  si  succedono  in  un 
triedro  in  senso  opposto  che  nell'  altro,  ciascun  trie- 
dro è  uguale  [616,622]  all'opposto  al  vertice  dell'al- 
tro. Pertanto  anche  in  questo  caso  i  rimanenti  ele- 
menti dei  due  triedri  sono  rispettivamente  uguali; 
ma  i  due  triedri  non  sono  eguali. 

£23.  Veor.  Due  triedri,  se  hanno  una  faccia  e  i 
diedri  adiacenti  rispettivamente  uguali,  hanno  eguali 
anche  gli  altri  elementi.  E  se  gli  elementi  contemplati 
nell'  ipotesi  sono  anche  similmente  disposti,  allora  an- 
che i  triedri  sono  eguali;  altrimenti  ciasctino  è  uguale 
all'  opposto  al  vertice  dell'  altro. 

Uini.  Siano  due  triedri  {V)  e  (V).  Dinotiamo 
con  A,  B,  C  ì  diedri  del  primo,  e  con  a,  b,  e  rispetti- 
vamente le  facce  opposte.  Similmente  A',  B',  C", 
a',  b',  e'  dinotino  gli  elementi  del  triedro  (V).  E 
sia  a  ^  a',  B  ^  B'  e  C^  C".  Dico  che  anche 
gli  altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali. 

A  tal  fine  consideriamo  i  triedri  supplementari 
del  dati.  Poiché  i  trieiiri  {V)  e  (V)  hanno  una  fac- 
cia e  i  diedri  adiacenti  rispettivamente  uguali,  ne'  trie- 
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dri  supplementari  sono  eguali  rispettivamente  due 
facce  e  il  diedro  compreso.  Per  conseguenza  tutti  gli 
elementi  dei  triedri  supplementari  sono  rispettiva- 
mente ugnali  [622].  Epperò  anche  i  triedri  (  F)  e  { F') 
hanno  tutti  gli  elementi  rispettivamente  uguali  (*). 

Se  nei  triedri  dati  gli  elementi  contemplati  nel- 
l'ipotesi sono  similmente  disposti,  anche  i  triedri  sono 
eguali.  Nel  caso  contrario  ciascun  triedro  è  uguale 
all'  opposto  al  vertice  dell'  altro. 

6S4.  Xeor.  Due  triedri,  se  hanno  le  facce  rispet- 
tivamente uguali,  hanno  anche  i  diedri  rispettiva- 
mente ìtguaìi.  E  se  le  facce  sono  anche  similmente 
disposte,  allora  anche  i  triedri  sono  eguali;  altrimenti 
ciascuno  è  vguale  all'opposto  al  vertice  dell'altro. 

DIui.  Nei  due  triedri  {V)ABC,  {V')A'B'C' 
le  facce  siano  rispettivamente  uguali  ;  sìa  cioè  : 

A{V)B  =  A'{V')B',    B{V)C  =  B'{V')C' 
e  C(  F)^  =  C"(  V')A' .  Manifestamente  basta  pro- 
vare che  due  diedri  compresi  da  facce  uguali  sono 
eguali.  Proponiamoci,  ad  es.,  di  provare  che  è: 
C{VA)B  =  C'{V'A')B'. 

Caso  1°.  Suppo- 
niamo che  le  facce, 
che  comprendono  i 
due  diedri  dei  quali  si 
deve  provare  l'egua- 
glianza, siano  angoli 
acuti. 

(*)  Questo  teorema,  nel  primo  caso,  ai  può  dimostrare 
facilmente,  imagiaantlo  di  far  coincidere  una  tigura  con  l'al- 
tra. Nella  scelta  della  dimostrazione  abbiamo  imitato  Eucude, 
il  quale,  quando  può  o  sa  farlo,  schiva  di  ricorrere  all'artificio 
della  soyrapp  esizio  ne. 
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Sugli  spigoK  VB,  ve  di  uno  dei  triedri  si  pren- 
dano ad  arbitrio  due  punti  D  ed  E,  e  ai  calino  [119] 
da  questi  le  perpendicolari  DF,  EH  sul  terzo  spi- 
golo VA.  Poi  dal  punto  H  (poiché  è  il  piede  della 
perpendicolare  EH  quello,  che  è  venuto  a  cadere  tra 
il  vertice  del  triedro  e  il  piede  dell'altra  perpendi- 
colare) si  tiri,  nel  piano  B  VA,  la  HK  perpendico- 
lare alla  retta  VA.  Questa,  poiché  entra  per  ff  nel 
triangolo  FVD,  e  non  può  [245]  incontrare  la  retta 
FD,  incontra  necessariamente  [1T3]  il  lato  VD;  sia 
K  il  punto  d' incontro  (*). 

Ciò  fatto,  sugli  spigoli  dell'  altro  triedro  si  pren- 
dano i  segmenti  VE',  VE',  V'H'  eguali  rispetti- 
vamente ai  segmenti  VE,  VK,  V H ,  e  si  tirino  EK, 
E'K\E'H\K'H'. 

Se  confrontiamo  i  triangoli  E  V H,  E'V'H' ,  tro- 
viamo che  hanno  E{  V)H  ^  E' {  V')H'  per  ipote- 
si, ed  eguali  per  costruzione  i  lati  che  comprendono  i 
due  angoli  ;  quindi  è  anche  : 

EH=  E'H',  e    V{H)E  =   V'(H')E'. 
Ma  V(H)Eh  retto,  tale  è  quindi  V'{U')E'. 

Similmente,  confrontando  i  triangoli  HVK, 
if'F'^',  si  viene  alla  eonchiusione  che  &  HK^H'K', 
eV{H)K^  V'(H')K'.U&  7(//)^  è  retto  per  co- 
strazione;  quindi  V'{H')K'  è  retto. 

Si  osservino  ora  i  triangoli  ÈVE,  E'V'K'.  In 
questi  G  E{V)K  -^  E'{V')K'  per  ipotesi,  e  per  co- 
struzione è  VK^  V'K'  e  VE^  VE'.  Per  conse- 
guenza è  anche  EK^  E'K' . 


(*)  Con  questo  artiflrio  si  schiva  il  postulato  della  pa- 
rallela, al  quale  non  si  è  mai  fatto  ricorso  nei  tre  piimi  capi- 
toli (Iella  Stereometria. 
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Infine,  se  confrontiamo  i  triangoli  EHK ,  E'H'K', 
troviamo  che  hanno  i  Iati  rispettivamente  ngaali. 
Pertanto  gli  angoli  EHK,  E'H'K'  sono  eguali.  Ma 
questi  angoli  sono  sezioni  normali  dei  diedri  CVAB, 
C'V'A'B';  i  due  diedri  sono  [595]  dunqne  uguali, 
epperò  [622]  ecc. 

Caso  2",  La  dimostrazione  precedente  suppone 
che  due  facce  almeno  di  un  triedro,  epperò  anche  le 
corrispondenti  nell'altro,  siano  angoli  acuti.  Passiamo 
a  considerare  il  caso  nel  quale  due  facce  {od  anche 
tutte  e  tre  )  di  nn  triedro,  epperò  anche  le  corrispon- 
denti nell'  altro,  sono  angoli  o  retti,  od  ottusi. 


Partendo  dai  vertici,  si  prendano  sugli  spigoli  dei 
triedri  dei  segmenti  VD,  VE,  VF,  VD',  VE', 
VE',  tutti  uguali  tra  loro,  e  si  compiano  i  triangoli 
DEF,D'E'F'. 

Poiché  i  due  triedri  (V)  e  (V)  hanno  le  facce 
ordinatamente  uguali,  i  sei  triangoli  isosceli,  tagliati 
via  dalle  facce  de'  triedri,  hanno  eguali  ordinatamente 
le  basi  e  gli  angoli  alle  basi.  Così  è: 

I)(F)V=  D'(F')V'  ed  E(F)V  ^  E'{F'}V'. 
Sono  poi  eguali  anche  gli  angoli  EFD,  E'F'D',  come 
angoli  corrispondenti  di  triangoli  i  cui  lati  sono  rispet- 
vamente  uguali.  I  due  triedri  {F)  DEV,  {F')D'E'  V 
hanno  adunque  facce  rispettivamente  uguali.  Inoltre 
le  facce  Z){i'')T',^(F)F,  D' {F')V ,  E'{E')V'  sano 
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angoli  acuti,  perchè  [138]  angoli  alla  base  dì  trian- 
goli isosceli.  Per  questi  due  triedri  vale  adunque 
la  precedente  dimostrazione,  epperò  quei  loro  diedri 
elle  hanno  per  ispigoli  le  rette  VC,  V'C  sono  eguali. 
Ma  codesti  diedri  son  diedri  compresi  da  facce  uguali 
ne'  due  triedri  dati  ;  quindi  [622]  ecc. 

Quando  le  facce  dei  due  triedri  sono  rispettiva- 
mente uguali,  e  inoltre  similmente  disposte,  allora 
anche  i  triedri  sono  eguali;  altrimenti  ciascuno  è 
uguale  air  opposto  al  vertice  dell'  altro. 

Resta  dunque  provato  che,  se  ecc. 

e«A,  Teor.  Due  triedri,  se  hanno  i  diedri  rispet- 
tivamente uguali,  hanno  anche  le  facce  rispettivamente 
uguali.  E  se  i  diedri  sono  anche  similmente  disposti, 
allora  anche  i  triedri  sono  eguali  ;  altrimenti  ciascuno 
è  uguale  all'opposto  al  vertice  dell'altro. 

nini.  Due  triedri  (V).  {¥')  abbiano  i  diedri  ri- 
spettivamente uguali.  Proveremo  che  anche  le  facce 
Kono  eguali,  ciascuna  a  ciascuna. 

A  tal  fine  si  considerino  i  triedri  supplementari 
dei  dati.  Poiché  le  facce  di  questi  sono  rispettiva- 
mente supplementari  delle  sezioni  normali  dei  diedri 
dei  triedri  dati,  ed  in  questi  i  diedri  sono  eguali  cia- 
scuno a  ciascuno,  nei  triedri  supplementari  le  facce 
sono  eguali  ordinatamente,  e  per  conseguenza  [624] 
sono  eguali  rispettivamente  anche  i  diedri. 

Ma  le  facce  dei  triedri  dati  sono  supplementari 
rispettivamente  delle  sezioni  normali  dei  diedri  dei 
loro  supplementari.  E  poiché  s' è  dimostrato  che  que- 
sti diedri  sono  eguali  ciascuno  a  ciascuno,  si  con- 
chiude  che  sono  eguali  ordinatamente  anche  le  facce 
dei  triedri  dati. 

Se*  poi  i  diedri  ne'  triedri  dati,  oltre  che  uguaH 
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rispettivamente,  sono  anche  similmente  disposti,  al- 
trettanto si  può  dire  delle  facce  ;  epperò  in  tal  caso 
anche  triedri  sono  eguali.  Nel  caso  contrario  i  triedri 
non  sono  eguali;  ciascuno  è  uguale  all'opposto  al 
vertice  dell'  altro. 

Problemi. 

«se.  Probi.  C'ostruire  un  triedro,  le  cut  facce 
''iano  eguali  rispettivamente  a  tre  angoli  dati,  tali  che 
la  loro  somma  sta  minore  di  quattro  retti,  e  che  cia- 
scuno sia  minore  della  somma  degli  altri  due. 

Rii«ol.  In  uno  stesso  piano  si  dispongano  conse- 
cutivamente tre  angoli  AOB,BOO,  COD,  eguali 
rispettivamente  agli  angoli  dati.  Poi,  con  centro  0  e 
raggio  arbitrario  si  descriva  un  cerchio;  e  siano  ^, 
B,  C,  D  i  punti  nei  quali  esso  taglia  i  lati  degli  an- 
goli, Poiché  la  somma  dei  tre  angoli,  che  si  son  posti 
consecutivamente  intorno  ad  0,  è  minore  di  quattro 
retti,  l'arco  AB  CD  è  mi- 
nore dell'intero  cerchio.  E  TtTr^ ~-5 

perchè   ciascuno   degh  an-        kV^  \  J^-^^/N 
goli  dati  è  minore  della  som-        /   ^^-^ÌVi^Vn     \ 
ma  degU  altri  due,  ciascuno       ìy"'^  "'\1/    ^\    \ 
degli   archi   AB,  BC,  CD       a  o^-~-^d 

è  [199]  minore  della  som- 
ma degli  altri  due,  ossia  è  : 

(1)  arco  AB  <  arco  BCD, 

(2)  arco  BC  <  arco  AB  -\-  arco  CD, 
{?,)  arco  CD  <  arco  ABC. 

Dai  punti  A  e  D  &i  tirino  le  eorde  ^S,  2) .P  ri- 
spettivamente perpendicolari  ai  raggi  OB,  OC.  Così, 
essendo  arco  BE  ^  arco  A  B,  ed  arco  FC  ^  arco 
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CD,  per  le  disuguaglianze  (1)  e  (3)  è  pure:  arco 
BE  <  arco  BC D,  ed  arco  FC  <  arco  J^C,  Que- 
ste disuguaglianze  provano  che  il  punto  E  cade  ne- 
cessariamente sull'arco  BCB,  e  il  punto  F  sull'arco 
ABC. 

Prendiamo  ora  la  disuguaglianza  (2),  ed  aggiun- 
giamo a'  suoi  membri  1'  arco  AB  e  l'arco  CD.  Ci  ri- 
sulta : 

^vco  A  BCB  <  2  arco  AB  +  2  arco  CD, 
ossia: 

arco  ABCD  <  arco  AE  J-  arco  FD. 
Sottraendo  dai  due  membri  l'arco  FD,  otteniamo  : 

arco  AF  <.  arco  AE. 
Questa  disuguaglianza  prova  che  il  punto  F  cade  ne- 
cessariamente sull'arco  A  E,  e  fra  i  termini  di  questo 
arco. 

I  quattro  punti  A,F,E,D  sull'arco  A D,  minore 
di  un  cerchio,  sono  adunque  schierati  necessaria- 
mente nell'ordine  in  cui  li  vediamo  nella  nostra  fi- 
gura ;  epperò  le  corde  A  E.,  D  F  sì  tagliano  necessa- 
riamente (senza  che  occorra  prolungarle)  nell'interno 
de]  cerchio.  Diciamo  Hìl  punto  d'intersezione. 

Ed  ora  si  tiri  0  H,  e  poi  nel  piano  della  figura  la 
HK\  perpendicolare  ad  OH,  fino  ad  incontrare  il 
cerchio  in  K'.  {Questo  incontro  succede  necessaria- 
mente [97  j,  dacché  abbiamo  provato  che  il  punto  W 
giace  nell'interno  del  cerchio).  Poi  imaginiamo  con- 
dotta per  H  la  perpendicolare  al  piano  della  figura  ;  e, 
preso  su  questa  un  segmento  HK^  HK',  si  tiri  il 
raggio  0^.11  triedro  {0)BCK  k  il  triedro  domandato, 

Ufni.  Intanto  la  faccia  B  (0)  C  è  uno  degli  an- 
goli dati.  Sta  dunque  a  provare  che  è  B  {<))  K  EH 
A{0)B   e   C{0)K^C{0)  D. 
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A  tal  fine  imaginiamo  tirati  i  segmenti  KM,  KN, 


e  consideriamo  intanto  i  triangoli  KMOeà  AMO. 
In  questi  troviamo  Oilf  comune,  ed  04  ^  OK,  per- 
chè è  0 K^  OK'  (come  si  riconosce  purché  si  con- 
frontino i  triangoli  rettangoli  Ofl^,  OHK').  Inol- 
tre sono  eguali  0  {M)  A^  0  (il/)  K,  perchè  retti  ana- 
bidue;  il  primo  per  costruzione;  il  secondo,  perchè 
KHè  perpendicolare  al  piano,  ed  HM  è  perpendi- 
colare alla  retta  OB  posta  nel  piano  [573].  Pertanto 
è[lDÒ\B(0)K=AiO)B. 

Nello  stesso  modo,  considerando  i  triangoli  KON, 
DOX,  si  prova  essere  C  (0)  K=  C  (0)  B.  E  cosi  resta 
dimostrato  che  le  facce  del  triedro  (O)BCK  sono 
eguali  rispettivamente  agli  angoli  dati. 

Prolungando  gli  spigoli  del  triedro  (O)iìC^,  si 
ottiene  una  seconda  soluzione  del  problema.  Questa 
si  sarebbe  ottenuta  portando  il  segmento  HK'  sulla 
perpendicolare  al  piano  della  figura,  condotta  per  H, 
dall'altra  parte  del  piano. 

BS5.  Osa.  Le  condizioni,  poste  nel  precedente 
problema  agli  angoli  dati,  sono  necessarie,  perchè 
il  triedro  si  possa  costruire.  Esse  infatti  sono  so- 
disfatte [615,  614]  da  ogni  triedro.  La  costruzione 
precedente  prova  che  quelle  condizioni  sono  anche 
sufficienti,  perchè  il  problema  ammetta  soluzione. 

S»8.  Probi.  Costruire  un  triedro,  i  cui  diedri 
siano  eguali  rispettivamente  a  tre  diedri  dati. 

Klsol.  Si  prendano  tre  angoli,  ohe  siano  rispet- 
tivamente supplementari  delle  sezioni  normali  dei 
diedri  dati,  e  si  costruisca  [626]  un  triedro,  le  cui 
facce  siano  eguali  rispettivamente  ai  tre  angoli.  Co- 
struendo poi  il  triedro  supplementare  [620]  del  trie- 
dro ottenuto,  si  ottiene  il  triedro  domandato. 
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nini.  Infatti,  poieìiè  le  sezioni  normali  dei  die- 
dri del  secondo  triedro  sono  supplementari  delle  facce 
dell'altro,  esse  sono  eguali  rispettivamente  alle  se- 
zioni normali  dei  diedri  dati,  epperò  [595]  anche  i 
diedri  del  triedro  sono  eguali  rispettivamente  ai  die- 
dri dati. 

Prolungando  gli  spigoli  del  triedro  trovato,  si  ot- 
tiene nel  nuovo  triedro  la  [625]  seconda  soluzione  del 
problema. 

«29.  Indicando  con  -4,  5,  C  i  diedri  di  un  trie- 
dro e  con  a',  b',  e'  le  facce  del  triedro  supplementa- 
tare,  abbiamo  [620]: 
A  -\^  a'  —  2Ji,    B  +  b'  =  2Ji,   C  +  e'  ^  2 R. 

V.  Da  queste  relazioni,  sommando,  si  ottiene: 
(,4  _|_  ij  +  C)  J,-  (a'  -f  i'  +  e')  ^  6  E, 
dalla  quale,  perchè  (a'  4-  6'  +  e')  è  minore  [Gló]  di 
AH,  si  conchinde  che  : 

La  somma  dei  diedri  d'un  triedro  qualunque  è 
maggiore  di  dite  retti  e  minore  di  sei. 

2".  Essendo: 

a'   <.  b'  -\-  e', 
abbiamo  : 

21Ì  ^  A    <    2R  —  B  ^  2n   -  C, 

B  -f  C  <    ^  +  2/;. 

Adunque  : 

In  un  triedro  cia-tcun  diedro,  aumentato  di  due 
retti,  riesce  maggiore  della  somma  degli  altri  due. 

Così  abbiamo  trovato  le  condizioni  che  devono 
esser  sodisfatte  da  tre  triedri  dati,  perchè  si  possa  [627] 
con  essi  costruire  ufi  triedro. 
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capìtolo  XVIII 
PAHALLELISHO  DI  BETTE  E  DI  PIANI 


Retta  e  piano  paralleli. 

630.  Rispetto  alla  posizione,  che  una  retta  ed  an 
piano  possono  avere  relativamente  l'una  all'altro,  si 
possono  distinguere  tre  casi. 

1°.  0  la  retta  e  il  piano  hanno  un  solo  punto  co- 
mune. [557]. 

2°.  0  la  retta  giace  nel  piano  per  intero.  [48, 1  "]. 

3".  0  la  retta  ed  il  piano  non  hanno  nessun  punto 
in  comune.  [G08]. 

Una  retta  e  un  piano,  che  non  abbiano  nessun 
punto  comune,  si  dicono  paralleli. 

«31.  Teop.  Dati  comunque  nello  spazio  un  punto 
ed  una  retta  che  non  passi  per  esso,  per  il  punto 
può  condurre  una  retta  parallela  alladata,ed  una  sola. 

Uliii.  Infatti,  si  può  [51]  condurre  un  piano  ei" 
un  solo,  che  passi  per  i!  punto  e  per  la  retta  ;  e  i: 
codesto  piano,  per  il  punto,  si  può  condurre  una  ret 
ta  [24G]  ed  lina  sola  [248],  che  non  incontri  la  retta 
data. 

«38.  Teor.  Una  retta,  se  è  parallela  ad  una  retta 
d'un  piano,  o  giace  in  questo  piano,  ovvero  è  parallela 
al  piano. 

Dlni.  Sia  un  piano  a,  e  in  esso  una  retta  AB.  E 
sia  CD  un'altra  retta  parallela  alla  AB.  Dico  che  la 
C7),  0  giace  nel  piano  a,  o  non  ha  con  questo  piano 
nessun  punto  in  comune. 
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Intanto,  se  la  CD  ha  col  piano  a  un  punto  in  co- 
nnine, allora,  il  piano  a  e  il 
piano  delle  parallele,  avendo  in 
comune  una  retta  e  un  punto 
fuori  di  essa,  coincidono  [51]. 
Per  conseguenza  in  tal  caso  an- 
che la  CD  giace  nel  piano  a. 
Ma  quando  la  retta  CD 
passi  per  un  punto  che  sia  fuori  del  piano  «,  essa  non 
può  aver  nessun  punto  in  comune  con  questo  piano, 
giacché,  ove  un  punto  comune  ci  fosse,  si  conchiude- 
rebbe nuovamente  che  la  retta  CD  giace  nel  piano,  e 
ciò  contro  la  supposizione  che  essa  passi  per  un  punto 
che  sia  fuori  del  piano. 

Così  resta  dimostrato  che,  se  ecc. 
«33.  'r«or.  Se  una  retta  è  parallela  ad  un  piano, 
qualsivoglia  altro  piano,  che  passi  per  laretta  e  per  un 
punto  del  primo,  taglia  questo  piano  lungo  una  retta 
parallela  alla  data. 

nini.  Sia  un  piano  a,  e  una  retta  AB  ad  esso  pa- 
rallela. E  im  secondo  piano,  che  chiameremo  fi,  passi 
per  la  retta  AB  e  per  un  punto  C  del  piano  a.  Dico 
che  i  due  piani  a  e  |5  ai  segano  in  una  retta  parallela 
alla  ,4  B. 

Intanto,  poiché  i  due  pia- 
ni hanno  in  comune  il  punto  C, 
essi  si  segano  [561]  in  una  retta 
CD,  che  passa  per  questo  pun- 
to. Ma  la  ^  -B  non  può  incon- 

l e   ~~^   /  trare  la  CD,  perchè  altrimenti 

essa  incontrebbe  il  piano  «,  e 
ciò  contro  l'ipotesi  die  essa  sia  parallela  a  questo 
piano.  In  eonchiusione  le  rette  .;1  S  e  CD  sono  in  uno 
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stesso  piano  j3,  e  non  s'incontrano;  sono  dunque  pa- 
rallele, e.  (ì.  d. 

«34.  Teor.  Se  due  rette  sono  parallele,  e  un  piano 
ne  incontra  una,  esso  incontra  anche  l'altra. 

ut»!.  Siano  due  rette  parallele  AB,  CD  e  un 
piano  a  ne  incontri  una,  sia  la  A  B,  nel  punto  E.  Dico 
che  il  piano  a  incontra  anche  la  CD. 

Intanto,  poiché  il  piano  «  incontra  la  AB,  esso 
è  distinto  dal  piano  delle  parallele  ;  e  perchè  codesti 
due  piani  hanno  in  comune  il  punto  E,  essi  si  segano 
in  una  retta  EF,  che  passa  per  E.  [561], 

Ed  ora,  perchè  la  retta  .Ei'' giace  nel  piano  delie 
parallele,  e  ne  incontra  una  in  E, 
anche  l'altra;  sia  F  il  punto 
d'incontro.  Così  intanto  ab- 
biamo provato  che  il  piano 
a  e  l'altra  parallela  hanno  un 
punto  comune.  Ci  rimane  da 
provare  che  in  questo  punto 
il  piano  sega  la  retta. 

Non  può  infatti  essere  altrimenti,  giacché,  se  la 
CD  giacesse  nel  piano  a,  vi  giacerebbe  [632J  anche 
la  ^£,  perchè  parallela  alla  CD  e  condotta  per  un. 
punto  E  del  piano.  Ciò  contro  l'ipotesi. 

Così  si  e  dimostrato  che,  se  ecc. 

035.  Teer.  I  segmenti  dì 
due  rette  parallele,  compresi 
tra  un  piano  e  una  retta  pa- 
ralleli, sono  eguali. 

Dlm.  Siano  due  rette  pa- 
rallele AB,  CD,  tagliate  da 
Tina  retta  EFneì  punti  E  ed 
F,  e  da  un  piano  a  nei  punti  H  e  AT.  E  la  retta  EF 
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e  il  piano  a  siano  paralleli.  Si  vuol  provare   che  è 
EH  =  FK. 

Intanto,  poiché  il  piano  delle  parallele  e  il  pia- 
no a  hanno  in  comune  i  punti  //  e  AT,  essi  si  segano 
nella  retta  HK.  Ma  poiché  il  piano  delle  parallele 
passa  per  la  retta  EF,  e  questa  retta  è  parallela  al 
piano,  la  retta  HK  è  parallela  [G33]  alla  E  F.  Il  qua- 
drangolo EFKH  è  dunque  un  rombo,  epperò  è  [268J 
EH  =  FK,  e.  d.  d. 

G3e.  Cor.  I  punti,  di  una  retta  parallela  ad  un 
piano  sono  egualmente  distanti  dal  piano. 

Infatti  le  perpendicolari,  ealate  sul  piano  da  due 
punti  qualisivogliano  della  retta,  sono  [574]  paral- 
lele. Per  la  proposizione  precedente  sono  eguali. 

e39.  Bef.  Se  una  retta  è  parallela  ad  un  piano, 
la  distanza  di  un  punto  qualsivoglia  della  retta  dal 
piano  si  dice  distanza  della  retta  dal  piano. 

438.  Teer.  Se  due  rette  sono  parallele,  eduna  è 
perpendicolare  ad  un  piano,  anche  l'altra  è  perpendi- 
colare a  questo  piano. 

nim.  Siano  due  rette  parallele  A  B,  CD,  ed  una, 
supponiamo  la  AB,  sia  perpendicolare  in  iì  ad  un 
piano  a.  Si  vuol  provare  che  anche  la  CD  è  perpen- 
dicolare a  codesto  piano. 

Intanto  il  piano  0  delle  pa- 
rallele, poiché  comprende  la 
AB,  che  è  perpendicolare  al 
piano  a,  é  [605]  perpendicolare 
a  questo  piano.  Sia  BD  l'inter- 
sezione dei  due  piani. 

Ora,  essendo  che  le  paral- 
lele AB,  CD  sono  tagliate  dalla  trasversale  BD,  gli 
angoli  coniugati  BDC,  ABD  sono  [253]  supplemen- 
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tari.  Ma  il  secondo  è  retto,  perchè  la  AB  è  perpendi- 
colare al  piano  a;  quindi  anche  B{D)C è  retto. 

Sappiamo  [607]  poi  che,  ae  due  piani  sono  per- 
pendicolari tra  loro,  una  retta,  che  giaccia  in  uno  e 
sia  perpendicolare  all'  intersezione  comune,  è  perpen- 
dicolare all'altro  piano.  La  CD  è  dunque  perpendi- 
colare al  piano  a,  come  d.  d, 

439.  Teor.  Se  due  rette  sono  parallele  a  una  ter- 
za, esse  sono  parallele,  tra  loro. 

Dlm.  Due  rette  A,  B  siano  parallele  ad  una 
terza  C.  Dico  che  esse  sono  parallele  tra  loro. 

Si  tiri  un  piano  a,  perpendicolare  alla  retta  C. 

Ora,  poiché  le  due  rette  A  &  C  sono  parallele,  e 
la  (7  è  perpendicolare  al  piano  a,  anche  la  retta  A 
è  [638]  perpendicolare  a  questo  piano.  Similmente, 
poiché  la  retta  B  è  parallela  alla  C,  e  questa  è  per- 
pendicolare al  piano  a,  anche  la  retta  B  è  perpendi- 
colare a  codesto  piano.  Le  rette  Ae  B  sono  dunque 
perpendicolari  ambedue  al  piano  a.  Per  conseguenza 
[574]  esse  giacciono  in  uno  stesso  piano  e  non  s'in- 
contrano; sono  dunque  parallele,  e.  d.  d. 

840.  Teni>.  Date  due  rette  sghembe,  esiste  un  seg- 
mento ed  uno  solo,  che  unisce  due  punti  delle  rette  ed 
è  perpendicolare  ad  ambedue.  Codesto  segmento  è  mi- 
nore di  qualunque  altro  che  unisca  parimente  mm 
punto  dell'una  retta  con  un  punto  dell'  altra. 

Bini.  Siano  due  rette  sghembe  A  B ,  C D .  Per  una 
di  esse,  ad  es.  per  la  CD,  si  faccia  passare  un  piano 
«,  che  sia  parallelo  all'  altra  retta.  Perciò  basta  tirare 
per  un  punto  della  CD  una  retta  parallela  alla  AB. 
Codesta  parallela  e  la  CD  determinano  [52]  appunto 
»in  piano  a,  che  è  [632]  parallelo  alla  ^  B .  Quindi, 
da  due  punti  A  e  B  della  ^  iì  si  tirino  due  rette  A  E, 
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BF  perpendicolari  al  piano  k;  e  poi  si  conduca  la 
retta  EF,  che  passa  per  i  piedi  delle  due  perpendi- 
colari. Questa  retta  EF,  perchè  parallela  [574,  633] 
alla  AB^  non  può  [639]  essere  parallela  alla  CD;  in- 
contra dunque  necessariamente  questa  retta;  sia /^ 
il  punto  d'incontro.  Infine  nel  piano  delle  rette  AB, 
E  F  si  tiri  per  //  una  ret- 
ta perpendicolare  ad  E F. 
Questa  perpendicolare  iu- 
contra[250j  la^B;dicasi 
A' il  punto  d'incontro.  Pro- 
veremo che  il  segmento 
HK  è  perpendicolare  ad 
ambedue  le  rette  date^  e  che  è  minore  di  qualsivoglia 
altro  segmento  che  imisea  un  punto  d'una  retta  con 
un  punto  dell'altra. 

Intanto,  poiché  le  rette  AB  eà  EF  sono  paral- 
lele [633],  e  la  HK  è  perpendicolare  ad  EF,  essa  è 
perpendicolare  [2ò4]  anche  alla  AB. 

Poi  si  osservi  che  il  piano  delle  rette  AB,  EF, 
come  quello  che  passa  per  la  retta  A  E,  la  quale  è  per- 
pendicolare al  piano  a,  è  perpendicolare  [605]  a  questo 
piano.  E  perchè  ìa  retta  HK  giace  in  uno  dei  piani 
ed  è  perpendicolare  alla  loro  intersezione,  essa  è  per- 
pendicolare [607]  all'altro  piano,  cioè  al  piano  a; 
quindi  [565]  è  perpendicolare  alla  retta  CD. 

Il  segmento  HK  è  dunque  in  fatto  perpendico- 
lare ad  ambedue  le  rette  date. 

Si  prendano  ora  sulle  AB,  CD  due  punti  qua- 
lunque M,  K,  e  si  tiri  il  segmento  MK.  Proveremo 
essere  HK  <  MN.  A  tal  iìne  da  M  si  tiri  la  MP 
perpendicolare  ad  EF,  Il  segmento  MP  è  uguale  [276] 
ad  HK,  e  perpendicolare  [607]  al  piano  «,  e  per  con- 
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seguenza  esso  è  minore  [580]  dell' obliqua  3/X.  Quindi 
è  anche  HK  <  MK. 

Ci  resta  a  provare  che  nessun  altro  segmento, 
che  unisca  un  punto  della  A  B  con  un  punto  della  CD, 
^otrebb'  essere  anch'  esso  perpendicolare  ad  un  tempo 
ad  ambedue  queste  rette.  Supponiamo  che  sia  tale  il 
segmento  MX;  e  tiriamo  da  M  la  retta  MP  perpen- 
dicolare 3,à.EF.  Essa  è  per  conseguenza  [2Ò4]  per- 
pendicolare anche  alla  A  B.  Ora  la  A  B,  perche  per- 
pendicolare alle  MP,  MX  è  pei'pendicolare  al  loro 
piano.  A  questo  piano  per  conseguenza  è  perpendi- 
colare [638]  anche  la  EF,  perchè  parallela  alla  AB. 
Anche  PX  è  quindi  [565J  perpendicolare  ad  EH, 
epperò  essa  è  obliqua  &  C  D.  Ora,  se  da  P  si  cala  la 
perpendicolare  su  CD,  e  si  unisce  il  punto  M  col 
piede  della  stessa,  si  ottiene  una  retta  perpendicolare 
alla  CD  [ó73[.  Ma  allora  da  uno  stesso  punto  M  sa- 
rebbero condotte  due  perpendicolari  ad  una  stessa 
retta,  e  ciò  non  può  essere. 

Resta  dunque  dimostrato  che,  ecc. 

S4I.  Uer.  Il  minimo  tra  i  segmenti,  che  hanno 
le  estremità  su  due  rette  sghembe,  si  chiama  dinfaiìza 
tra  le  due  rette. 

042.  Teor.  Se  due  rette,  che  si  tagliano,  sono  pa- 
rallele ad  uno  stesso  piano, 
il  piano  delle  due  rette  e  il            ~~\o,,-'^ 
piano  dato  non  hanno  nessun              ---^^^^--^ 
j)unto  comune.  , -, 

DIm.  Due  rette  A  B,  CD,  r  / 

che  si  segano  in  0,  siano  pa-        /_ / 

rallele  a  uno  stesso  piano  a. 

Dico  che  il  piano  delle  due  rette   [521  ^  '^  piano  re 

non  hanno  nessun  punto  in  comune. 
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Infatti,  se  i  due  piani  avessero  un  punto  comu- 
ne, e  quindi  [561]  una  retta  comune,  questa  dovrebbe 
essere  parallela  ad  un  tempo  [633]  ad  ambedue  le 
rette  AB,  CD.  Ma  allora  per  uno  stesso  punto  0 
passerebbero  due  parallele  ad  una  stessa  retta  (al- 
l'intersezione dei  piani),  e  ciò  non  può  [631]  darsi. 

Così  si  è  dimostrato  che,  ecc. 

Piani  paralleli. 

S-Ì3.  JDef.  Due  piani,  che  non  abbiano  nessun 
punto  in  comune,  si  dicono  paralleli, 

AA4.  Teor.  Due  piani  perpendicolari  a  una  me- 
desima retta  sono  paralleli. 

nini.    Siano  due  piani  perpendicolari   ad  una 
stessa  retta  AB,  rispettivamente  nei  punti  Ae  B. 
Dico  che  i  piani  non  hanno  nessun  punto  in  comune. 
Infatti,  se  potessero  avere  in  comune  un  punto 
M,  unendo  questo  punto  coi  punti  Ae  B,  risultereb- 
bero due  rette  situate  [48, 1"] 
rispettivamente  nei  due  pia- 
ni, ed  alle  quali  la  AB  sa- 
rebbe [565]  perpendicolare. 
I  Ma  allora  esisterebbe  un  tri- 

/         I  ^         angolo  MA  B  con  due  angoli 

/_ ;         /  retti.  Poiché    ciò  è  impossi- 

I  bile,  conchiudiamo   che   due 

piani  ecc. 
«43.  Teor.  Se  due  piani  sono  paralleli,  e  una 
retta  ne  incontra  uno,  essa  incontra  anche  l'altro. 

UIiii.  Siano  due  piani  paralleli  a,  p,  e  una  retta 
AB  ne  incontri  uno,  sia  il  piano  a,  nel  punto  C. 
Dico  che  essa  incontra  anche  il  piano  ^. 
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Per  la  retta  Ali  e  per  un  punto  D  del  piano  ^ 
si  faccia  passare  un  piano,  che  diremo  y.    Codesto 
piano  taglia  i  due  piani  «,  ^  in  due  rette  che  pas- 
sano rispettivamente  per  C  e  peri)  [561];  siano  le 
rette  SC,  BF.  Codeste  due 
rette,  perchè  giacciono  rispet- 
tivamente in    due  piani,  che 
non  hanno  nessun  punto  co- 
mune, non  s' incontrano,  seb- 
bene giacciano  in  uno  stesso  ' 
piano  y.  Esse  sono  dunque  pa-            /  i'\/  /' 
rallele.  E  perchè  la  retta  A  B        /p         ; \d     / 
giace  nel  loro  piano,  e  ne  in- 
contra  una  in  C,  essa  incon- 
tra [561]  anche  l'altra.  In  7f, 

punto  d'incontro,  la  AB  incontra  il  piano  ^.  Resta 
cosi  cìiniostrato  che,  se  ecc. 

S-IS.  Cor.  Se  due  piani  sono  paralleli,  ed  un 
terzo  piano  ne  sega  uno,  esso  sega  anche  l'altro. 

Siano  due  piani  paralleli  k,  /ì  e  un  terzo  piano  y 
ne  seghi  uno,  ad  es,  il  piano  a.  Dico  che  esso  sega 
£;nche  il  piano  ^. 

Infatti  una  retta  A  B  tirata  nel  piano  y  per  un 
punto  della  sua  intersezione  col  piano  «,  incontra 
questo  piano,  e  quindi  incontra  anche  il  piano  /3,  che 
è  parallelo  ad  k  .  Il  punto  d' incontro  if ,  appartiene  ad 
ambedue  i  piani  y  e  ^,  i  quali  per  conseguenza  [óGl] 
si  segano. 

«■1*.  Teor.  Se  due  piani  paralleli  sono  tagliati 
da  un  terzo,  le  intersezioni  sono  parallele. 

Dilli.  Siano  K  e  j3  due  piani  paralleli,  e  un  terzo 
piano  y  ne  incontri  uno,  e  quindi  [040]  anche  l'altro, 
Dico  che  le  intersezioni  sono  parallele. 
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intanto  in  uno  stesso  piano,  nel 
piano  y.  Ma  non  possono  in- 
contrarsi, perchè,  se  avessero 
nn  punto  M  in  comune,  que- 
sto punto  apparterrebbe  an- 
che ai  due  piani  «  e  /3,  e  ciò 
è  contro  l'ipotesi  che  i  due 
piani  siano  paralleli.  Adun- 
(jne,  ecc. 

A48.  "ìiKov.  Se  due  ipiani 
nono  parallelli,  e  una  retta  è 
perpendicolare  ad  uno,  essa  è  perpendicolare  anche 
all'altro. 

Dilli.  Siano  due  piani  paralleli  k  e  ^,  e  una  retta 
AB  sia  perpendicolare  ad  uno,  sia  perpendicolare  al 
piano  K,  nel  punto  C.  Dico  che  essa  è  perpendico- 
lare anche  al  piano  /5. 

Intanto,  perchè  i  piani  te  e  (5  sono  paralleli,  e  la 
retta  A  B  incontra  il  piano  «,  essa  incontra  [G-tò]  an- 
che il  piano  j3.  Sia  B  il  punto 
d' intersezione.  Ora  per  i  pun- 
ti C  e  Ì>,  o,  ciò  che  è  lo  stes- 
so, per  la  retta  AB,  si  fac- 
ciano passare  due  piani  y  e  ^, 
Ambidue  tagliano  |_ó6i]  i  pia- 
ni dati  ;  e  perchè  questi  sono 
paralleli,  le  intersezioni  sono 
rispettivamente  parallele.  Sia- 
no CE,  DF  le  intersezioni 
fatte  diil  piano  7,  e  CU,  i^Z  quelle  fatte  dal  piano  8. 

Ora  si  osservi  che  i  due  angoli  AC  E,  ADFsoao 
eguali,  perchè  corrispondenti  fatti  dalle  parallele 
CE,  D  F  con  la  trasversale  A  B.  Per  la  stessa  ragione 
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sono  eguali  gli  angoli  ACH,  ADK.  Ma  i  due  an- 
goli AC  E,  Adi  sono  retti,  perchè  \b,  AB  h  per- 
pendicolare al  piano  «  ;  sono  dunque  retti  anche  gli 
angoli  A  DI',  ADK;  epperò  la  ^S  è  [56G]  perpendi- 
colare al  piano  ^,  appunto  e,  d.  d. 

«4».  Teor.  Due  piani  paralleli  ad  un  terzo  sono 
paralleli  tra  loro. 

Dilli.  Due  piani  a  e  ^  siano  paralleli  ad  un  terzo 
y.  Dico  che  essi  sono  paralleli  tra  loro. 

Infatti,  se  si  tira  una  retta,  che  sia  perpendico- 
lare al  piano  y,  essa  è  perpendicolare  anche  ai  piani  a 
e  j3  [648],  e  per  conseguenza  [644]  questi  piani  sono 


«AO.  Teor,  Dati  comunque  un  piano  ed  un  pun- 
to, per  il  punto  si  può  far  passare  un  piano,  ed  uno 
soltanto,  che  sia  parallelo  al  piano  dato. 

nini.  Siano  dati  un  piano  et,  e  un  punto  A  che 
non  sia  situato  sul  piano.  Pro- 
veremo che  per  A  sì  può  con-         /  W 

durre  un  piano  ed  uno  soltanto,       / 1         / 

che  sia  parallelo  al  piano  a. 

A  tal  fine  si  cali  [572]  da  /~ 

Ala  AB  perpendicolare  al  pia-  / 
no  «.  Poi  si  tiri  [569]  un  piano 
fi  perpendicolare  b,A  AB  in.  A.  Il  piano  a  e  il  piano 
fi,  perchè  perpendicolari  a  una  stessa  retta  AB,  sono 
[644]  paralleli. 

Nessun  altro  piano,  che  passi  per  A  e  sia  distinto 
dal  piano  fi,  può  essere  parallelo  al  piano  a.  Infatti, 
se  un  piano  y  così  fatto  esistesse,  allora  la  retta  A  B, 
perchè  perpendicolare  al  piano  «,  sarebbe  perpendi- 
colare [G48]  anche  al  piano  y,  e  in  tal  caso  per  uno  stesso 
punto  .^1  passerebbero  due  piani  distinti  perpendico- 
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lari  a  una  stessa  retta.  Ciò  non  può  [569]  essere;  ep- 
però  resta  dimostrato  che  ecc. 

eai.  Teop.  1  segmenti  di  rette  parallele,  com- 
presi tra  due  piani  paralleli,  sono  eguali. 

nim.  Siano  due  piani  paralleli  k  e  )3 ,  e  due  rette 
parallele  AB,  CD,  che  li  incontrino  [G34, 645]  rispet- 
tivamente nei  punti  A,B,C.,D.  Dico  essere  AB^  CD. 
Si  tirino  le  rette  AC,B D.  Queste  sono  parallele, 
perchè  [647]  sono  le  interse- 
t-;..,,.^^  zioni  del  piano  y  delie  rette  AB, 

1. _^i  CD  coi  piani  paralleli  «  e  ^.  Il 

/&>-^^     i      y         quadrangolo  ABDC  è  dunc^^ne 

i 1 Ù-/  un  rombo,  epperò  è  [268]: 

1 l AB=CD,     e.  d.  d. 

/  "p-^    ^/  «s«.  Oss.  Sappiamo  [574] 

^ ■ '^  che,  se  due  rette  sono  perpen- 

"'"'~~---^  dicolari  a  uno  stesso  piano,  esse 

sono  parallele  ;  e  che,  se  una 
retta  è  perpendicolare  ad  uno  di  due  piani  paralleli, 
essa  è  [648]  perpendicolare  anche  all'  altro.  Per  que- 
sto, e  per  il  teorema  precedente,  possiamo  dire  che  il 
segmento  di  una  retta  perpendicolare  a  due  piani 
paralleli,  compreso  tra  questi  piani,  è  costante.  Que- 
sto segmento  si  dice  distanza  dei  due  piani  paralleli. 
fias.  Teei*.  Se  ì  lati  di  dite  angoli  hanno  dire- 
sioni  rispettivamente  uguali,  gli  angoli  sono  eguali,  e 
i  loro  piani  sono  paralleli. 

Dlin.  Siano  due  angoli  CA  B,  FDE,  i  cui  lati 
abbiano  direzioni  rispettivamente  uguali.   Dico  che 
gii  angoli  sono  eguali,  e  che  i  loro  piani  sono  paralleli. 
Si  faccia  AB  =  DE,  AC  =DF,  e  si  condu- 
cano .41?,  B^,  (7#,  iiC  ed  i'J". 

Ed  ora,  poiché  i  due  segmenti  AB,  DE  sono 
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eguali  e  paralleli,  anche  BE  k  uguale  e  parallelo  ad 
AD  [274].  E  perchè  i  segmenti  AC,  DF  sono  eguali 
e  paralleli,  anche  il  segmento 
CF  è  uguale  e  parallelo  ad 
AB.  I  due  segmenti  BE,  CF 
SODO  quindi  uguali  e  paralleli 
[639]  tra  loro;  per  conseguenza 
[274]  kBC  =  EF. 

Se  ora  consideriamo  i  trian- 
goli  ABC,   J)EF,   troviamo 

che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali  ;  quindi  [151] 
è  C{A)B^F{D)E. 

Ci  rimane  da  provare  che  i  piani  dei  due  angoli 
sono  paralleli.  Perciò  basta  osservare  che,  essendo  le 
rette  .4  5  ed  ^C parallele  rispettivamente  &DE,DF, 
esse  sono  [632]  parallele  al  piano  dell'angolo  FDE, 
epperò  [C42]  anche  il  piano  dell'  angolo  CAB  è  paral- 
lelo a  quello  dell'  angolo  FDE. 

«SJ.  Oss.  Se  per  un  punto  qualunque  si  tirano 
due  rette  rispettivamente  parallele  a  due  rette  sghem- 
be, le  due  rette  fanno  angoli  rispettivamente  ugiiali 
[653]  agli  angoli  compresi  da  due  altre  rette  tirate 
per  un  altro  punto  qualunque  parallelamente  alle  due 
rette  sghembe  stesse. 

Uno  degli  angoli  acuti  formati  da  due  rette,  con- 
dotte per  uno  stesso  punto  parallelamente  a  due  rette 
sghembe,  si  dice  inclinazione  di  queste  rette.  Se  le 
nuove  rette  sono  perpendicolari  tra  loro,  si  dicono 
perpendicolari  tra  loro  anche  le  rette  sghembe.  Cosi 
possiamo  dire,  ad  es-,  che  se  una  retta  è  perpendico- 
lare ad  un  piano,  essa  è  perpendicolare  a  tutte  le 
rette  del  piano. 

©35.  Teor.  I  segmenti  di  una  trasversale  di  un 
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fascio  di  piani  paralleli  sono  proporzionali  ai  seg- 
menti di  qualsivoglia  altra  trasversale  dello  stesso  fa- 
scio di  piani. 

Uini.  Siano  K,^,y  dei 
piani  paralleli,  ed  ^  C,  Z)  jP 
due  trasversali  [(345],  Dico 
che: 
AB-.BC  ~  DE-.EF. 
Si  tiri  ^J',  e  sia  ^  il 
pnnto  nel  quale  essa  in- 
contra il  piano  ^.  Ed  ora 
si  osservi  che  le  rette  AD, 
HE  sono  parallele,  perchè 
sono  le  intersezioni  fatte 
nei  piani  paralleli  a  e  ^ 
dal  piano  delle  rette  FA  , 
FD  [52].  Per  la  medesima  ragione  BII  è  parallela 
a  CF. 

Per  il  teorema  di  Talete,  abbiamo  : 
AB  :  BC    :^--    AH  :  UF 
e  DE  :  EF   =    AH  :  HF, 

epperò : 

AB  :  BC    =    DE  :  EF,  e.  d.  d. 
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Esercizi, 

87  I.  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  una  è  parallela  a  un  piano, 
anche  l'altra  è  parallela  al  piano,  o  vi  giace  tutta  intera. 

872.  Se  due  piani  passano  per  due  rette  parallele,  ciascuno  per 
una,  e  si  segano,  l'intersezione  è  una  retta  parallela  alle 
altre  due. 

873.  I  piani,  condotti  per  uno  atesso  punto,  parallelamente  a 
una  stessa  retta  data,  passano  per  una  medesima  retta. 

874.  Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano,  ogni  piano  pa- 
rallelo alla  retta  è  perpendicolare  al  piano  dato. 
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875.  Se  una  retta  è  parallela  ad  un  piano,  ogni  piano  perpea- 
dicolare  alla  retta  è  perpendicolare  al  piano. 

876.  Se  per  uu  punto  0  si  condacono  d«e  rette  OA,  OB  paral- 
lele ad  aa  piano  «,  e  poi  per  0  due  piani  rispettivamente 
perpendicolari  alle  rette  OA,  OB,  l'intersezione  di  questi 
piani  Ì!  perpendicolare  al  piano  «. 

877.  Due  segmenti  eguali  e  paralleli  si  proiettano  sopra  uno 
etesso  piaiìo  in  segmenti  eguali  e  paralleli. 

878.  Eette  parallele  hanno  con  uno  stesso  piano  inclinazioni 

879.  Se  due  rette  si  proiettano  sopra  due  piani  uou  paralleli  in 
rette  rispettivamente  parallele,  esse  sono  parallele. 

880.  Se  dalle  estremità  e  dal  punto  di  mezzo  di  un  segmento, 
situato  per  intero  da  una  stessa  banda  di  im  piano,  si  ti- 
rano tre  segmenti  paralleli  fino  al  piano,  il  segmento,  che 
parte  dal  punto  di  mezzo,  è  aguale  alla  semisomma  degli 
altri  due. 

88 1.  I  diedri,  formati  da  un  piano  con  due  altri  piani  paralleli, 

882.  La  proiezione  di  un  segmento  è  minore  del  segmento, 
parche  questo  non  sia  parallelo  al  piano  di  proiezione, 

883.  Se  un  triangolo  ha  na  solo  lato  parallelo  a  an  piano,  la 
proiezione  del  triangolo  su  questo  piano  è  minore  del 
triangolo  dato. 

884.  Se  un  triangolo  giace  in  un  piano  non  parallelo  al  piano  dì 
proiezione,  la  proiezione  del  triangolo  è  minore  del  trian- 
golo primitivo. 

885.  In  qualunque  solido  poliedro  ciascuna  faccia  è  minore 
della  somma  di  tatto  le  altre. 

886.  Si  può  sempre  condarre  un  piano,  che  tagli  tutti  gli  spi- 
goli di  un  angoloide  convesso. 

887.  Se  più  rette  parallele  incontrano  due  piani  paralleli,  le 
figure  che  si  ottengono  unendo  ordinatamente  i  punti 
d'intersezione,  sono  eguali. 

888.  Se  dae  piani  sono  paralleli,  e  per  i  punti  di  un  cerchio, 
posto  in  uno  de'  piani,  si  tirano  delle  rette  parallele,  que- 
ste incontrano  l'altro  piano  lungo  un  cerchio  eguale  al 

889.  Se  si  hanno  due  piani  paralleli  e  un  cerchio  in  uno  di  essi, 
le  rette,  che  passano  per  uno  stesso  punto,  situato  fuori 
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dei  piani,  e  per  i  punti  del  cerchio  dato,  incontrano  l'altro 
piano  in  punti,  che  appartengono  ad  uno  stesso  cerchio. 

890.  I  ponti,  dove  le  rette  ohe  passano  per  nuo  stesso  punto, 
sono  tagliate  da  due  piani  paralleli,  sono  i  vertici  di  due 
poligoni  simili  {omotetici). 

89 1.  Se  due  triangoli  simili  giacciono  in  piani  paralleli,  e  due 
Iati  omologhi  sono  paralleli,  le  rette,  che  passano  per  i 
vertici  omologhi,  passano  per  un  medesimo  punto. 

892.  I  segmenti,  che  uniscono  i  punti  di  mezzo  dei  lati  op- 
posti di  un  quadrangolo  (gobbo),  si  dimezaaao  scambie- 

893.  Se  da  un  punto  sì  tirano  tre  raggi  con  direzioni  rispetti- 
vamente uguali  a  quelle  degli  spigoli  di  un  triedro,  si  ot- 
tiene un  triedro  eguale  al  dato. 

894.  In  ogni  triedro  la  somma  degli  angoli,  compresi  ciascuno 
da  uno  spigolo  e  dalla  bisettrice  della  faccia  opposta,  è 
minore  della  somma  delle  facce. 

895.  Se  per  il  vertice  di  un  triedro  e  in  ciascuna  faccia  si  tira 
la  perpendicolare  allo  spìgolo  opposto,  le  tre  perpendico- 
lari giacuiono  in  uno  stesso  piano. 

896.  I  piani,  che  dimezzano  i  diedri  di  un  triedro,  si  segano 
lungo  nna  stessa  retta. 

897.  I  piani,  perpendicolari  rispettivamente  alle  facce  di  un 
triedro  lungo  le  bisettrici  delle  facce,  passano  per  una 
stessa  retta. 

898.  I  piani,  ciascuno  dei  quali  passa  per  uno  spigolo  di  un 
triedro  ed  è  pei-pendi colare  alla  faccia  opposta,  si  segano 
in  ima  medesima  retta. 

899.  I  piani,  ciascuno  dei  qnali  passa  per  uno  spigolo  di  un 
triedro  e  per  la  bisettrice  della  faccia  opposta,  passano 
per  una  stessa  retta. 

900.  Il  punto  d'incontro  delle  altezze  del  triangolo,  che  si  ot- 
tiene tagliando  con  un  piano  Dn  triedro  trirettangolo,  è  la 
proiezione  del  vertice  del  triedro  sul  piano  della  sezione. 

90  I.  Luogo  dei  punti  di  un  piano,  i  quali  sono  equidistanti  da 
due  punti  dati. 

902.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  tre  punti  dati,  che  non 
sono  in  linea  retta. 

903,  Luogo  delle  rette  parallele  a  un  piano  dato  e  che  passano 
per  un  medesimo  punto. 
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904.  Luogo  delle  rette,  che  tagliano  una  retta  data,  e  ohe  sono 

parallele  a  un'altra  retta  data. 
805.  Luogo  delle  rette  parallele  a  due  rette  parallele  date  ed 

equidistanti  da  queste  rette. 

906.  Luogo  deipunti, che  hannodatadistanzada  un  piano  dato. 

907.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  dne  piani  paralleli. 
'908.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  paralleli 

stanno  in  rapporto  dato. 
909.  Luogo  dei  punti,  ne' quali  i  segmenti  compresi  tra  due 

piani  paralleli  sono  divisi  in  rapporto  dato. 
9  i  0.  Luogo  de'  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  che  si  t.i- 

giiano  stanno  in  rapporto  dato. 

911.  Luogo  de' punti,  nei  quali  i  segmenti,  compresi  tra  un 
pnnto  dato  e  un  piano  dato  sono  divisi  in  rapporto  daio. 

912.  Luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari  tirate  da  un  punto 
dato  sulle  rette  che  giacciono  in  uno  stesso  piano  e  pas- 
sano per  uno  stesso  pnnto. 

9 1 3.  Luogo  de'  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  che  si  ta- 
gliano fanno  una  somma  data. 

9 1 4.  Luogo  de'  puliti,  le  cui  distanze  da  due  punti  dati  stanno 
in  rapporto  dato.  [447]. 

9 1 5.  Quale  è  la  condizione  perchè  si  possano  condurre  tre  piani 
paralleli  che  pas-^iuo  rispettivamente  per  tre  rette  date? 

9 1 6.  Per  un  punto  condurre  una  retta,  che  tagli  due  rette  date. 

917.  Tirare  una  retta  parallela  ad  una  data,  e  che  tagli  due 
altre  rette  date. 

918.  Dati  un  punto  ed  un  triedro,  condurre  per  il  punto  un 
piano,  che  tagli  gli  spigoli  del  triedro  in  punti  equidistanti 
dal  vertice. 

919.  Condurre  por  un  punto  dato  un  piano  parallelo  a  due  rette 
date. 

920.  Tirare  un  piano,  che  passi  per  due  punti  dati,  e  ohe  sia 
equidistante  da  due  altri  punti  dati. 

92 1.  Tirare  un  piano,  ohe  abhia  data  distauzada  tre  punti  dati. 

922.  Tirare  un  piano  che  sia  equidistante  da  quattro  punti  dati. 

923.  Condurre  un  piano  parallelo  a  uno  dato  e  tangente  a  una 
sfera  data. 

924.  Trovare  un  punto,  elle  sìa  egualmente  distante  da  quat- 
tro punti  dati. 

925.  Trovare  un  punto,  ohe  abbia  date  distanze  da  tre  piani  dati. 
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926.  Trovare  aopra  un  piano  dato  un  punto,  die  sia  eq^uidi- 
atante  da  tre  punti  dati. 

927.  Trovare  un  punto,  che  disti  egualmente  da  tre  rette  pa- 
rallele date  e  da  due  punti  dati, 

928.  Trovare  sopra  un  piano  un  punto,  clie  sia  equidistante  da 
due  punti  dati,  e  ciie  sia  ec[uidistante  da  due  dati  piani 
paralleli. 

929.  Tirare  da  nn  punto  dato  a  un  piano  dato  un  segmento,  che 
sia  eguale  a  un  segmento  dato  e  parallelo  a  un  piano 

930.  Condurre  una  retta,  che  tagli  due  rette  date,  che  sia  pa- 
rallela ad  un  piano  dato,  e  che  abbia  da  questo  piano  data 
distanza. 

93 1.  Condurre  in  un  piano  una  retta,  che  aia  parallela  ad  una 
retta  del  piano,  e  che  abbia  data  distanza  da  un  punto 
dato  fuori  del  piano. 

932.  Condurre,  da  un  punto  dato  fuori  di  un  piano,  una  retta 
ad  una  retta  posta  nel  piano,  e  in  modo  che  la  prima  ab- 
bia col  piano  inclinazione  data. 

933.  Trovare  un  punto,  che  sia  equidistante  da  due  piani  pa- 
ralleli dati,  e  che  abbia  date  distanze  da  due  punti  dati. 

934.  Condurre  per  uà  punto  dato  un  piano,  che  abbia  data  di- 
staui^a  da  una  retta  data. 

935.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  aia  na- 
ralìela  ad  un  piano  dato  e  che  il  segmento  di  essa,  com- 
preso tra  due  dati  piani,  sia  dimezzato  dal  punto  dato. 

936.  Tirare  una  retta,  clie  sia  equidistante  da  un  piano  e  da 
due  rette  parallele  tra  loro  e  parallele  al  piano. 

937.  Per  due  punti  tirare  due  piani,  che  siano  paralleli  a  una 
retta  data,  e  che  abbiano  distanza  data, 

938.  Tirare  in  un  piano  una  retta,  che  abbia  date  distanze  da 
due  punti  non  situati  nel  piano. 

939.  Per  un  punto  dato  condurre  un  segmento,  che  sia  eguale 
a  un  segmento  dato,  che  termini  su  due  piani  dati,  e  che 
sia  egualmente  inclinato  con  questi  piani. 

940.  Tirare  il  piano  che  dimezza  un  diedro  dato,  e  ciò  senza 
usare  dello  spigolo  del  diedro. 

94 1.  Condurre  per  un  punto  dato  un  piano,  che  passi  per  l'in- 
tersezione di  dne  altri,  ma  senza  usare  di  questa  iater- 
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punto  dato  una 

retta,  che  passi  per 

so  di  due  altre, 

senza  usare  di  questo 

942.  Oonaurre    ; 
il  punto  di  CI 
punto. 

943.  Per  trovare  la  distanza  di  due  rette,  si  pu6  tirare  due 
piani  rispettivamente  perpendicolari  alle  rette  date,  e 
poi  ima  retta  che  le  tagli  e  sia  parallela  all'intersezione 

944.  Una  retta  parallela  ad  un  piano  è  equidistante  dalle  rette,_ 
che  giacciono  nel  piano  e  non  le  sono  parallele. 

945.  Tirare  un  piano,  che  sia  equidistante  da  due  rette  date. 

946.  Dato  un  punto,  un  piano,  e  una  tetta  parallela  al  piano, 
condurre  per  il  punto  una  retta,  che  incontri  la  retta  data 
e  il  piano  in  due  punti  che  abhiano  data  distanza. 

947.  Tagliare  un  angoloide  tetraedro  in  modo  che  la  sezione 
sia  una  losanga  di  lato  dato. 

948.  Condurre  un  piano,  che  passi  per  un  punto  dato,  e  che 
abbia  eguali  inclinazioni  con  tre  rette  date. 

949.  Condurre  per  nna  retta  data  un  piano,  che  con  un  altro 
piano  dato  comprenda  un  diedro  dato. 

950.  Condurre  per  «n  punto  dato  un  piano  parallelo  a  una  retta 
data,  e  che  formi  con  un  piano  dato  nn  diedro  dato. 

95 1.  Costruire  un  triedro  trirettangolo,  i  cui  spigoli  passino 
per  tre  punti  dati. 

952.  Tagliare  un  triedro  trirettangolo  iti  modo  che  la  sezione 
sia  eguale  a  un  triangolo  dato. 
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Definizioni  e  teoremi  relativi  al  prisma. 

6A4.  Se  per  i  vertici  di  un  poligono  (il  cui  con- 
torno non  sia  intrecciato)  si  conducono  delle  rette 
parallele  a  una  retta  non  giacente  nel  piano  del  po- 
ligono, e  poi  si  considerano  le  strisele  [639],  ciascuna 
delle  quali  è  contenuta  dalle  parallele  condotte  per 
due  vertici  successivi,  si  ottiene  una  figura  aperta,  che 
si  dice  prisma  indefinito  (spazio  prismatico). 

Le  striscie,  che  contengono  un  prisma  indefinito, 
si  dicono  facce  del  prisma;  e  si  dicono  spigoli  o  lati 
del  prisma  le  rette  parallele,  che  limitano  le  facce. 

Se  un  piano  taglia  uno  spigolo  di  un  prisma  in- 
definito, esso  taglia  [634]  tutti  gli  altri  spigoli;  la 
figura,  formata  dalle  intersezioni  del  piano  con  le 
facce  del  prisma,  si  chiama  sezione  del  prisma. 

HAU.  Teop.  Due  sezioni  di  tm  prisma  indefinito, 
fatte  da  piani  paralleli,  sono  eguali. 

Dilli.  Siano  AD,  A'D'  due 
.sezioni  fatte  in  un  prisma  iude- 
iìnito  da  due  piani  paralleli.  Dico 
che  esse  sono  eguali. 

Intanto,  perchè  due  piani  pa- 
ralleli sono  tagliati  da  un  terzo  in 
rette  parallele  [647],  ciascun  lato 
di  una  sezione  è  parallelo  a  quello 
dell'altra,  che  è  situato  nella  me- 
desima faccia.   Così  gli  angoli  delle  due  sezioni,  per- 
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che  compresi  da  lati  clie  hanno  direzioni  rispettiva- 
mente uguali,  sono  [653]  ordinatamente  uguali. 

E  poiché  le  partì  delle  facce  del  prisma,  che  sono 
contenute  dai  piani  seganti,  sono  rombi,  e  in  ogni 
rombo  [2(J8]  i  lati  opposti  sono  eguali,  i  lati  delle  se- 
zioni sono  ordinatamente  uguali.  Le  sezioni  hanno 
adunque  lati  ed  angoli  rispettivamente  uguali  ed  e- 
gualmente  disposti,  epperò  sono  eguali  [178],  e.  d.  d. 

S38.  Se  un  piano  è  perpendicolare  a  uno  spigolo 
di  un  prisma  indefinito,  esso  è  [638]  perpendicolare 
ad  ogni  altro  spigolo.  E  poiché  due  piani  perpendi- 
colari a  una  stessa  retta  sono  paralleli  [644],  ne  se- 
gue [657]  che  tutte  le  sezioni,  fatte  in  un  medesimo 
prisma  indefinito  da  piani  perpendicolari  agli  spigoli, 
sono  eguali. 

«39.  iief.  La  sezione,  fatta  in  un  prisma  inde- 
finito da  un  piano  perpendicolare  agli  spigoli,  si  dice 
sezione  normale  del  prisma. 

Le  sezioni  normali  di  uno  stesso  prisma  indefinito 
sono  [658]  figliati. 

««».  lìef.  La  parte  di  un  prisma  indefinito, 
che  è  compresa  tra  due  piani  paralleli,  si  dice  pri- 
sma definito,  e  più  spesso  semplicemente  prisma, 
senz'altro. 

Le  due  sezioni  si  dicono  le  basi  del  prisma  ;  i 
rombi,  che  insieme  con  le  basì  formano  la  superfìcie 
totale  del  prisma,  si  dicono  le  facce  laterali;  il  loro 
insieme  costituisce  la  superficie  laterale  del  prisma. 

Qualunque  lato  di  una  base  o  di  una  faccia  late- 
rale di  un  prisma  si  dice  spigolo  del  prisma.  Quegli 
spigoli  del  prisma,  che  uniscono  un  vertice  di  una 
base  con  un  vertice  dell'altra,  si  dicono  spigoli  late- 
rali od  anche  semplicemente  lati  dei  prisma. 
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Gli  spigoli  laterali  di  un  prisma  sono  eguali  [651]. 

La  distanza  tra  j  piani  delle  basi  di  im  prisma  si 
dice  altezza  del  prisma. 

Un  prisma  si  dice  triangolare,  quadrangolare..., 
secondo  che  le  basi  sono  triangoli,  quadrangoli ..., 

Per  sezione  di  un  prisma  s'intende  la  sezione 
fatta  nel  prisma  indefinito  a  cui  il  prisma  appartiene. 

Un  prisma  si  dice  retto,  quando  gli  spigoli  late- 
rali sono  perpendicolari  ai  piani  delle  basi  [648,  638]. 
Altrimenti  si  dice  obliquo. 

In  un  prisma  retto  gli  spigoli  laterali  sono  eguali 
all'altezza  del  prisma  [652]. 

Se  la  base  di  un  prisma  retto  è  un  poligono  re- 
golare, il  prisma  si  dice  regolare. 

««I.  Teop.  La  superficie  laterale  di  un  prisma 
retto  è  equivalente  ad  un  rettangolo,  che  ha  base  uguale 
al  perimetro  della  baie,  e  altezza  uguale  all'altezza 
del  prisma. 

Dlm.  Infatti,  se  si  costruisce  un  rettangolo,  che 
abbia  base  uguale  al  perimetro  della  base  di  un  pri- 
sma retto  e  altezza  uguale  all'altezza  del  prisma,  e  si 
divide  la  base  de!  rettangolo  in  parti  rispettivamente 
uguali  ai  lati  della  base  del  prisma,  e  poi  si  tirano  per 
i  punti  di  divisione  delle  rette  perpendicolari  alla  base 
del  rettangolo,  questo  vien  diviso  in  parti  rispettiva- 
mente uguali  [269]  alle  facce  laterali  del  prisma. 

Romboide. 

HH9.  Jlef.  Un  prisma,  che  abbia  per  base  un 
Tombo,  si  dice  romboide  (o  parallelepipedo). 

GG3.  Teor.  Le  facce  opposte  dì  un  romboide  sono 
eguali  e  parallele. 
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Dilli.  Il  solido  AH  sia  un  romboide,  un  prisma 
cioè  nel  qiiale  la  base  ABC'D  è  un  rombo.  Si  vuol 
provare  che  le  facce  sono  a  due  a  due  uguali  e  parallele. 

In  quanto  alle  basi  AC  e,ò. 
EU  il  teorema  ha  luogo,  per- 
chè esso  ha  luogo  [G57]  in  ogni 
prisma.  Ci  restano  adunque  da 
confrontare  le  facce  AK,  BH, 
e  le  due  AF.DH. 

Intanto,  poiché  AB  CD  è 
un  rombo,  AD  h  parallela  a  BC. 

Come  spigoli  laterali  di  un  prisma  sono  poi  paral- 
lele le  rette  AE,  BF.  Gli  angoli  DAE,  CBF  sono 
dunque  compresi  da  lati  che  hanno  direzioni  rispetti- 
vamente uguali,  epperò  [653]  sono  eguali.  Inoltre  è 
AD^BC,  perchè  [268]  lati  opposti  del  rombo  .4  B  CD, 
eà  AE-^  BF,  perchè  il  quadrangolo  AB  FÉ,  come 
faccia  laterale  di  un  prisma,  è  un  rombo.  I  due  rombi 
AK^  BH  hanno  adunque  un  angolo  e  i  lati  che  lo 
comprendono  rispettivamente  uguali,  epperò  [269] 
sono  eguali. 

E  perchè  i  lati  de'  due  angoli  DAE,  CBFsohìo 
rispettivamente  paralleli,  i  loro  piani, cioè  i  piani  delle 
facce  opposte  AK,  BH,  sono  paralleli  [653]. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  le  facce  A  F, 
DH  sono  eguali  e  parallele.  Epperò  resta  dimostrato 
che  ecc. 

«ei.  «ss.  Poiché  i  quattro  spigoli  di  un  rom- 
boide, che  passano  per  i  vertici  di  una  stessa  faccia, 
sono  paralleli  [639],  e  le  facce  opposte  sono  parallele, 
un  romboide  si  può  [660]  riguardare  qual prisma  in  tre 
modi  diversi.  Prendendo  cioè  per  basi  due  facce  op- 
poste, o  due  altre  opposte,  o  le  due  rimanenti. 
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ees,  Teor.  Qualunque  sezione  di  un  romboide  è 
un  rombo. 

Dìm.  lufatti,  poiché  le  facce  opposte  di  un  rom- 
boide giacciono  in  piani  paralleli,  le  intersezioni  fatte 
da  un  piano  con  le  quattro  facce  del  prisma  indefinito, 
di  cui  è  parte  un  dato  romboide,  sono  a  due  a  due 
parallele,  epperò  la  sezione  stessa  è  un  rombo. 

AS6.  Se  le  basi  di  un  romboide  retto  sono  rettan- 
goli, tutte  le  facce  del  romboide  sono  rettangoli,  e 
il  romboide  si  dice  ortogonale. 

Tre  spigoli  di  un  romboide  ortogonale,  concor- 
renti in  uno  stesso  vertice,  si  dicono  le  dimensioni  del 
romboide. 

fitti.  Un  romboide  ortogonale,  le  cui  dimensioni 
siano  eguali  tra  loro,  sì  dice  cubo.  Le  facce  di  un 
cubo  sono  sei  quadrati  eguali. 

Poliedro. 

tìtìS.  Un  solido,  la  cui  superficie  sia  formata  di 
poligoni,  in  modo  che  ciascun  loro  Iato  sia  comune 
a  due  di  essi  e  che  due  di  questi  poligoni  aventi  un 
lato  comune  giacciano  in  piani  distinti,  si  dice  po- 
liedro. 

In  un  prisma  abbiamo  un  esempio  di  un  poliedro. 

I  poligoni,  che  compongono  la  superficie  di  un 
poliedro,  i  vertici,  i  lati  dei  poligoni,  si  dicono  ri- 
spettivamente le  facce,  i  vertici,  gli  spigoli  del  po- 
liedro. 

Un  poliedro  non  può  aver  meno  di  quattro  fac- 
ce; se  ha  quattro  facce,  si  dice  tetraedro.  Se  le  facce 
sono  5,  G,  8,  12,  20, ... ,  il  poliedro  si  chiama  rispetti- 
vamente j>e»iaerfj'o,  esaedro,  ottaedro,  dodecaedro,  ico- 
saedro ,.., 
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Un  poliedro  è  convesso,  se,  rispetto  a  ciascuna 
faccia,  tatti  i  vertici  che  non  appartengono  alla  faccia 
che  si  considera,  sono  da  una  stessa  banda  del  piano 
della  faccia.  Ad  es.,  un  romboide  è  un  poliedro 
convesso;  cosi  un  prisma,  se  la  base  è  un  poligono 


Per  diedri  di  un  poliedro  convesso  s'intendono  i 
diedri  convessi,  ciascuno  dei  CLuali  è  compreso  da  due 
facce  contigue. 

Angoìoidi  di  un  poliedro  sono  gli  angoloidi,  cia- 
scuno dei  quali  ha  il  vertice  in  un  vertice  del  polie- 
dro e  per  ispigoli  gli  spigoli  del  poliedro  che  concor- 
rono nel  vertice  che  si  considera.  (Questi  spigoli  si 
devono  poi  intendere  presi  in  tal  ordine,  che  ciascuna 
faccia  dell' angoloi de  contenga  una  faccia  del  po- 
liedro). 

La  superficie  di  un  poliedro  convesso  (*)  divide 
lo  spazio  in  due  parti,  una  limitata  e  l'altra  illimita- 
ta. Chiameremo  interni  al  poliedro  i  punti  dell'una; 
esterni  quelli  dell'altra. 

Delle  due  parti,  in  cui  lo  spazio  è  diviso  dalla  su- 
perficie di  un  poliedro  (non  intrecciato),  quella  limi- 
tata si  dice  solido  del  poliedro,  o  più  semplicemente 
poliedro,  senz'  altro. 

Solidi  equivalenti. 

GAS.  Due  solidi,  che  abbiano  parte  della  loro 
superfìcie  comune  e  nessun  altro  punto  comune,  si 
dicono  adiacenti. 

(*)  Oppure  anche  concavo;  non  però  intrecciato.  Un  po- 
liedro 3Ì  dice  non-intrecciato,  se  ciascuna  faccia  ha  il  suo 
contomo  e  nessun  altro  punto  in  comune  con  la  rimanente 
enperflcie  del  poliedro. 
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Ades.  due  romboidi  si  possono  rendere  adiacenti; 
anzi  in  innumerevoli  modi. 

«IO.  Sopprimendo  la  parte  di  superficie  comune 
di  due  solidi  adiacenti,  ne  risulta  un  nuovo  solido, 
che  si  dice  nomma  di  quei  due,  o  composto  di  quei 
due  ;  e  questi  sono  parti  di  quello. 

Così  resta  stabilito  il  concetto  di  addizione  di 
due,  e  quindi  anche  di  quanti  si  vogliano  solidi  (*). 

Gii.  In  un  solido  finito  si  possono  segnare  su- 
perfìcie che  Io  dividano  in  parti,  le  quali  pure  sono 
solidi  finiti;  e  il  solido  primitivo  si  può  riguardare 
come  somma  di  quelli  in  cui  è  stato  diviso. 

Se  due  solidi  sono  eguali  ed  uno  di  essi  è  comun- 
que diviso  in  parti,  l'altro  si  può  dividere  in  parti 
nello  stesso  modo.  Infatti,  facendo  coincidere  i  due 
solidi,  si  ottiene  che  le  superficie  di  divisione  del- 
l'uno dividano  egualmente  l'altro  solido, 

69».  Def.  Due  solidi,  che  si  possano  dividere  in 
partì  rispettivamente  uguali,  si  dicono  equivalenti. 

Due  solidi  eguali  sono  equivalenti. 

«98.  Teor.  Due  solidi  composti  diparti  rispet- 
tivamente equivalenti  sono  equivaleìiti. 

Diiu.  Analoga  a  quella  del  teorema  314. 

6*4.  Teor.  Due  solidi  equivalenti  ad  un  ferzo 
sono  equivalenti  tra  loro. 

Hiiii.  Analoga  a  quella  del  teorema  315.  Invece 
di  linee  k,  si  dovranno  considerare  superfìcie  a  ;  ecc. 

«94.  Uef.  Un  solido  si  dice  somma  di  altri  soli- 
di, quando  quello  e  questi  si  possono  dividere  in  parti 


{*)  Avvertiamo  che  iiqq  sempre  due  solidi  ai  possono 
rendere  afliacenti.  Epperi  in  questo  luogo  va  da  sé  che  s'in- 
tende parlare  di  solidi  che  si  possano  rendere  adiacenti. 


Hosted  by 


Google 


—  448  — 
in  modo  che  ogni  parte  del  primo  sia  uguale  ad  una 
delle  parti  dei  secondi,  e  viceversa. 

«Itì.  Teor.  Aggiungendo  a  solidi  equivalenti 
solidi  equioalenti,  si  ottengono  solidi  equivalenti. 

Dilli.  Analoga  a  quella  del  %  'ali. 

^■SH.  Cor.  Solidi  equimultipU  di  solidi  equiva- 
lenti sono  equivalenti. 

ft?8.  Ib«f.  Un  solido,  che  sia  equivalente  ad 
una  parte  d'un' altro,  si  dice  minore  di  questo,  e  que- 
sto si  dice  maggiore  di  quello. 

6)9.  Postnluio  dell' eqnivaleiiza.  Una  parte 
d'un  solido  non  pud  essere  equivalente  all'intero. 

€80.  Teur.  Se  un  solido  è  minore,  equivalente  o 
maggiore  d'un  altro,  non  può  aver  luogo  rispettiva- 
mente  ìiessuno  degli  altri  due  casi. 

Dini.  Analoga  a  quella  dei  §§  345,  346. 

Prismi  ertili  valenti. 

«81.  Teoi'.  Due  prismi  retti,  se  hanno  basi  eguali 
ed  eguale  altezza,  sono  eguali. 

Villi.  Infatti,  rendendo  coincidenti  due  basi  dei 
prismi,  in  modo  che  questi  cadano  da  una  stessa  banda 
della  base  comune,  si  ottiene  che  ciascuno  spigolo  la- 
terale d'un  prisma  coincida  con  uno  di  quelli  dell'al- 
tro [571],  e  per  conseguenza  che  coincidano  anche  i 
due  prismi. 

es».  Teor.  Un  prisma  triangolare  è  equivalente 
a  tm  prisma  retto,  che  ha  base  uguale  alla  sezione 
normale  del  prisma  dato,  e  altezza  eguale  al  lato  di 
questo  prisma. 

Ulm.  Sia  un  prisma  trilatero  qualunque  ABCDEF; 
ABC,  DEF  sono  le  basi.  Dico  che  esso  è  equivalente 
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a5  uri  prisma  retto,  che  ha  base  uguale  alla  sezione 
normale  del  prisma  dato,  e  altezza  eguale  al  Iato  di 
codesto  prisma. 

1".  Si  calino  dai  puuti  A  &  Die  perpendicolari 
AH,  DK svilo  spigolo  CF,  e  si  tirino  BH,  EK. 

Poiché  AH  e  DK,  come  situate  in  uno  stesso 
piano  e  perpendicolari  a  una  stessa  retta,  sono  paral- 
lele, ed  anche  le  AB,  DE  sono  parallele,  perchè  lati 
opposti  di  una  faccia  di  un  prisma,  i  piani  degli  an- 
goli HA  B,  KDE  sono  [653]  paralleli.  Pertanto  an- 
che il  poliedro  ABHDEKb  un  prisma  trilatero. 

Si  può  dimostrare  senza  nessuna  difficoltà  che  le 
facce  de'  tetraedri  ABC H,  DEFK  sono  rispettiva- 
mente uguali  e  simil- 

^-— r- -"Y^ ^-  mente  disposte;  eppe- 

\^''^^/\  \''s^  /  \  rò,  essendo  eguali  [624] 

\     'h-'V \        -A  i  loro  angoloidi  triedri 

\j/'  \ì/^  '■^^^  hanno  i  vertici  in 

A  I)  C  ed  in  F,  facendo  di- 

ventar coincidenti  co- 
desti angoloidi,  tali  divengono  anche  i  due  tetraedri.  E 
cosi  è  manifesto  che  i  prismi  ABCDEF,  ABHDEK 
sono  equivalenti. 

Il  nostro  ragionamento  suppone  che  uno  dei  punti 
H,  K  si  trovi  sul  segmento  CF,  e  non  vale,  senz'  altro, 
per  il  caso  che  ambidue  i  piedi  delle  perpendicolari 
AH,  D  K  cadessero  sopra  un  prolungamento  del  seg- 
mento CF. 

In  questo  caso,  prendendo  sulla  retta  CF  dei  seg- 
menti consecutivi  eguali  a  CF  ed  in  numero  suffi- 
ciente, si  otterrà  infine  che  uno  di  questi  segmenti 
contenga  il  piede  di  una  delle  perpendicolari.  Ora, 
tutti  i  prismi  triangolari,  che  hanno  comuni  gli  spi- 
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goli  AB,  DE,  e  che  hanno  per  terzo  spigolo  uno 
dei  segmenti  considerati,  sono  equivalenti  tra  loro^ 
perchè  per  due  consecutivi  qtialtinque  valgono  le 
considerazioni  fatte  per  i  due  prismi  ABCDEF  ed 
ABIIDEK.  Epperò  possiamo  dire  ohe  in  ogni  oaso^ 
dato  un  prisma  triangolare  ABCDEF,  si  può  de- 
durne uno  di  equivalente  A-SZ/DS^,  nel  quale  la. 
faccia  A  D  KH  è  un  rettangolo. 

Ed  ora  per  dispensarci  dal  costruire  una  nuova 
figura,  supponiamo  dì  ribaltare  il  prisma  ottenuto,  in 
modo  che  la  faccia  rettangolare,  che  si  trova  su!  di- 
nanzi, divenga  la  faccia  inferiore.  E  sia  ABCDEF 
il  prisma  in  questa  nuova  disposizione. 

2".  Ora  dai  punti  .il  e  D  si  calino  le  pei^pendico- 
lari  AH,  DKsaWo  spigolo  CJ;  esi  tirino _Bif  ed ^^.S". 
Così  si  ottiene  un  prisma  A  B II D  E  K,  che,  per  quanto 
si  è  già  dimostrato,  è  equivalente  al  prisma  ABCDEF, 
e  quindi  anche  [674]  al  prisma  primitivo.  Esso  ha  i 
lati  eguali  ai  lati  di  questo  prisma,  perchè,  come  è 
facile  riconoscere,  tutti  i  prismi  che  abbiamo  con- 
siderato hanno  uno  spigolo  laterale  comune.  Resta 
da  provare  che  la  bas6-4Birè  la  sezione  normale  del 
prisma  dato. 

Perciò  basta  osservare  che  tutti  i  prismi,  che  ab- 
biamo considerato,  sono  tutti  tagUati  fuori  da  uno 
stesso  prisma  indefinito,  epperò,  essendo  retti  gli  an- 
goli .B^-D,  II AD,  e  per  conseguenza  [566]  perpendi- 
colare ai  lati  dei  prismi  il  piano  dell'angolo  HAB,  il 
triangolo  II AB  è  appunto  una  sezione  normale  del 
prisma  dato.  Conehiudiamo  che  ecc. 

OS3.  Teop.  Due  prismi,  che  abbiano  sezioni  nor- 
mali equivalenti  e  spigoli  laterali  eguali,  sono  equi- 
valenti. 
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Dlni.  1°.  Consicleriamo  prima  il  caso  che  i  due 
prismi  siano  triangolari  e  che  le  sezioni  normali  siano 
eguali. 

Sappiamo  [682]  che  i  due  prismi  sono  rispettiva- 
mente equivalenti  a  due  prismi  retti  aventi  basi  eguali 
alle  sezioni  normali  dei  prismi  dati  e  altezze  uguali  ai 
loro  spigoli  laterali.  Ma  codesti  due  prismi  sono  eguali 
[68ÌJ  ;  quindi  [674]  i  prismi  dati  sono  equivalenti,  e.  d.  d. 

2".  Passiamo  a  considerare  il  caso  di  due  prismi, 
le  cui  sezioni  normali  siano  due  poligoni  quakinque. 

In  questo  caso  una  sezione  normale  d'un  prisma 
ed  una  dell'altro,  poiché  sono  equivalenti,  si  possono 
dividere  in  uno  stesso  numero  di  poligoni  rispettiva- 
mente uguali,  e  quindi  anche  in  uno  stesso  numero 
di  triangoli  rispettivamente  uguali. 

Imaginiamo  che  le  sezioni  siano  cosi  divise  e  di 
condurre  per  tutti  i  vertici  dei  triangoli  delle  rette 
rispettivamente  parallele  agli  spigoli  laterali  dei  pri- 
smi. E  segniamo  le  strisele,  ciascuna  delle  quali  è  con- 
tenuta da  due  parallele  passanti  per  due  vertici  d'uno 
stesso  triangolo  {*).  In  questo  modo  i  due  prismi  ven- 
gono divisi  in  uno  stesso  numero  di  prismi  trian- 
golari, che  sono  rispettivamente  equivalenti,  perchè 
hanno  sezioni  normali  eguali  e  spigoli  laterali  eguali. 
[651].  Per  conseguenza  [673]  anche  i  due  prismi  dati 
sono  equivalenti,  e.  d.  d. 

«94.  TeoF.  Il  piano,  che  passa  per  due  spigoli 

(*)  Si  può  indicare  la  costruzione  della  striscia,  i  cui  lati 
passano  per  dne  dati  punti  AB  e  sono  paralleli  ad  una  retta 
CD,  dicendo  ii  proiettare  il  segmento  A.B, parallelamente 
alla  rettaCÙ.  Cosi,  nel  nostro  caso  si  direbbe  di  proiettare 
parallelamente  ai  lati  del  prisma  quei  lati  dei  triangoli  che 
non  fanno  parte  del  contorno  della  sezione. 
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opposti  di  un  romboide,  divide  il  romboide  iti  duepri- 
smi  equivalenti. 

Ulm.  Sia  un  romboide  AH.  Per  due  spigoli 
opposti,  ad  eg.  peri  due  KD,  FB,  si  faccia  passare 
un  piano  [639J.  Dico  che  i  due  prismi  triangolari 
ABDEFK,  BCDFNK,  in  cui  resta  diviso  il  rom- 
boide, sono  equivalenti. 

Perciò  si  tagli  il  rom- 
boide con  un  piano,  che 
pia  perpendicolare  allo 
spigolo  .4  fi.  SeZil/A'P 
è  la  sezione,  essa  è  un 
rombo  [665],  che  vien  di- 
viso dal  piano  KFBD 
liei   due  triangoli  eguali 

LPM,  NMP.  Ma  questi 

,.  .     .  " 

triangoli  sono  sezioni  nor- 
mali dei  due  prismi,  i  quali  inoltre  hanno  eguali  gli 
spigoli  laterali.  Pertanto  i  due  prismi  sono  equivalenti 
[683],  e.  d.  d. 

«9S.  Teoi*.  Due  romboidi,  che  abbiano  una  fac- 
cia eguale,  ed  eguali  le  altezze  corrispondenti,  sono 
equivalenti. 

nini.  Nei  due  romboidi  AH,  A'H'  siano  eguali 


]e  facce  AC,  A'C,  ed  eguali  le  altezze  corrispcnienti. 
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Siano  LN,  UN'  due  sezioni  fatte  con  piani 
perpendicolari  agli  spigoli  ^S  ed  ^'B'.  Codeste  duo 
sezioni  sono  equivalenti,  perchòi  lati  i  A/,  L'M',  come 
altezze  [565]  di  rombi  eguali,  sono  eguali  ;  e  rispetto 
a  questi  lati  le  sezioni  hanno  eguali  altezze,  dacché 
queste  sono  le  altezze  [607]  dei  romboidi  rispetto  alle 
facce  AC  ed  A'C. 

Se  ora  riguardiamo  i  romboidi  come  due  prismi 
aventi  per  basi  BH  e  B'H',  troviamo  che  hanno 
le  sezioni  normali  equivalenti  ed  eguali  gli  spigoli  la- 
terali. Pertanto  [683]  essi  sono  equivalenti,  e.  d.  d. 

6S6.  Teor.  Due  prismi  triangolari,  che  abbiano 
basi  eguali  ed  altezze  eguali,  sono  equivalenti. 

utin.  Nei  due  prismi  triangolari  ABiJD EF^ 
A'B'C'D'E'F'  siano  eguali  le  basi  ABC,  A'B'C, 
ed  eguali  le  altezze. 


Diviso  per  metà  il  lato  C-S  in  li,  si  tiri  per  H I» 
KL  parallela  ad  ^  <?,  e  per  C  la  CL  parallela  ad  A  B. 
Per  i  punti  Ar,i/,Z,  si  tirino  poi  le  rette  KM,HN, 
L 0  parallelamente  &d  AB  e  fino  ad  incontrare  il 
piano  D  EF.  Con  questa  costruzione  si  ottengono  due 
prismi  triangolari  HKBNME,CHLFNO,  che  sono 
equivalenti,  perchè  hanno  eguali  (come  è  facile  pro- 
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vare)  le  sezioni  normali  e  gli  spigoli  laterali.  Ora  que- 
sti due  prismi  sono  parti,  uno  del  prisma  ABCDEF, 
l'altro  del  romboide  AO,ì  quali  hanno  il  rimanente  in 
comune.  Per  conseguenza  [673]  il  prisma  ed  il  rom- 
boide sono  equivalenti. 

Cou  analoga  costruzione  si  ottiene  il  romboide 
A'O'  equivalente  al  prisma  A'B'C'D'E'i" , 

E  perchè  le  basi  dei  romboidi  AO,  A'O'  sono 
egnaii  {perchè  sono  eguali  i  triangoli  ABC,  A'B'C) 
e  sono  eguali  le  altezze,  i  due  romboidi  sono  equiva- 
lenti [685];  e  però  [674]  sono  equivalenti  tra  loro 
anche  i  prismi  dati,  e.  d.  d. 

esii.  Teoi*.  Due  prismi,  che  abbiano  basi  equi- 
valenti ed  altezze  eguali,  sono  equivalenti. 

Dilli.  Le  basi  dei  due  prismi,  poiché  sono  equi- 
valenti, si  possono  dividere  in  uno  stesso  numero  di 
poligoni  rispettivamente  uguali,  e  quindi  anche  in 
uno  stesso  numero  di  triangoli  rispettivamente  ugua- 
li. Per  conseguenza  i  due  prismi  si  possono  dividere 
in  egual  numero  di  prismi  triangolari,  che  sono  equi- 
valenti, ciascuno  a  ciascuno,  perchè  hanno  basi  eguali 
ed  eguali  altezze  [686].  Quindi  i  prismi  dati  sono  equi- 
valenti [674],  e.  d.  d. 

«88.  Cop.  Un  prisma  è  equivalente  ad  un  rom- 
boide ortogonale,  che  Ita  base  equivalente  a  quella  del 
prisma  ed  altezza  eguale  all'altezza  del  prisma. 

«8»,  Probi.  Costruire  un  romboide,  che  sia  equi- 
valente ad  un  prisma  dato  ed  abbia  un'altezza  eguale 
ad  ww.  dato  segmento. 

Hlsol.  Si  costruisca  dapprima  un  romboide,  che 
sia  equivalente  al  prismo  dato  [340,087].  Sia  A II  co- 
desto romboide,  e  sia  poi  s  il  dato  segmento. 

Prolungato  uno  spigolo  del  romboide,  ad  es.  Io 
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spigolo  j4B,  si  faccia  BL^.  s.  Qaindi,  prolungando 
Ì)C  e  tirando  per  L  la  parallela  a  BC,  si  compia  il 
rombo  Ci,  Si  tiri  3/ B,  e  sia  A' il  punto  d' incontro 
I  delle  rette  MB  e  DA.  Infine 

si  tiri  per  N  la  parallela  ad 
AB;  e  sia  P  il  punto  dove 
essa  incontra  ML]  ed  0  il 
punto  d' incontro  delle  rette 
CB  ed  A'P. 

Sappiamo    [329]    che    1 
rombi  AC eàO L  sono  equi- 
valenti; epperò  un  romboide  fi,  che  abbia  OL  per 
base  e  altezza  uguale  a  quella  del  romboide  AH,  h 
equivalente  [687]  ad  AH. 

Infine,  facendo  nel  romboide  R  una  sezione  nor- 
male con  un  piano  perpendicolare  a  B  L ,  e  costruendo 
poi  un  romboide  retto  S  con  base  uguale  alla  detta 
sezione  o  altezza  uguale  a  Si,  sì  avrà  in  quest'ultimo 
romboide  una  soluzione  del  problema. 

Ulni.  Infatti  il  romboide  8  è  equivalente  [683] 
al  romboide  R,  e  quindi  [674]  anche  al  romboide  A  H 
ed  al  prisma  dato;  ed  ha  una  altezza  eguale  a  BL, 
cioè  al  dato  segmento  t, 

fì90.  Probi.  Costruire  un  prisma,  che  sia  equi- 
valente ad  ttn  prisma  dato  ed  abbia  per  base  un  po- 
ligono dato. 

nisnl.  Si  trasformi  il  prisma  dato  in  un  romboide 
ortogonale  Afl'{vedi  fig.  prec),  ed  il  poligono  dato 
in  un  rettangolo,  che  abbia  un  lato  eguale  allo  spi- 
golo BF.  L'altra  dimensione  del  rettangolo  si  metta 
sul  prolungamento  di  AB  in  BL.  Poi  si  faccia  la 
stessa  costruzione  che  nel  problema  precedente.  Infine 
si  costruisca  un  prisma  P,  che  abbia  per  base  il  poli- 
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gono  dato  ed  albezza  eguale  o.  BO.  Codesto  prisma, 
è  il  domandato. 

Uini.  Infatti  il  prisma  P  ed  il  romlioide  FP^ 
perchè  hanno  altezze  uguali  a  BO  e  basi  equivalenti^ 
sono  [687]  equivalenti.  Il  romboide  FP  è  poi  equi- 
valente [087]  al  romboide  AH,  e,  questo  al  prisma- 
dato;  per  conseguenza  [674]  anche  il  prisma  P  è  equi- 
valente al  prisma  dato.  Ha  poi  le  basi  eguali  al  poli- 
gono dato;  quindi  è  il  prisma  richiesto. 

491.  Pi>obl.  Costruire  un  prisma,  che  sia  la  .som- 
ma di  alquanti  prismi  dati. 

Rlsol.  Si  trasformino  i  pi'ismi  P  dati  in  altri 
prismi  P'  aventi  medesima  altezza  qualunque  [689j- 
.  Poi  si  costraiaoa  un  prisma  S,  che  abbia  questa  stessa, 
altezza  e  base  equivalente  alla  somma  delle  basi  dei 
prismi  P'.  Codesto  prisma  è  il  solido  domandato. 

uim.  Intatti,  poiché  la  base  del  prisma  A' è  la 
somma  delle  basì  dei  prismi  P',  la  base  del  prisma  S- 
e  quelle  dei  prismi  P  '  si  possono  decomporre  in  trian- 
goli rispettivamente  uguali,  e  quindi  anche  il  prisma 
3  e  i  prismi  P'  si  possono  decomporre  in  prismi  ri- 
spettivamente equivalenti.  Quindi  il  prisma  S  è  equi- 
valente alla  somma  dei  prismi  P'  [675],  e  per  conse- 
guenza anche  alla  somma  dei  dati  prismi  P. 

sa*.  Pi'obl.  Riconoscere  se  due  prismi  sono 
equivalenti. 

Riso!.  Chiamiamo  ^  e  iì  Ì  due  prismi  dati.  Per 
riconoscere  se  essi  sono  equivalenti,  se  ne  trasformi 
uno,  ad  es.  il  prisma  B,  in  un  prisma  C,  che  abbia  la 
stessa  altezza  del  prisma  A  ;  e  poi  si  confrontino  [347} 
le  basi  dei  prismi  A  e  C.  Se  le  basi  sono  equivalenti, 
tali  sono  i  due  prismi,  e  quindi  [674]  anche  Ì  due  pri- 
smi dati  Ae  B. 
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Nel  caso  che  le  basi  siano  disuguali,  e  sia,  ad  es., 
la  base  del  prisma  A  maggiore  [348]  di  quella  del 
prisma  C,  in  tal  caso  dal  prisma  A  si  può  tagliar  via 
Tina  parte,  che  sia  equivalente  al  prisma  C,  e  quindi 
anciie  al  prisma  B;  epperò  il  prisma^  è  maggiore  [678] 
del  prisma  B,ei  due  prismi  non  sono  equivalenti  [680]. 

693.  Teop.  Se  un  prisma  di  data  base  ha  Val- 
iezza  piccola  abbastanza,  il  prisma  è  minore  di  un 
solido  dato  qualunque. 

Dilli.  Chiamiamo  B  la  base  data  ed  s  il  solido 
dato.  Presa  di  questo  solido  una  parte  a,  che  sia  un 
prisma,  si  trasformi  questa  parte  in  un  prisma  Q,  che 
abbia  le  basi  eguali  a]  poligono  B  [690].  Chiamiamo 
7/ l'altezza  di  codesto  prisma.  Ora,  se  un  prisma  ha  le 
basi  eguah  al  poligono  B  e  altezza  minore  del  seg- 
mento -ff,  esso  è  minore  del  prisma  Q  [678],  ossia  del 
prisma  ra,  e  quindi  è  anche  minore  del  solido  s. 

«O-i.  Teor.  Se  un  prisma  di  data  altezza  ha  la 
base  piccola  abbastanza,  esso  è  minore  dì  un  solido 
dato  qualunque. 

nim.  Chiamiamo  Jf  l'altezza  ed  e  il  sohdo  dato. 
Presa  da  questo  una  parte  che  sia  un  prisma,  si  tras- 
formi questa  parte  in  un  prisma  a  avente  altezza 
eguale  ad  //  [689j;  e  chiamiamo  B  la  sua  base.  Uu 
prisma,  che  abbia  altezza  uguale  ad  if  e  base  minore 
di  B,  è  minore  [678]  del  prisma  a  e  quindi  anche 
del  solido  £. 

Esercizi. 

953.  Tagliare  un  cubo  iu  modo  che  la  sezione  sìa  eguale  a  uà 
rombo  dato. 

954.  Le  diagonali  di  un  romboide  e  i  segmenti,  cKe  uniscono  i 
punti  d'incontro  delle  diagonali  di  due  facce  opposte,  pas- 
sano pei  uno  etepso  punto. 
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955.  Se  le  diagonali  di  nn  prisma  quadrangolare  passano  per 
uno  stesso  punto,  il  prisma  è  uà  romboide. 

956.  La  somma  delle  distanze  dei  vertici  di  un  romboide  da  tia 
piano,  cbo  non  lo  interseca,  è  ottupla  della  distanza  del 
punto  d' incontro  delle  diagonali  del  romboide  dal  piano 
stesso. 

957.  Il  quadrato  della  diagonale  di  un  romboide  ortogonale  è 
equivalente  alla  somm.a  dei  quadrati  delle  tre  dimensioni. 

958.  Il  cubo  della  somma  dì  due  segmenti  è  equivalente  alla 
somma  do'  cubi  dei  segmenti,  più  il  triplo  del  romboide 
che  ba  per  base  il  rettangolo  de'  segmenti  e  altezza  eguale 
alla  loro  somma. 

959.  Se  per  il  puuto  d'incontro  delle  diagonali  di  un  cubo  si 
conduce  un  piano  perpendicolare  a  una  diagonale,  1»  se- 
zione risultante  è  un  esagono  regolare. 

960.  In  un  romboide  la  somma  do'  diedri  è  uguale  a  12  retti.  E 
in  Tin  prisma  di  n  lati  è  uguale  a  4  (  n  —  1  )  retti. 

96 1.  Trovare  il  lato  di  un  cubo,  data  la  diagonale. 

062.  In  un  prisma  triangolare  indefinito,  a  facce  uguali  sono 
opposti  diedri  eguali  ;  e  reciprocamente.  E  a  faccia  mag- 
giore è  opposto  diedro  maggiore  ;  e  reciprocamente. 

963.  Se  la  sezione  normale  di  un  prisma  è  un  poKgono  rego- 
lare, la  somma  delle  distanze  di  un  punto  preso  neU'  in- 
temo del  prisma  dalle  facce  laterali  e  dalle  basi  del  prisma 
è  costante. 

964.  I  centri  di  gravità  de'  triangoli,  cbe  sono  sezioni  di  uu 
prisma  triangolare  indefinito,  sono  in  linea  retta. 

965.  La  superficie  laterale  di  un  tronco  di  prisma  (*)  triango- 
lare è  equivalente  a  un  rettangolo,  cbe  ha  per  base  il  peri- 
metro di  una  sezione  normale,  e  altezza  eguale  alla  di- 
stanza dei  centri  di  gravità  delle  basi  del  tronco. 

966.  Un  tronco  di  romboide  è  equivalente  a  uu  romboide,  cbe 
ha  perbase  una  sezione  normale,  e  altezza  eguale  al  quarto 
della  somma  de'  quattro  spigoli  laterali. 

967.  Un  tronco  di  prisma  triangolare  è  equivalente  a  uà  pri- 
sma, che  ha  per  base  una  sezione  normale,  e  altezza 
eguale  alla  distanza  de'  centri  di  gravità  delle  basi. 

(*)  Cosi  si  chiamo  la  parie  di  un  prisma  indeflnìio  compresa  tra  due 
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CAPITOLO  XX 
PIRAMIDE 

Definizioni  e  teoremi  relativi  alla  piramide. 

e»5.  Preso  un  poligono,  a  contorno  non  intrec- 
ciato, e  un  punto,  che  non.  giaccia  nel  piano  del 
poligono,  si  conducano  per  questo  punto  e  per  i  ver- 
tici del  poligono  dei  raggi,  e  si  considerino  gli  an- 
goli convessi  compresi  da  ciascuna  coppia  di  raggi 
passanti  per  due  vertici  consecutivi  {*).  Così  si  ottiene 
una  figura  aperta,  che  si  chiama  piramide  indefinita 
{angoloide,  spazio  piramidale). 

Il  punto  comune  ai  raggi,  i  raggi,  gli  angoli,  si 
dicono  ordinatamente  il  vertice,  gli  spigoli,  le  facce 
della  piramide  indefinita;  il  poligono  primitivo  ed 
ogni  altro  formato  dalle  intersezioni  delle  facce  con 
un  piano,  che  tagli  tutti  i  lati  della  piramide,  si  di- 
cono sezioni  della  piramide. 

Per  piramide,  senz'altro,  s' intende  più  frequen- 
temente il  solido  limitato  da  una  sezione  di  una  pira- 
mide indefinita  e  dalla  parte  della  superficie  di  que- 
sta, che  è  da  quella  banda  della  sezione  dove  si  trova 
il  vertice.  La  sezione  si  dice  allora  base  della  pirami- 
de ;  e  si  chiama  superficie  laterale  l'insieme  dei  trian- 
goli, che  hanno  un  vertice  in  comune  nel  vertice 
della  piramide,  e  un  lato  in  comune  con  la  base.  Per 

(*)  Si  può  acceanare  la  costruzione  di  codesti  angoli  di- 
cendo di  proiettare  i  fati  del  poligono  dal  punto  preso  fuori 
del  piano  del  poligono. 
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altezza  della  piramide  s'intende  la  distanza  [iiSl]  del 
vertice  dalla  base. 

Una  piramide  sì  dice  triangolare,  quadrangola- 
re, ecc.,  secondo  il  numero  delle  facce  laterali,  o,  ciò 
che  è  lo  stesso,  secondo  il  numero  dei  lati  della  base. 

Una  piramide  triangolare,  poiché  è  un  solido  con- 
tenuto da  quattro  facce,  suol  dirsi  più  spesso  tetrae- 
dro, senz'altro.  Un  tetraedro  è  una  piramide  in  cui 
una  qualunque  delle  facce  si  può  assumere  per  base. 

Quando  la  base  di  una  piramide  è  un  poligono 
regolare,  e  il  piede  della  perpendicolare,  calata  dal 
vertice  sulla  base,  cade  nel  centro  della  base,  la  pi- 
ramide si  dice  regolare. 

La  parte  di  uno  spazio  piramidale,  compreso  tra 
due  sezioni,  i  cui  piani  si  seghino  esternamente  alle 
sezioni  stesse,  si  dice  tronco  di  piramide;  e  se  le  se- 
zioni sono  parallele,  il  tronco  si  dice  a  basi  parallele. 
In  questo  caso  la  distanza  [6^2]  delle  basi  si  chiama 
altezza  del  tronco. 

SO0.  Teor.  Due  sezioni  parallele  di  una  pira- 
mide indefinita  sono 
poligoni  simili. 

Dlm.  Sia  una  pi- 
ramide indefinita  qaa,- 
ìunqueVABCBE;  ed 
ABCBE,  A'BV'D'E' 
siano  due  sezioni  pa- 
rallele. Dico  che  esse 
sono  simili. 

Intanto,  perchè  le 
intersezioni  fatte  in 
due  piani  paralleli  da 
un  terzo  piano  sono  [647]  parallele; 


lati  delle  due 
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sezioni  sono  rispettivamente  paralleli,  epperò  gli  an- 
goli delle  sezioni  sono  [653]  rispettivamente  uguali. 
Ora,  considerando  i  triangoli  VAB,  VA'B',  ab- 
biamo [450]: 

AB-.A'B'  =  VB:  VB'; 
6  dai  triangoli   VBC,   VB'C  si  ha.: 

BCiB'C  ^   VB:  V B' ; 
perciò  [390]  anche: 

ABiA'B'  —  BCiB'C. 
Le  sezioni  hanno  adunque  angoli  ordinatamente 
uguali  e  lati  proporzionali,  ossia  sono  simili,  e,  d.  d. 

699.  Teor.  Se  due  piramidi  hanno  eguali  altezze 
e  hafii  equivalenfi,  due  sezioni  parallele  alle  basi,  ed 
equidistanti  da  queste,  sono  equivalenti. 

Oim.  1".  Dobbiamo  considerare  dapprima  il  caso, 
in  cui  le  basi  delle  due  piramidi  sono  due  triangoli 
eguali.  Proveremo  cbe  allora  anche  le  sezioni,  fatte 
con  piani  paralleli  alle  basi  ed  equidistanti  dalle  basi, 
sono  eguali. 

Siano  adunque  i  due  tetraedri  ABC D,  EFHK. 
Siano  eguali  le  basi  BCD,  FHK,  ed  eguali  le  al- 
tezze A  M,  EK.  Presi  su  queste  due  segmenti  eguali 
MM' ,  NX', 
per  M'  e  per 
A"  si  condu- 
cano due  pia- 
ni rispettiva- 
mente paral- 
leli alle  basi. 
Dico  che  le  se- 
zioni B'C'D', 
F'H'K'  sono 
eguali. 
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Se  per  i  vertici  A  ed  E  imaginiarao  condotti  i 
piani  paralleli  alle  basi,  e  poi  consideriamo  quei  seg- 
menti delle  AM,  AB  da  nna  parte,  e  delle  EN,  EF 
dall'altra,  che  sono  compresi  tra  i  piani  paralleli,  tro- 
viamo [655]  che  : 

AB  :  AB'  =  AM  :  AM' 
ed  EF  :  EF'  =  EN  :  EN'. 

In  queste  proporzioni  i  secondi  rapporti  sono  eguali, 
perchè  è  AM  =  EN  per  dato,  ed  AM'  =  EN' 
per  costruzione.  Quindi  anche: 

AB  :  AB'  —  EF  :  EF'. 
D'altra  parte,  perchè  B'C  è  [647]  parallela  a  BC, 
ed  F'H'  ad  FH,  abbiamo  [450]: 

AB  :  AB'  =   BC  :  B'C 
ed  EF  :  EF'  ^  FH  :  F'H'; 

quindi  anche  : 

BC  :  B'C  =  FH  :  F'H'. 

Ma  è  BC^  FH,  perchè  lati  corrispondenti  nei  trian- 

goH  eguali  £C' A  F'HK;  quindi  è  anche  B'C  =  F'H'. 

Nel  modo  stesso  si  proverebbe  essere: 

CB'  =  H'K'      e      B'D'  =  F'K'. 

Epperò  i  triangoli  B'C'D',  F'H'K'  sono  eguali. 

2".  Passiamo  ora  a  considerare  il  caso  generale, 
quello,  cioè,  in  cui  le  basi  delle  due  piramidi  sono 
equivalenti. 

Poiché  le  basi  sono  equivalenti,  noi  possiamo  sup- 
porlo divise  in  poligoni  rispettivamente  uguali,  epperò 
anche  in  triangoli  rispettivamente  uguali.  Per  conse- 
guenza le  piramidi  date  si  possono  imaginare  divise 
in  egual  numero  di  tetraedri  aventi  basi  rispettiva- 
mente uguali  e  medesima  altezza.  E  poiché,  per  quanto 
abbiamo  provato  precedentemente,  le  sezioni,  fatte 
in  ciascuna  delie  coppie  dei  tetraedri  da  piani  equidi- 
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stanti  dalle  basi,  sono  eguali  tra  loro,  le  sezioni,  fatte 
nelle  piramidi  da  piani  equidistanti  dalle  basi  sono 
composte  di  triangoli  rispettivamente  uguali,  epperò 
sono  equivalenti.  Adunque,  ecc. 

ftSS.  Teor.  La  superficie  laterale  dì  una  pira- 
mide regolare  è  equivalente  ad  un  triangolo,  che  Tia 
base  uguale  al  perimetro  della  base  della  piramide,  e 
altezza  eguale  all'apotema. 

Uiin.  Sia  VABC DE  ima. 
piramide  regolare.  La  perpen- 
dicolare VH,  ealata  dal  vertice 
sul  piano  della  base,  ha  quindi 
il  piede  Hnel  centro  del  poli- 
gono. E  perchè  le  oblique,  che 
hanno  proiezioni  eguali,   sono 
eguali  [584],  in  una  piramide 
regolare  i  segmenti,    ohe   uniscono   il  vertice   della 
piramide  coi  punti  di  mezzo  dei  lati  della  base,  sono 
eguah. 

B  perchè  i  segmenti,  che  uniscono  il  centro  della 
base  coi  punti  di  mezzo  de'  suoi  lati,  sono  perpendico- 
lari a  questi  lati,  i  segmenti,  che  uniscono  il  vertice 
della  piramide  regolare  coi  punti  di  mezzo  dei  lati 
della  base,  sono  anch'essi  perpendicolari  a  questi  lati 
[673J.  Il  vertice  di  una  piramide  regolare  ha  dunque 
uguale  distanza  dai  lati  della  base  ;  codesta  distanza 
si  dice  apotema  della  piramide.  Ora  proveremo  che 
la  superficie  laterale  della  piramide  è  equivalente  ad 
un  triangolo,  che  ha  base  uguale  al  perimetro  della 
base  e  altezza  eguale  all'apotema. 

A  tal  iìne  imaginiamo  di  portare  sopra  una  stessa 
retta  e  consecutivamente  tanti  segmenti  eguali  ai  lati 
della  base,  quanti  sono  questi  lati,  e  di  unir  poi  le 
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estremità  di  tutti  i  segmenti  con  un  punto,  che  abbia 
dalla  retta  distanza  eguale  all'apotema  della  piramide. 
I  triangoli,  cosi  formati,  sono  equivalenti  alle  facce 
della  piramide,  come  quelli  che  hanno  basi  ed  altezze 
rispettivamente  uguali  alle  basi  e  alle  altezze  delle 
facce,  Epperò  [317]  anche  il  triangolo,  che  è  somma 
dei  triangoli  parziali,  è  equivalente  alla  superficie  la- 
terale della  piramide.  Così  si  è  dimostrato  che  ecc. 

fi09.  Osa.  E  chiaro  che  la  precedente  proposi- 
zione vale  anche  per  la  superficie  laterale  di  una  pi- 
ramide, che  abbia  per  base  un  poligono  qualunque 
circoscritto  ad  un  cerchio,  e  il  vertice  in  un  punto 
della  perpendicolare  tirata  al  piano  della  base  per  il 
centro  del  cerchio.  Infatti  anche  in  questo  caso  le 
perpendicolari,  calate  dal  vertice  della  piramide  sui 
lati  della  base,  sono  eguali  tra  loro  [209,  573,  136]. 
Anche  in  questo  caso  la  distanza  del  vertice  della 
piramide  dai  lati  della  base  si  dice  apotema  della 
piramide. 

Equivalenza  tra  piramidi  e  prismi. 

700,  Jlef.  Due  solidi,  che  siano  compresi  tra  due 
classi  contigue,  si  dicono  equivalenti. 

90I.  Xcwr.  Dite 
tetraedri,  che  ab- 
biano basi  equiva- 
lenti ed  altezze  u- 
guali,  sono  equiva- 
lenti. 

Dim.Neitetrae- 
driABCD,EFHK 
ÌBf3.cce  BCD,FHK 
siano  equivalenti;  e 
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le  altezze  relative  a  codeste  facce  siano  eguali.  Dico 
che  i  tetraedri  sono  equivalenti. 

Si  dividano  le  due  altezze  in  un  numero  qualun- 
que di  parti  eguali,  e  per  i  punti  di  divisione  si  tirino 
dei  piani  rispettivamente  paralleli  alle  basi.  Le  se- 
zioni, che  questi  fanno  nei  due  tetraedri,  sono  rispet- 
tivamente equivalenti  [697].  Ed  ora  sulle  basi  de'  te- 
traedri e  EU  ciascuna  delle  sezioni  si  costruiscano  dei 
prismi,  in  modo  che  ciascuno  abbia  per  uno  spigolo 
laterale  una  qualsìvogUa  di  quelle  parti  di  spigoli  de' 
tetraedri,  che  sono  comprese  tra  la  sezione  che  si  con- 
sidera e  la  prossima  superiore.  I  prismi  cosi  ottenuti 
si  diranno  circoscritti.  E  manifesto  che  i  due  tetrae- 
dri sono  rispettivamente  minori  [678]  dei  due  solidi 
composti  con  i  prismi  circoscritti. 

Se  poi  confrontiamo  uno  qualsivoglia  dei  prismi, 
che  sono  in  una  figura,  col  corrispondente  nell'al- 
tra, riconosciamo  che  sono  [G87]  equivalenti,  come 
quelli  che  hanno  basi  equivalenti  e  medesima  altezza. 
Per  conseguenza  la  somma  de'  prismi,  che  sono  da 
una  banda,  è  [073]  equivalente  alia  somma  de' prismi 
che  sono  dall'altra;  epperò,  se  dinotiamo  con  S  Tuna 
o  V  altra  delle  due  somme,  possiamo  dire  che  ambi- 
due  i  tetraedri  sono  minori  di  uno  stesso  solido  S. 

Ora,  prendendo  ciascuna  delle  sezioni  per  base 
(superiore)  e  per  ispigolo  laterale  una  qualsivoglia  di 
quelle  parti  di  spigoli  de'  tetraedri,  che  sono  com- 
prese tra  il  piano  della  sezione  che  sì  considera  e 
quello  della  sezione  prossima  inferiore,  si  costruiscano 
dei  prismi  (*).  I  prismi,  cosi  ottenuti,  si  diranno  iscrit- 
ti. E  manifesto  che  i  tetraedri  sono  rispettivamente 

(•)  Nel  nostro  disegno,  per- maggiore  chiarez7,a,  sono  rap- 
presentati soltanto  i  prismi  circoscritti  al  tetraedro  ABCD, 
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maggiori  [678]  dei  due  solidi  composti  con  i  prismi 
iscritti. 

E  perchè  ancora  tutti  i  prismi,  che  sono  da  una 
banda,  sono  [687]  equivalenti  rispettivamente  a  quelli 
che  sono  dall'altra,  anche  la  somma  dei  primi  è 
equivalente  alla  somma  dei  secondi  [673];  epperò, 
se  indichiamo  con  2^'  l'una  o  l'altra  delle  due  som- 
me, possiamo  dire  che  i  tetraedri  dati  sono  maggiori 
ambidue  di  uno  stesso  solido  2?  '. 

Se  poi  consideriamo  i  prismi  circoscritti  e  i  pri- 
smi iscritti,  che  si  trovano  in  uno  stesso  tetraedro,  ve- 
diamo che  ciascuno  dei  primi  è  equivalente  a  quello 
deisecondi  che  glie  immediatamente  sottoposto  [687]; 
e  che  pertanto  la  differenza  tra  la  somma  2  e  la,  som- 
ma S'  è  per  l'appunto  il  maggiore  dei  prismi  circo- 
scritti; quello  una  cui  base  è  la  base  stessa  del  te- 
traedro. 

Ed  ora  imaginiamo  di  andar  indefinitamente  cre- 
scendo il  numero  n,  e  di  formare  due  elassi:  una  con 
le  somme  di  prismi  circoscritti  e  l'altra  con  le  somme 
di  prismi  iscritti,  corrispondenti  ai  singoli  valori  di  n. 
Dico  che  codeste  due  classi  sono  contigue. 

Intanto,  ogni  somma  di  prismi  circoscritti  è  mag- 
giore di  qualunque  somma  di  prismi  iscritti  [678j. 

E  si  possono  poi  trovare  due  elementi,  uno  della 
classe  maggiore  ed  uno  della  classe  minore,  la  cui 
differenza  sìa  minore  di  qualunque  solido  m  dato.  In- 
fatti, quando  n  sia  grande  abbastanza,  la  differenza 

e  soltanto  gli  isoritti  nell'altro  tetraedro.  Avvertiamo  non 
essere  necessario  clie,  ad.  es.,  i  prismi  circoscritti  alle  parti  del 
tetraedro  AJ3  CD  abbiano  tutti  tra  i  loro  spigoli  laterali  una 
parte  di  uno  stesso  spigolo  del  tetraedro.  Altrettanto  dicasi 
de'  prismi  iscritti. 
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tra  le  corrispondenti  due  somme  di  prismi,   cioè  il 
corrispondente  prisma  avente  per  base  una  delle  basi 
dei  tetraedri  dati,  avendo  altezza  abbastanza  piccola, 
è  minore  del  dato  solido  a.  [693]. 

Poiché  ambidue  i  tetraedri  sono  compresi  tra 
le  due  classi  contigue,  essi  sono  equivalenti  [700]. 

708,  Due  piramidi,  che  abbiano  basi  equivalenti 
ed  altezze  uguali,  sono  equivalenti. 

Ditti.  Infatti,  le  basi  delle  due  piramidi,  poiché 
sono  equivalenti,  si  possono  dividere  in  poligoni  ri- 
spettivamente uguali,  e  quindi  anche  in  triangoli  ri- 
spettivamente uguali.  Per  conseguenza  le  pir.imidi 
,  date  sì  possono  dividere  in  egual  numero  di  tetrae- 
dri aventi  basi  rispettivamente  uguali  e  altezze  ugua- 
li. Ma  poiché  così  fatti  tetraedri  sono  rispettivamente 
equivalenti  [701],  anche  le  due  piramidi  date  sono 
equivalenti. 

■soa.  Teor.  Una  piramide  è  la  terza  parte  di  un 
■prisma,  se  questo  ha  base  equivalente  a  quella  della 
piramide  e  medesima  altezza. 

Dlm.  1°,   Consideriamo  dapprima  un  tetraedro 
ABC'D;  e  sia  ABC'ìs,  faccia  che  si  prende  per  base. 
Si  conducano  per  A  e  per  C  fine  rette  A  F,  CE  pa- 
rallele a  BD,  e  poi  per  D  un 

F-c— — -^E        piano  parallelo   a  quello  del 

'''C~~~~/fa  triangolo    ABC.    Si   ottiene 

/       ''■•(    \      /  ^'^^'^  ^^  prisma  A  B  CFD  E,  che 

/     /  H   \   I  ^^  '^  atessa  base  e  la  stessa 

/  /       /  \  W  altezza  del  tetraedro  dato. 

A^;:^ — r-p^^  Il  piano  .4  Ci?  divide  il 

^^~^  prisma  nel  tetraedro  ABCD 

e  nella  piramide  che  ha  per  base  il  quadrangolo  A  CEF 

e  il  vertice  m  D\  %  questa  piramide,  se  si  conduce  il 
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piano  FDC^  resta  divisa  ne' due  tetraedri  DACF  e 
DVEF. 

Ora  i  due  tetraedri  DACF,  DCEF  sono  [701] 
eq^uivalenti,  perchè  hanno  eguali  le  basi  ACF,  CEF 
ed  eguale  altezza. 

Anche  i  tetraedri  ^S CU,  DCEF  sono  equiva- 
lenti [TOl]  ;  infatti  hanno  eguali  le  basi  ABC,  D  EF, 
come  basi  di  un  prisma,  ed  hanno  eguali  altezze,  per- 
chè es3Ì  sono  compresi  tra  i  medesimi  piani  paralleli 
ABC,  DEF.  [602]. 

Pertanto  il  tetraedro  ABCD  è  la  terza  parte  del 
pi'isma  ABCFDE,  col  quale  ha  base  ed  altezza  co- 
mune. [702], 

2".  Passiamo  a  considerare  una  piramide  poli- 
gonale qualunque. 

Prendiamo  un  prisma,  che  abbia  la  base  equi- 
valente alla  base  della  piramide  e  altezza  eguale  a 
quella  della  piramide. 

Dividendo  le  basi  equivalenti  della  piramide  e 
del  prisma  in  uno  stesso  nitmero  di  triangoli  rispet- 
tivamente uguali,  poi  la  piramide  si  può  dividere  in 
tetraedri  ed  il  prisma  in  prismi  triangolari.  Ciascun 
tetraedro  essendo  un  terzo  del  prisma  parziale  corri- 
spondente, anche  la  piramide  è  un  terzo  del  prisma 
totale  [376]. 

Cosi  sì  è  dimostrato  che  ecc. 

nnx.  Teor.  Un  tronco  di  piramide  a  basi  pa- 
rallele  è  equivalente  alla  somma  di  tre  piramidi,  le 
qtudi  hanno  la  stessa  altezza  del  tronco,  e  per  basi 
rispettive  le  due  basi  del  tronco  e  la  media  propor- 
zionale tra  esse. 

Bini.  1".  Consideriamo  dapprima  un  tronco  di  pi- 
ramide triangolare;  e  sia  il  tronco  ABCDEF. 
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Intanto,  se  tiriamo  il  piano  B  D  F,  tagliamo  via 
i3al  tronco  il  tetraedro  B DEF,  che  ha  la  base  DEF 
in  comune  col  tronco  dato,  e  medesima  altezza  di 
questo.  Ci  rimane  poi  la  piramide  col  vertice  in  B,  e 
la  cui  base  è  il  quadrangolo  ADFC.  Questa  pirami- 
de, tagliata  col  piano  BAF,ci  dà  il  tetraedro  ABCF, 
il  quale,  ove  si  prenda  per 
base  il  triangolo  ABC,  ha 
anch'esso  la  stessa  altezza 
deltronco.Prescindendodai 
due  tetraedri  considerati,  ri- 
mane il  tetraedro  BADF, 
il  quale  è  [701]  equivalente 
al  tetraedro  HA  D  F,  che  ha 
col  primo  la  base  A  D  Fin.  co- 
mune, ed  ha  il  vertice  nel  punto  H,  dove  Ja  parallela 
ad  AD^  condotta  per  £,  incontra  DE.  (Si  sa  infatti 
che  una  retta.,  condotta  parallelamente  ad  una  retta 
di  un  piano,  è  [632J  parallela  al  piano,  e  che  [G36]  i 
punti  di  una  retta  parallela  ad  un  piano  hanno  dal 
piano  eguali  distanze).  Se  ora  nel  tetraedro  HADF 
prendiamo  per  base  il  triangolo  D  HF,  troviamo  che 
ha  altezza  comune  col  tronco  dato;  e  però  solo  ci  re- 
sta da  provare  che  il  triangolo  DBF  k  medio  propor- 
zionale tra  le  basi  del  tronco,  medio  adunque  fra  il 
triangolo  DEF  ed  il  triangolo  DHK,  ottenuto  ti- 
rando II K  parallelamente  ad  EF,  e  che  è  uguale  ma- 
nifestamente al  triangolo  ABC. 

Intanto,  se  confrontiamo  i  triangoli  DEF,  DHF, 
troviamo  che,  rispetto  ai  lati  DE,  DII,  hanno  al- 
tezza comune.  Quindi  [384]: 

DHF  :   DEF  —   DH  :   DE. 
Medesimamente,  poiché  i  triangoli  DHK,  DHF,  ri- 
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spetto  ai  lati  DK,  D  F,  hanno  comune  l'altezza,  ab- 
biamo: 

DIIK  :   DHF  =   DK  :    D F. 
Ma  per  il  teorema  di  Talete,  egli  è  : 

DK  :  DF  =   DE  :  DE; 
quindi  [390]  anche  : 

BHK  :    DHF  =--   DHF  :    DEF. 
Ossia,  perchè  è  D  HK  "=:  ABC,  egli  è  appunto  : 
ABC  :   DHF  =   DHF  :   DEF. 

2°.  Ora  proveremo  che  il  teorema  sussiste  anche 
nel  caso,  in  cui  le  basi  del  tronco  siano  poligoni  di 
quanti  si  vogliano  lati. 

Siano  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F'  le  basi  di  un 
tronco  di  piramide  a  basi  parallele  (*),  le  quali  sono 
perciò  [696]  due  poligoni  simili. 

Tirate  da  duo  vertici  omologhi  tutte  le  diagona- 
li, si  considerino  i  piani,  che  passano  (**)  per  cia- 
scuna coppia  di  diagonaH  omologhe.  Cosi  il  tronco 
dato  resta  diviso  in  tronchi  a  basi  parallele  e  trian- 
golari ;  e  ciascuno  di  questi,  come  si  è  dimostrato  pur 
ora,  è  equivalente  alia  somma  di  tre  tetraedri,  che 
hanno  ecc. 

Ora  è  manifesto  che  la  somma  dei  tetraedri,  che 
hanno  per  basi  i  triangoli  ABC,  A  CD,  ADE,  AEF, 
è  equivalente  [701]  ad  una  piramide,  che  ha  per  base 
la,hase  ABCDEF  del  tronco  dato,  e  la  stessa  al- 
tezza di  questo.  Così  la  somma  dei  tetraedri,  che 
hanno  per  basi  i  triangoli  A'B'C,  A'C'D',  A'D'E', 

(*)  Per  maggior  chiarezza  si  aon  disegnate  soltanto  le 
basi  del  tronco. 

(**)  Due  diagonali  omologke  sono  in  uno  stesso  piano, 
percliÈ  le  estremità  aono  situate  au  due  rette  (su  due  lati  della 
piramide,  a  cui  appartiene  il  tronco)  ohe  si  incontrano, 
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A'E'F\  è  equivalente  ad  iiua  piramide,  che  ha  per 


base    la   base    A'B'C'D'E'F'  del  tronco  dato, 


la 


sto.  Così  ci  restano 
da  considerare  i  te- 
,'"  ,■'     ...     traedri,  che  hanno 
..''',--—"  ;       per   basi  le  medie 
■.~~~~--   .'.■    proporzionali, e pro- 
■.,.--"  vare  che  la  somma 

'  di  queste  è  media 

proporzionale  tra  le 
basi  del  tronco  dato. 

A  tal  fine,  preso  su  ^S  un  segmento  Ah '^  A'B', 
si  conduca  &  e  parallelamente  s,  BC,  fino  ad  incon- 
trare in  e  la  diagonale  AC;  poi  per  e  la  e  d  parallela 
a  CD,  fino  ad  incontrare  in  d  la  diagonale  J.Z);  e 
così  via.  Facilmente  si  proverebbe  [461]  che  i  trian- 
goli Ab  e,  A  ed,  Ade,  Aef  sono  eguali  rispettivamente 
ai  triangoli  A'BV,  A'C'D',  A'D'E',  A'E'F'.  Ep- 
però  i  triangoli  AbC,  AcD,  AdE,  AeF  sono  ap- 
punto le  medie  proporzionali  rispettive  tra  le  basi  di 
ciascuno  dei  tronchi  parziali  che  abbiamo  conside- 
rato. Or  dunque  bisogna  provare  che  la  somma  dei 
triangoli  AbC,  AcD,  AdE,  ^eF (somma  che  indi- 
cheremo con  ff)  è  media  proporzionale  tra  i  due  po- 
ligoni ABCDEF,  A'B'C'D'E'F'  (che  indichere- 
mo rispettivamente  con  P  e  P').  Perciò  osserviamo 
che  [384]: 

Abc   :  AhC   —    Ac  :  AC, 
ed  Acd  :  AcD  =    Ad  :  AD. 

Ma  [417]: 
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quintli  anche  : 

Abc  :   AbC   =    Acd  :  Ael). 
Ne!  modo  stesso  si  proverebbe  che  ; 

Acd   :   AcD    =    Ade   :    AdE, 
oche        Ade   :   AdE    —    Aef    :    AeF. 
Ma  se  alquanti  rapporti  tra  grandezze  omogenee  sono 
eguali,  la  somma  degli  antecedenti  sta  a  quella  dei 
conseguenti,   come   uno  degli  antecedenti  sta  al  suo 
conseguente  ;  quindi  : 

P'  :  0    =    Abc  :  AbC. 
Nella  steasa  maniera  si  può  dimostrare  che  : 
a  :  P  ~    AbC  1  ABC. 
Ma  Abc   :   AbC    ~    AbC  :   ABC; 

quindi  infine  anche  : 

P'   :    fl    =r    tf  :   P. 
Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 
VOA.  Probi.  Trasformare  un  tetraedro  in  uno 
equivalente,    che  abbia  un'altesza  eguale  ad  un  seg- 
mento dato. 

Risol.  Sia  ABCD  il  tetraedro  dato  ed  a  il  seg- 
mento dato,  Imaginiamo  condotto  un  piano  a  paral- 
lelo al  piano  B  CD  e  talmente 
che  abbia  da  codesto  piano 
distanza  uguale  al  segmento 
e;  e  sia  jSP  la  retta  in  cui 
esso  sega  il  piano  ABD.  Si 
costruisca  [337]  il  triangolo 
^fi/^ equivalente  al  triangolo 
ABD.  Il  tetraedro  HBCK  è 
il  domandato. 
Bini.  Intanto  la  perpendicolare  calata  da  //sulla 
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base  BCK  h  uguale  al  segmento  b  [652].  Poi  i  due 
tetraedri  ABCD  ed  HBCK,  avendo  le  basi  ABD, 
i?B£^  equivalenti  e  comune  la  relativa  altezza,  sono 
equivalenti.  [TOl]. 

90®.  Teoi-.  Se  una  piramide  di  data  altezza  ha 
la  base  piccola  abbastanza,  essa  è  minore  di  un  solido 
dato  qualunque. 

Dlm.  Chiamiamo  H  l'altezza  della  piramide  data 
ed  E  il  solido  dato.  Presa  di  questo  una  parte  o  che 
sia  un  tetraedro,  si  trasformi  [705}  codesta  parte  in 
un  tetraedro  oj',  che  abbia  un' altezza  uguale  ad  H. 
Chiamiamo  B  la  base  relativa.  Ora,  se  una  piramide 
ha  altezza  eguale  ad  if  e  base  minore  [344]  del  trian- 
golo B,  essendo  la  detta  base  equivalente  ad  una 
parte  del  triangolo  B,  la  piramide  è  equivalente  [702] 
ad  una  parte  del  tetraedro  a  ',  epperò  è  minore  del 
solido  I,  come  d.  d. 

909.  Probi.  Costruire  la  somma  di  quante  si  vo- 
gliano piramidi  date. 

Klsol.  Si  decompongano  le  piramidi  in  tetrae- 
dri T,  e  poi  si  trasformino  questi  tetraedri  [705]  in 
altri  2",  i  quali  abbiano  tutti  un'altezza  ugnale  ad 
Un  segmento  arbitrario  H.  Infine  si  costruisca  una 
piramide  P,  che  abbia  la  base  equivalente  alla  somma 
delle  basi  dei  tetraedri  T',  ed  altezza  H.  Codesta  pi- 
ramide è  il  solido  domandato. 

Dilli.  Infatti,  poiché  la  piramide  P  ha  base  equi- 
valente alla  somma  di  quelle  dei  tetraedri  7  ',  la  sua 
base  e  le  basi  dei  tetraedri  T'  si  possono  decomporre 
in  parti  rispettivamente  eguali,  e  quindi  anche  la  pi- 
ramide jP  e  i  tetraedri  T'  si  possono  decomporre  in 
tetraedri  rispettivamente  equivalenti.  Quindi  ecc. 

908.  Probi.  /Sommare  dei  poliedri  dati. 
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Risol,  Si  ctecompongano  i  poliedri  in  piramidi, 
e  si  sommino  poi  le  piramidi. 

VOB.  ProbU  Riconoscere  se  due  poliedri  sono 
equivalenti. 

Risol.  Si  trasformino  i  due  poliedri  in  due  te- 
traedri d'uguale  altezza.  Se  le  basi  dei  tetraedri  sono 
equivalenti,  sono  equivalenti  [701]  i  tetraedri  e  quindi 
anche  i  poliedri.  Nel  caso  contrario  un  poliedro  è 
equivalente  ad  una  parte  dell'altro. 

Esercizi. 

969.  In  ogni  tetraedroi  segmenti,  elle uniaoonoipanti  di  mezzo 
di  due  spigoli  opposti,  si  dimezzano  reciprocamente. 

970.  In  un  tetraedro,  a  faece  ugnali  corrispondono  altezze 

97  i.  Date  tre  rette  parallele,  si  prenda  un  punto  sulla  prima, 
un  punto  sulla  seconda,  ed  un  segmento  eguale  a  nn  dato 
sulla  terza.  Il  tetraedro,  clie  ha  per  vertici  i  due  primi 
punti  e  le  estremità  del  segmento,  è  costante. 

972.  I  centri  di  gravità  de'  triangoli,  ohe  sono  sezioni  di  uno 
stesso  aiigoloide  triedro,  soao  in  linea  retta. 

973.  I  segmenti,  che  uniscono  i  vertici  di  un  tetraedro  con.  i 
centri  di  gravità  delle  l'acce  opposte,  passano  per  uno 
stesso  plinto.  Da  questo  punto  ciascun  segmento  resta  di- 
viso coti  che  una  parte  è  tripla  dell'  altra. 

974.  Gli  assi  dei  cerchi  circoscritti  alle  facce  di  un  tetraedro 


975.  Se  un  piano  è  parallelo  a  due  lati  opposti  di  un  tetrae- 
dro, e  taglia  il  tetraedro,  la  sezione  è  un  rombo. 

976.  In  ogni  tetraedro  regolare  il  quadrato  delia  distanza  dei 
punti  di  mezzo  di  due  spigoli  opposti  è  equivalente  alla 
metà  del  quadrato  di  uno  spigolo  del  tetraedro. 

977.  La  somma  dei  diedri  di  un  tetraedro  è  compresa  tra  quat- 
tro retti  e  sei  retti. 

978.  In  qualunque  tetraedro  la  somma  dei  quadrati  de'  sei  spi- 
goli è  quadrupla  della  somma  dei  quadrati  d 
che  uniscono  i  punti  di  mezzo  degli  spigoli  opposti. 
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979.  Qualunque  piano,  tirato  per  i  punti  ài  mezzo  di  due  lati 
opposti  di  un  tetraedro,  divide  il  tetraedro  in  dae  parti 
equivalenti. 

980.  In  ogni  tetraedro  il  piano,  che  dimezza  un  diedro,  taglia 
lo  apigolo  opposto  in  parti,  che  stanno  tra  loro,  come  le 
facce  che  comprendono  il  diedro  dimezzato. 

981.  Se  ai  unisca  il  punto  d' incontro  delle  diagonali  di  un 
romboide  coi  vertici  dello  stesso,  si  taglia  il  romboide 
in  sei  piramidi  quadrangolari  equivalenti. 

982.  Un  tronco  di  prisma  triangolare  è  equivalente  alla  somma 
di  tre  piramidi,  che  hanno  per  base  una  delle  basi  del 
prisma,  e  i  vertici,  opposti  alla  base  comune,  ne'  vertici 
dell'altra  base  del  tronco. 

983.  Un  tronco  di  romboide  è  equivalente  alla  somma  di  quat- 
tro piramidi,  che  hanno  per  base  com.une  una  base  de! 
tronco,  e  i  vertici  ce'  vertici  dell'  altra  base. 

984.  Un  tetraedro  ò  equivalente  a  un  sesto  del  romboide,  le  cui 
facce  oppostepassano  per  dueapigoli  opposti  del  tetraedro. 

985.  Un  cubo  è  sestuplo  dell'ottaedro  che  ha  i  vertici  ne'  cen- 
tri delle  facce  del  cubo. 

986.  Se  quattro  tetraedri  haano  «no  spigolo  comune,  e  rispet- 
tivamente per  ispigoli  opposti  quei  tre  spigoli  e  la  dia- 
gonale di  un  romboide  che  partono  da  uno  stesso  ver- 
tice, il  quarto  tetraedro  è  equivalente  alla  somma  degli 
altri  tre. 

987.  In  piramidi  di  eguale  altezza,  sezioni  equidistanti  dalle 
basi  stanno  tra  loro  come  le  basi. 

988.  Due  piramidi  d'eguale  altezza  stanno  come  le  basi. 

989.  La  somma  delle  distanze  di  un  punto  interno  qualunque 
dalle  facce  di  un  poliedro  convesso,  che  abbia  le  facce 
uguali,  è  costante. 

990.  Dividere  un  tetraedro  in  due  parti  equivalenti  mediante 
un  piano  condotto  per  un  punto  dato  sopra  uno  spigolo. 
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CAPITOLO  XXI 
POLIEDRI    SIMILI 


Ito.  Def.  Si  dicono  simili  due  poliedri,  se  hanno 
le  facce  rispettivamente  simili  e  similmente  disposte,  e 
gli  angoloidi  eguali,  ciascuno  a  ciascuno  (*). 

Nei  poliedri  simili  due  facce  simili  e  che  si  cor- 
rispondano si  dicono  omologhe.  Si  dicono  omologhi  i 
vertici  omologhi  di  facce  omologhe  ;  omologhi  gli  spi- 
goli che  congiungono  vertici  omologhi;  omologhi  i 
diedri  compresi  da  facce  omologhe;  omologhi  gli 
angoloidi  che  hanno  i  vertici  in  vertici  omologhi. 

Gli  angoloidi  omologhi  sono  dunf^ue  uguali  per 
definizione.  L'eguaglianza  degli  angoloidi  omologhi 
ha  per  conseguenza  quella  dei  diedri  omologhi. 

911.  Teor.  Se  si  taglia  vna  piramide  con  un 
piano  parallelo  alla  base,  si  ottiene  una  piramide  si- 
mile alla  data. 

Dim.  Sia  VABCDE  la  piramide,  nella  quale  un 
piano  parallelo  alla  base  ha  fatto  la  sezione  A' B'CD  'E'. 
Si  vuol  provare  che  la  piramide  VA'B'C'D'E' .  è  si- 
mile alla  data. 

Intanto  le  basi  sono  simili,  perchè  [69G]  sezioni 
parallele  di  uno  stesso  angoloide.  E  le  facce  triangolari 

{*)  Due  romboidi  ortogonali,  che  abbiano  per  basi  due  qua- 
drati eguali,  e  in  cui  l'altezza  dell'uno  aia  doppia  del  lato  del 
quadrato,  e  l'altezza  delsecondo  siala  metà  del  lato  stesso,  aono 
solidi  che  hanno  gli  angoloidi  eguali  ciascuno  a  ciascuno,  e  le 
facce  ordinatamente  simili,  ma  non  similmente  disposte.  E  i 
due  romboidi  non  sono  simili.  Questo  esempio  mostra  che  la 
condizione  che  le  facce  siano  similmente  e 
presa  nelle  precedenti. 
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0  [450]  simili  ordinatamente  alle 
facce  VAB,  VBC,...-per- 
chèìs  rette  A'B',B'C',... 
sono  [647]  rispettivamen- 
te parallele  alle  rette  A  B, 
BC,...  Le  due  piramidi 
ìiaono  dunque  facce  ri- 
spettivamente simiii  e  si- 
milmente disposte. 

Gli  angoloidì  poi  sono 
ordinatamente  uguali, 
giacché  quello  poliedro  in 
V  è  comune,  e  gli  ango- 
loidi  alle  basi  sono  [G24]  rispettivamente  uguali,  per- 
chè sono  triedri  contenuti  da  facce  ordinatamente 
uguali  e  similmente  disposte.  Così  si  è  provato  che, 
se  ecc. 

■Sia.  TeoF.  Due  tetraedri  sono  simili,  se  hanno 
un  diedro  eguale  compreso  da  facce  rispettivamente 
simili  e  similmente  disposte. 

Dilli.  Nei  due  tetraedri  ABCD,  EFHK  sia.il 
diedro  CABD  eguale  al  diedro  HEFK,  e  le  facce 
ABC,  ABD  siano  rispettivamente  simiU  alle  facce 
EFH,  EFK,  e  similmente  disposte.  Si  vuol  provare 
che  i  due  tetraedri  sono  simili. 

A  tale  intento  si  faccia  ^ii"^^i^.  All'  ^EH, 
AK'  =  EK,  e  siiirino  F'H',  H'K'  e  E'F'. 

Ora,  essendo  C  {A)  B  ^  H {E)  F  per  la  simi- 
glianza  delle  facce  ABC,  EFH,  e  D  {A)  B  =  K{E)F 
per  quella  delle  facce  ABD,  EFK,  i  triangoli  A  F'H', 
AF'K'  sono  [149]  rispettivamente  uguali  ai  due  EFH, 
EFK.  Fer  coasegaenza.  è  A  {F')H'^  E (F)H,  ed 
A{F')K'  =  E{F)K.  K&èE{F)H=A{B)C  ed 
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E{F}  K  =  A(B)D;  quinci  è  A{F')H'  =A{B)G 
GàA{F')K'^A{B)D; 
e  però  le  rette   F'II',  A 

F'K'  sono  [2431  rispet-  A  ? 

tivamente  parallele  alle  /    1  \   ^  /1\ 

rette  £6', -Bi),  e  il  pia-         ^^^1/^  ^\\ 

no  F'H'K'  è  [653J  pa-        /_yf\      ^^^\Z^ 
rallelo  al  piano  BCD.      ^\/f"/^  ^ 

Da    quest'ultima    con-  e 

chinsione  tiriamo  l'altra 

[711]  che  il  tetraedro  AF'R'K'  è  simile  al  tetrae- 
dro ABC'D;  e  però,  se  possiamo  provare  che  il 
primo  è  uguale  al  tetraedro  EFHK,  il  teorema  è 
dimostrato. 

Imaginiarao  adunque  di  trasportare  il  tetraedro 
-Ei^i/i"  sul  tetraedro  .4  F7/'ir'  in  modo  chele  facce 
AF'K',  EFK,  che  si  son  dimostrate  uguali,  diven- 
gano coincidenti.  Allora,  perchè  sono  eguali  i  diedri 
HEFK,  CABD,  il  piano  della  faccia  EFH  sì  ada- 
gia su  quello  della  faccia  AF'H'.  Ma  i  triangoli 
EFH,  AF'H'  sono  eguah  e  similmente  disposti;  an- 
ch' essi  divengono  adunque  coincidenti,  ed  //  cade  in 
H'.  Il  tetraedro  EFHK  è  dunque  uguale  al  tetrae- 
dro AF'H'K',  e  quindi  simile  al  tetraedro  ABCD, 
e.  d.  d. 

fllS.  Teor,  Due  poliedri,  composti  d'egual  nu- 
mero di  tetraedri  ordinatamente  simili  e  similmente 
disposti,  sono  simili, 

Dini.  Sia  un  poliedro  P,  composto  dei  tetraedri 
OABC,      OAED,      OABE,... 
ordinatamente  simili  e  similmente  disposti  ai  tetraedri 
O'A'B'C,      O'A'E'D',      O'A'B'E',..., 
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che  compongono  un  altro   poliedro  P'  (*),  Si  deve 
provare  che  ì  due  poliedri  P  e  P'  sono  simili. 

r.  Per  fermare  le  idee,  consideriamo  in  uno  dei 
poliedri,  ad  es.  nel  poliedro  P,  la  faccia  ABED,  che 
è  composta  dalle  due  facce  ADE,  A  BE  de'  tetrae- 
dri dati.  Poiché  queste  due  facce  sono  per  diritto 
l'una  all'altra,  la  somma  di  quei  diedri  de'  solidi  dati. 


che  hanno  lo  spigolo  A  E  in  comune,  è  uguale  a  un 
diedro  piatto.  Ora,  perchè  a  diedri,  che  sono  in  una 
figura,  corrispondono  nell'altra  diedri  rispettivamente 
uguali  e  similmente  disposti,  nel  poliedro  P'  la  somma 
dei  diedri,  corrispondenti  a  quelli  che  nel  pohedro  P 
hanno  lo  spigolo  AE  m.  comune,  è  essa  pure  uguale 
a  un  diedro  piatto,  e  però  le  facce  corrispondenti 
alle  due  AB  E,  ADE  sono  esse  pure  per  diritto  l'una 
all'altra.  L'argomentazione  precedente  ci  permette  dì 
conchiudere  che,  quando  due  facce  o  più  de'  tetraedri 
proposti  concorrono  da  una  banda  a  formare  una  delle 
facce  di  uno  de'  poliedri,  le  facce  corrispondenti  dal- 
l'altra banda  concorrono  anch'  esse  a  formare  una 
delle  facce  dell'altro  poliedro.  E  però  a  ciascuna  fac- 

(*)  E  sottintesa  la  condizione  che  due  tetraedri  contigui 
abbiano  una  faccia  in  comune.  Se  questa  condizione  non  è  so- 
disfatta, i  poliedri,  in  generale,  non  souo  simili. 
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eia  di  uno  de'  poliedri,  composta  da  parecchie  di 
quelle  dei  solidi  dati,  corrisponde  nell'altro  polie- 
dro una  faccia  composta  da  altrettanti  triangoli  or- 
dinatamente simili  ai  primi  e  similmente  disposti  ; 
pertanto  le  due  facce  dei  due  poliedri  sono  simili 
tra  loro. 

E  qiiando  una  delle  facce  de'  tetraedri  dati,  come 
nel  caso  nostro  è  la  faccia  ABC,  costituisca  da  sé 
sola  una  delle  facce  di  uno  dei  poliedri,  nell'altro  po- 
liedro il  triangolo  corrispondente  al  primo  rappresenta 
da  sé  solo  la  faccia  corrispondente. 

Cosi  intanto  resta  provato  che  le  facce  dei  due 
poliedri  P  e  F'  sono  ordinatamente  simili  e  simil- 
mente disposte. 

2°.  Ci  resta  da  provare  che  gli  angoloìdi  dei  due 
poHedri  sono  eguali,  ciascuno  a  ciascuno.  Perciò  os- 
serveremo dapprima  che,  essendo  gìà  provato  che  le 
facce  dei  due  poliedri  sono  rispettivamente  simili  e 
similmente  disposte,  è  pur  provato  che  gli  angoloìdi 
sono  formati  da  angoli  rispettivamente  uguaU  e  si- 
milmente disposti.  Allora,  poiché  i  diedri,  compresi 
dagli  angoH  eguali,  sono  eguali,  o  come  diedri  omolo- 
ghi di  tetraedri  simili,  o  come  somme  di  diedri  ordi- 
natamente uguali,  conchiudiamo  che  anche  gli  ango- 
loìdi sono  eguali,  ciascuno  a  ciascuno.  Così  si  è  pro- 
vato che  ecc.  (*). 

tti,  Teop,  Due  poliedri  simìU  si  possono  de- 
comporre in  tetraedri  rispettivamente  simili  e  simil- 
mente disposti. 

mm.  Siano  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F'  due  po- 

{*)  Codesta  dimostrazione  e  quella  del  §  711  provano  che 
ci  sono  poliedri  con  le  proprietà  espresse  dalla  definizione 
del  g  710. 


Hosted  by 


Google 


—  481  — 
Kedri  simili  P  e  P'.  E  siano  .4,  B,  C, . . .  i  vertici  ri- 
spettivamente omologhi  dei  vertici  A',  B',  C, . . . 

Intanto,  poiché  due  poligoni  aimili  si  possono  [461] 
decomporre  mediante  diagonali  in  triangoli  simili,  cia- 
scuno a  ciascuno,  le  superfìcie  dei  due  poliedri  si  pos- 
sono riguardare  come  formate  di  triangoli  rispettiva- 
mente simili,  aventi  i  vertici  nei  vertici  de'  poliedri. 


Ed  ora  si  unisca  un  punto  0,  preso  nell'interno  del 
poliedro  I\  con  tutti  i  vertici  del  poliedro,  e  si  consi- 
derino i  piani  dei  triangoli  OAB,  OBC\...  ecc.  Il 
poliedro  vien  decomposto  cosi  nei  tetraedri  OABC, 
OABE,  OADE...  ecc. 

Consideriamo  ora  uno  dei  triangoli  che  compon- 
gono la  superficie  de  poliedro  P,  ad  es.  il  triangolo 
ADE,  ed  il  triangolo  corrispondente  A'B'E';  e  pro- 
poniamoci di  costruire  su  questo  un  tetraedro  simile 
al  tetraedro  OADE,  che  è  costruito  sul  primo,  e  si- 
milmente posto.  Perciò  basterà  condurre  per  uno 
dei  lati  del  triaiig  do  A'D'E',  ad  es.  per  D'E',  un 
piano  in  modo  che  il  diedro,  che  esso  comprende 
con  A'D'E',  sia  egnale  e  similmente  posto  al  die- 
dro OEDA,  e  costruire  poi  su  questo  piano  un 
triangolo  D'E'O'  simile   al   triangolo    BEO,   e   si- 
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milmente  posto.  Che  allora  i  dae  tetraedri  OADE, 
O'A'D'E',  avendo  un  diedro  eguale,  e  simili  e  simil- 
mente poste  le  facce  che  lo  comprendono,  sono  [712] 
simili  tra  loro. 

Se  ora  si  unisce  il  punto  0'  con  tutti  gli  altri 
vertici  del  poliedro  P',  questo  resta  diviso  dai  piani 
de'  triangoli  risultanti  in  tetraedri  simili  a  quelli  nei 
quali  si  è  diviso  il  poliedro  P,  e  HÌmilmente  di- 
sposti. 

Infatti,  per  la  simiglianza  dei  due  tetraedri 
OADE,  O'A'D'E',  sono  eguali  i  diedri  OADE, 
O'A'D'E';  opperò;  essendo  eguali  per  dato  i  die- 
dri FADE,  F'A'D'E',  sono  eguali  anche  i  rima- 
nenti diedri  OADF,  O'A'D'F'.  Quindi,  se  confron- 
tiamo i  tetraedri  OADF,  O'A'D'F',  troviamo  che, 
oltre  di  un  diedro  eguale,  hanno'simili  e  similmente 
disposte  le  facce  che  comprendono  il  diedro  stesso. 
Infatti  il  triangolo  OAD  è  simile  ad  O'A'D'  per  la 
simiglianza  dei  tetraedri  0 ^ Z> £,  O'A'D'E';  e  sono 
simili,  per  la  simiglianza  dei  poliedri  o  per  la  osser- 
vazione preliminare,  i  triangoli  ADE,  A'D'E'. 

Ormai  è  palese  come,  provata  la  simiglianza  di 
due  tetraedri,  si  possa  dimostrare  quella  di  due  tetrae- 
dri contigui,  e  che  pertanto  è  dimostrato  che  ecc. 

915.  licuiniit.  Se  8i  taglia  un  romboide  con  un 
piano  parallelo  ad  una  faccia,  i  due  romboidi  ri- 
sultanti stanno  tra  loro,  come  le  parti  in  cui  resta 
diviso  dal  piano  segante  uno  qualunque  degli  spigoli 
che  sono  tagliati  dal  piano  stesso. 

ntni.  Sia  il  romboide  AH,  ed  J/jVPQ  sia  un 
piano  pai"alielo  alla  faccia  AK.  Dico  che  il  romboide 
-IP  sta  a!  romboide  MH,  come  AJ/ad  .1/B. 

Si  divida  31 B  in  nn  numero  arbitrario  n  di  parti 
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eguali,  e  con  mia  di  queste  si  misuri  ^.1/.  Sia  m  il 
quoziente,  e  la  divisione  dia  un  resto.  Quindi,  per  i 
punti  di  divisione  dei  due  segmenti  AM,  MB  si  con- 
ducano de' plani  paralleli  al  piano  MNPQ.  Il  rom- 
boide MH  vien  di- 
viso cosi  in  n  parti, 
elle  sono  manifesta- 
mente uguali;  edili 
(m  -j-  1)  parti  vien 
diviso  il  romboide 
AP;  m  di  queste  sono 
eguali  tra  loro  e  ali» 
partì  del  romboide 
MH,  ed  una  (quella 
corrispondente  al  resto  della  divisione)  è  minore 
delle  altre  parti.  Da  ciò  risulta  che,  misurando  il  rom- 
boide A  P  con  una  n.esìma  parte  del  romboide  MB, 
si  trova  m  per  quoziente,  appunto  come  misurando 
AM  con  una  n.esima  parte  di  MB.  Se  una  divisione 
non  dà  residuo,  non  ne  dà  nemmeno  quell'altra.  Re- 
sta così  dimostrato  che  : 

AP  :  M.H  —  AM  :  21B, 
e  in  generale  che,  ecc. 

flie.  Teor.  Due  romboidi  .nmiU  sfanno  tra  loro, 
come  uno  .•^pigolo  del  primo  sta  al  segmento,  che  « 
qiiaTto  proporzionale  contimio  rispetto  al  detto  -spì- 
golo e  all'omologo  nel  secondo  romboide. 

Dlm.  Siano  A  J/"  ed  EX  due  romboidi  simili; 
gK  spigoli  AB,  AC  siano  rispettivamente  omologhi 
deglispigoHYiJi^,  E//. 

Sia  BP  terzo  proporzionale  dopo  AB  ed  EF;  » 
sia  5  Q  terzo  proporzionale  dopo  EF  %  B P.  Il  seg- 
mento BQ  è   perciò  quarto  proporzionale   continuo 
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rispetto  aà  AB  eà  E F.  Dico  che  il  romboide  A 3/  sta 
al  romboide  EK,  come  AB  sia.Tt,  BQ. 

Si  tirino  per  i  punti  P  &  Q,  due  piani  paralleli 
alla  faccia  CD,  e  fatto  E  7'^  AD,  si  compia  il  rom- 
boide E  V.  Osserviamo  intanto  che  (juesto  romboide 
e  l'altro  A  M,  rispetto  alle  basi  H F,  C'B,  hanno  al- 
tezze uguali;  che  sono  eguali,  ad  es.,  le  perpendico- 
lari calate  dai  punti  D  &  T  sulle  basi.  Infatti,  ì  due 
triedri  (.4)  ed  {E),  come  angoloidi  omologhi  di  so- 


y\"  \!\ 

\U.: 

lidi  simili,  sono  eguali,  e  però,  se  uno  vien  traspor- 
tato sull'altro,  i  punti  D  e  T,  perchè  è  AD  ^  ET, 
divengono  coincidenti,  e  tali  divengono  anche  le  al- 
tezze considerate  [572]. 

Ora,  perchè  le  facce  CB,  11 F  sono  sìniiii.   aì:- 
biamo  AB  :  E  E    —    AC  :  EH, 


sia  AB  :  EF   =    Plì 

a  per  costruzione  : 


Eli. 


quindi  anche  ; 


Pli  :  EH    —    EF  :  PB. 
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Osserviamo  ora  che  gli  Eungoli  RPB,  HEF  sono 
eguali.  Infatti  sono  eguali  ambidue  allo  stesso  angolo 
CAB;  i  due  E{P)  11,  C  (A)  B  sono  eguali,  perchè 
corrispondenti,  fatti  dalle  parallele  FB,  AC  con  la 
trasversale  AB;  i  due  II{E)  F,  C  (A)  S,  perchè  omo- 
loghi ne'  romhi  simili  CB,  TIF.  I  due  rombi  RB,  HF 
hanno  adunqiie  un  angolo  eguale,  compreso  tra  lati 
inversamente  proporzionali;  perciò  essi  sono  [428] 
equivalenti. 

I  due  prismi  F  M,  E  V,  poiché  hanno  basi  equi- 
valenti ed  eguale  altezza,  sono  [G87]  equivalenti. 

Ora,  perchè  nel  romboide  EV  &  condotto  il  piano 
^-Y parallelamente  alla  faccia  H F^  abbiamo: 

KV  :  EN    z=    TK  :  KE, 
dalla  quale  proporzione,  componendo,  si  ricava  : 

EV  :  EX    =    TE  :  KE, 
ossia  : 

EV  :  EN   z^ 
Ma  per  la  simiglianza  de'  ror 

AB  :  KE    = 
e  per  costruzione  : 

AB  :  EF    = 
ed  EF:  PB    ~ 

E  perchè  nei  romboide  P  M  per  il  punto  Q  è  tirato 
un  i)iaao  parallelo  alla  faccia  B  M,  egli  è  ; 

PB  :  QB    —    PM  :  QM. 
Nelle  cinque  proporzioni  ultime  si  vede  che  il  se- 
condo rapporto  di  ciascuna  precedente  è  uguale  ai 
primo  della  successiva,  perciò  anche: 

EV  :  EX   ~    PM  :  QM. 


AD  ; 

KE. 

aiboidi 

i  dati: 

AB  : 

EF, 

EF  : 

PB, 

PB  : 

QB. 
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Ma  si  è  dimostrato  che  i  due  solidi  EV  e  PM  sono 
equivalenti;  tali  sono  per  conseguenza  [401]  anche  i 
due  -E  A' e  Qilf.  Quindi: 

AM  :  EN   ^    AM  :  Q M. 
Infine,  perchè  nel  romboide  AM  per  il  punto   Q.  è 
condotto  un  piano  parallelo  alla  faccia  BM,  [715]: 

AM  :  QM   ^    AB  :  QB; 
quindi  anche  : 

AM  :  EK    =    AB  :  QB,         e.  d.  d. 

ÌS7.  C»p.  Due  romboidi  simili  stanno  tra  loro, 
come  i  cubi  cìi  due  loro  spigoli  omologhi. 

Dilli.  Siano  li  ed  B'  due  romboidi  simili  ;  AB 
ed  A'B'  due  loro  spigoli  omologhi.  Dico  che  i  cubi, 
i  quali  hanno  rispettivamente  per  ispigoli  i  due  seg- 
menti-4  B  ed  jI'JÌ',  e  che  indicheremo  con  le  nota- 
zioni (AB)";  {A'B')'^,  stanno  tra  loro  come  i  rom- 
boidi dati. 

Se  a  dinota  il  segmento,  che  e  quarto  proporzio- 
nale continuo  rispetto  ad  AB  ed  A'B',  allora,  per  la 
simiglianza  dei  romboidi  dati,  e  perchè  due  cubi  qua- 
lisivogliano  sono  due  romboidi  simili,  abbiamo  [T16]: 

B  :  li'    —    AB  :  a 
ed  {AB)-^  :   (A'B'Y^    —    AB  :  a. 

Per  conseguenza: 

R  :  R'    —    {ABy  :  {A'B')-;      e.  d.  d. 

718.  Te«r,  Due  tetraedri  simili  stanno  tra  loro, 
come  i  cubi  dì  due  loro  spigoli  omologhi. 

Uim.  Siano  due  tetraedri  simili  : 
ABCD,  A'B'C'D', 
e  i  vertici  A,  B,  C  dell'uno  siano  gli  omologhi  dei 
vertici  A',  B',  C  dell'altro.  Così  CD  e  CD'  sono 
due  spigoli  omologhi.  Dico  che  il  primo  tetraedro  sta 
al  secondo,  come  il  cubo  di  CD  sta  al  cubo  di  CD'. 
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Perii  e  per  D  si  conducano  le  rette  BE,  DE, 
rispettivamente  parallele  alle  due  CD,  CD.  e  si 
compia  poi  il  rom- 
boide C  K.  Analo- 
gamente nell'altra 
figvira. 

Ora,  se  con- 
frontiamo   i   due 
rombi  CE,  CE', 
troviamo  che  han- 
no angoli  rispet- 
tivamente   uguali    e    lati   proporzionali.    Infatti     è 
B{C)D  ^  B'  {C)  I)',  perchè  angoli  corrispondenti 
nelle  facce  BCD,  Ji'C'D'  dei  tetraedri  dati;  e: 

BC  :  B'C  ~  CD  :  CD'. 
E  perchè  le  facce  opposte  di  un  romboide  sono  [G63j 
eguaìi,  anche  le  facce  AK^AA  'K'  sono  simili  tra  loro. 
Nello  stesso  modo  si  proverebbe  la  simiglianza 
delle  facce  CU,  CE',  e  delle  due  C F,  CF';  e 
però  [663]  sono  simili  tra  loro  anche  le  due  BK,  B'K', 
e  tra  loro  le  due  DK,  D'K'- 

I  due  romboidi  CAT,  C'K'  sono  dunque  contenuti 
da  facce  rispettivamente  simili  e  similmente  disposte. 
Ne  viene  la  conseguenza  che  gli  angoloidi  sono  eguali 
rispettivamente;  infatti  essi  sono  triedri,  e  triedri, 
contenuti  da  facce  rispettivamente  uguali  e  simil- 
mente disposte,  sono  eguali.  Pertanto  i  due  romboidi 
sono  simili,  ed  essendo  CD  e  CD'  due  loro  spigoli 
omologhi,  abbiamo  |T17]: 

CK:C'K'    =   {CD)^:{CD')^. 
Ora  dobbiamo  osservare  che  i  due  tetraedri  dati 
sono  [703]  rispettivamente  le  terze  parti  dei  prismi 
triangolari    BCDFAH,    B'C'D'F'A'H' ,    costruiti 
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sulle  basi  stesse  de'  tebraedri  ed  egualmente  alti  che 
questi.  Alla  lor  volta  i  due  prismi  sono  [684]  rispet- 
tivamente metà  dei  romboidi;  e  però  i  tetraedri  aono 
rispettivamente  le  seste  parti  dei  romboidi.  Pertanto 
[392]:  ABCD  :  A'B'C'D'  —  CK:C'K'. 
Da  questa  proporzione  e  dalla  precedente  si  conchiu- 
de  che: 
ABCD  :  A'B'C'D'    :=    {G Dy  :  (C'J^')^     e.  d.  d. 

SI».  Teoi-.  Le  superficie  di  due  poliedri  simili 
sfanno  come  i  quadrati  di  due  spigoli  omologhi  ;  e  i 
poliedri  stanno  come  ì  cubi  di  due  spigoli  omologhi. 

Uini*  Siano  P  e  P'  due  poliedri  simili,  S  ed  8' 
le  loro  superficie,  L  ed  Z,'  due  spigoli  omologhi. 
Dicoche  S  :  S'    =    L^  :  L'^, 

e  che  7'  :  P'    ^    ÌJ  :  L'^. 

1°.  Se  indichiamo  con  I<\  ed  F„  due  facce  conti- 
gue nel  poliedro  P,  e  con  L  un  loro  lato  comune,  le 
co  ni  spendenti  facce  F'i,  FI  nell'altro  poliedro  sono 
anch'esse  contigue  ed  hanno  in  comune  lo  spigolo  L'. 
E  perchè  due  poligoni  simili  stanno  tra  loro  [4G3], 
come  i  quadrati  di  due  lati  omologhi,  abbiamo  : 

l'i  :  F',    =    L^  :  L'^ 
ed  F„_  :  F'^    ~    TJ  :  i'-, 

"epperò;  i\  :  F'^    =     F^  :  Fi. 

Le  facce  di  un  poliedro  sono  dunque  proporaio- 
naJi  alle  facce  dell'altro,  epperò  [391]  la  somma  delle 
prime,  cioè  la  superficie  del  primo  poliedro,  sta  alla 
somma  delle  seconde,  cioè  alla  superficie  dell'altro 
pohedro,  come  una  delle  facce  del  primo  sta  alla  fac- 
cia corrispondente  nel  secondo.  Cosi,  essendo: 

S  :  S'    =  F,  :  F', 
ed  F^  :  F^  =  Z-  :  L'~, 

anclie:  S  :  S'    zr:   i"  :  L'^,  e.  d.  d. 
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2".  Per  conto  della  seconda  parte  della  proposi- 
zione, dobbiamo  rammentare  che  duo  poliedri  simili 
si  possono  decomporre  in  egual  nnmero  di  tetraedri 
rispettivamente  simili  e  simiimonte  disposti,  ciascuno 
dei  quali  ha  un  vertice  in  un  punto  situato  neirinterno 
del  poliedro  di  cui  fa  parte,  e  gli  altri  tre  vertici  in  tre 
vertici  del  poliedro  stesso.  Pertanto,  se  supponiamo  di 
aver  decomposto  in  questo  modo  ambidue  i  polie- 
dri P  e  P',  ed  indichiamo  con  Pp  '1\,  'i\,---  i  te- 
traedri che  compongono  il  poUedro  P,  e  con  T[,  Pj, 
P3. . .  i  corrispondenti  dall'altra  parte,  e  supponiamo 
che  L  ed  L'  siano  due  lati  omologhi  dei  poliedri  e 
comuni  rispettivamente  ai  tetraedri  Pj,  Pg,  ed  ai  te- 
traedri T[,  P'i,  abbiamo  [718]  : 

Pi  :  P;    ^    i3  .  £'s 
e  P,  :   P;    =    L^  :  L'^; 

per  conseguenza: 

P,  :  Pi  —  3;  :  P;. 
Questa  proporzione  mostra  che  i  tetraedri  P  sono  pro- 
porzionali ai  tetraedri  7";  epperò  [391]  la  somma 
dei  primi,  cioè  il  poliedro  P,  sta  alla  somma  dei  se- 
condi, cioè  ai  poliedro  P',  come  uno  degli  antece- 
denti sta  al  suo  conseguente.  Così,  essendo: 

P  :  P'    =    P,  :  P; 
e  3;  :  P;    :—   L"-  :  P'^, 

conchiudiamo  che: 

P  :  P'    =    }?  :  7/3. 
E  però  rimane  dimostrato  che  eoe. 
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CAPITOLO  XXli 
VOLUMI    DEI    IP  O  L  2  E  D  R  S 


TSO.  Bef.  Si  dice  volume  di  un  solido  il  rapporto 
del  aolido  a  quello  che  si  prende  2)er  unità  di  misiira. 

fSt.  Per  unità  di  misura  dei  solidi  si  prende  il 
cubo,  i  cui  lati  sono  eguali  all'unità  lineare. 

1SS.  T.emiua.  Due  prismi  retti,  che  abbiano  basi 
equivalenti,  stanno  tra  loro  come  le  altezze. 

nim.  Siano  due  prismi  retti  CM,  HN;  le  basi 
ABC£>,  EFHKL  siano  equivalenti.  Dico  che  il 
prisma  CM  sta  al  prisma  HK ,  come  AM,  altezza 
del  primo,  sta  ad  LN,  che  è  l'altezza  del  secondo. 

Diviso  LN  in  un  numero  arbitrario  n  di  parti 
eguali,  con  una  di  queste  si  misuri  A  M.  Sia  m  il  quo- 
ziente, e  la  divisione  dia  un  resto.  Quindi  per  i  pùnti 
di  divisione  de' segmenti  Z, A',  ^Af  si  conducano  de' 
piani  rispettivamente  paralleli  alle  basi  dei  prismi. 
Il  prisma  HN  vien  diviso  cosi  in  n  parti  eguali  [657, 
681]  r  ed  in  (m  +  1) 
parti  vien  diviso  il  pri- 
sma CM;  m  di  queste 
sono  uguali  tra  loro  ed 
equivalenti  [687]  alle 
parti  dell'altro  prisma, 
ed  una  (quella  corri- 
spondente al  resto  del- 
la divisione  )  è  minore 
delle   altre   parti.    Da 

ciò  risulta  che,  misurando  il   prisma   CM  con   una 
n-edmu  parte  de!  prisma  //Ì\',  si  trova  m  per  quo- 
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zieiite,  appunto  come  misurando  l' altezza  del  primo 
prisma  con  una  n.esima  parte  dell'  altezza  del  secon- 
dcr.  Se  una  divisione  non  dà  resto,  non  ne  dà  nem- 
meno quell'altra.  Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 

7*3.  Teop.  Il  rapporto  di  due  romboidi  ortogo- 
nali è  uguale  al  prodotto  dei  rapporti  che  le  tre  di- 
mensioni del  primo  hanno  rispettivamente  alle  dimen- 
sioni del  secondo. 

Uliu.  Siano  due  romboidi  ortogonali  A  e  B]  in- 
dichiamo con  a,  b,  e  le  tre  dimensioni  del  primo,  e 
con  a ',!)', e'  quelle  del  secondo.  Proveremo  che  il 
rapporto  di  ^  a  iJ  è  uguale  al  prodotto  dei  rapporti, 
che  i  segmenti  a,b,c  hanno  rispettivamente  ai  seg- 
menti a',b',c' . 

A  tal  fine  sì  costruisca  un  romboide  ortogonale 
P,  le  cui  dimensioni  siano  a' ,b,c;  e  un  romboide  or- 
togonale Q,  le  cui  dimensioni  siano  «',  5',c. 


Ila  l'Aritmetica  che,  ove  sia  data  una  serie 
di|grandezze  omogenee,  il  rapporto  della  prima  all'ul- 
tima è  uguale  al  prodotto  dei  rapporti,  che  si  hanno 
confrontando  ciascuna  delie  grandezze  date  con  quella 
che  la  segue.  Cosi,  nel  caso  nostro,  considerando  i  so- 
lidi A,P,Q,  B,  abbiamo  che  il  rapporto  di  J.  a  B  è 
uguale  al  prodotto  del  rapporto  di  A  a,  P,  per  il  rap- 
porto di  P  a  Q.  per  il  rapporto  di  Qa.  B. 
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Ma  i!  rapporto  di  A  &  P  è  uguale  al  rapporto  di 
a  ad  a',  perchè  [722]  rispetto  a  fjuesti  spigoli,  presi 
come  altezze,  i  due  romboidi  hanno  basi  eguali.  E 
per  la  ragione  stessa  il  rapporto  del  romboide  P  al 
romboide  Q  è  uguale  al  rapporto  di  &  a  6',  e  il  rap- 
porto di  Q  a  fi  è  uguale  al  rapporto  di  e  a  e  '.  Quindi  è  : 

A    —     A      A      A 

li    ^"    p  '  Q  '  n 

—     -^       A       —  A    A 

~~     a'         b'         e'  ' 

1l«t.  Coi-.  Il  volume  di  tm  romboide  ortogonale 
è  uguale  al  prodotto  delle  sue  tre  dimensioni. 

Infatti,  poichò  per  volume  di  un  solido  s'intende 
il  rapporto  del  solido  al  cubo  i  cui  spigoli  sono  eguali 
all'unità  lineare,  il  volume  di  un  romboide  ortogo- 
nale è  uguale  [723]  al  prodotto  dei  rapporti  delle  sue 
tre  dimensioni  all'unità  lineare.  Questi  tre  rapporti 
ai  dicono  le  lunghezze  delie  tre  dimensioni,  o  breve- 
mente le  dimensioni^  seiiz'  altro.  E  però  il  volume  ecc. 

sas.  C!op.  Il  volume  di  un  czibo  è  uguale  alla 
terza  potenza  (al  cubo)  del  lato. 

SS».  Teor.  Il  volume  di  un  prisma  è  uguale  al 
prodotto  della  base  per  l'altezza. 

Dim.  Infatti  un  prisma  qualunque  è  equivalen- 
te [088]  a  un  romboide  ortogonale,  che  ha  base  equi- 
valente a  quella  del  prisma,  ed  uguale  altezza.  [724]. 

SS*.  Teor.  Il  volume  di  una  piramide  è  uguale 
ad  un  terzo  del  prodotto  della  base  per  l'altezza. 

ntin.  Infatti  una  piramide  è  [703]  la  terza  parte 
di  un  prisma,  che  ha  la  stessa  base  e  la  stessa  altezza. 

988.  'ffeor.  U  volume  di  un  tronco  di  piramide 
a  basi  parallele  è  uguale  a  un  terso  dell'altezza  mol- 
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tiplicato  per  la  .lom-ma  delle  basi  e  della  loro  media 
proporzionale. 

ISitìì.  Sappiamo  infatti  [704]  che  un  tronco  di 
piramide  a  basi  parallele  è  equivalente  alla  somma 
di  tre  piramidi,  che  haiiuo  la  stessa  altezza  del  tron- 
co, e  per  basi  rispettive  le  basi  del  tronco  e  la  me- 
dia proporzionale  tra  esse.  Così,  se  dinotiamo  con  h 
l'altezza  del  tronco,  con  B  e  J  le  aree  delle  basi  e  con 
V  il  volume  del  tronco,  abbiamo  [727]  : 

Y  —  -Ir  f>i>  i-  Y  ^'-^'  +  y  ^' ''-^ 

»     =    -:rh(h  ^  fì  -I-  Vlih),  e.  d.  d. 
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CAPITOLO  xxm 

CILJKDRO    E    CONO 

Cilindro. 

■sa».  Preso  IVI  rettangolo  AB  CD  qualunque, 
imaginiamo  eho  esso  compia  una  rotazione  intorno 
ad  un  Iato,  ad  es.  intorno  ai  Iato  AD.  Il  solido,  clie 
vien  generato  dal  rettangolo  in  tale  movimento,  si 
dice  cilindro. 

La  superficie  del  cilindro  vien  descritta  dalla, 
spezzata  ABC D.  Le  parti  della  superficie,  che  ven- 
gono generate  dai  lati  AB,  CD,  si 
dicono  le  basi  del  cilindro  ;  e  si  dice 
superficie  laterale  la  superficie  descrit- 
ta dal  lato  B  C.  Le  rette,  di  cui  sono 
parti  i  lati  AB,  DC,  poiché  sono 
perpendicolari  all'asse  AD,  e  si  man- 
tengono tali  durante  il  movimento,  ge- 
nerano [568]  due  piani,  perpendico- 
lari [566]  alla  retta  AD,  e  però  [644] 
paralleli  tra  loro.  Le  basi  del  cilindro  sono  le  parti 
di  questi  piani,  che  sono  comprese  dai  cerchi  descritti 
dai  punti  B  e  C;  sono  adunque  le  superfìcie  di  questi" 
due  cercH  eguali,  di  centri  A  e  D. 

Il  raggio  delle  basi  di  un  cilindro  si  dice  il  rag- 
gio del  cilindro.  La  distanza  dei  piani  paralleli,  in 
cui  stanno  le  basi,  distanza  che  è  rappresentata  [652] 
dall'asse  AD,  si  dice  l'altezza  del  cilindro. 

Il  lato  BC,  in  qualunque  delle  posizioni  che  esso 
prende  durante  la  rotazione,  si  chiama  lato  del  cilin- 
dro. Ogni  lato  del  cilindro,  porcile  parallelo  all'asse, 
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è  [638]  perpendicolare  ai  piani  delle  basì.  Perciò,  se 
si  imagiaa  die  un  lato  di  un  cilindro  si  muova,  man- 
tenendosi perpendicolare  al  piano  di  una  delle  basi,  &/ 
in  modo  che  con  nna  delle  estremità  percorra  tutto 
il  contorno  di  una  base,  esso  lato  torna  [5T1]  a  descri- 
vere la  superficie  laterale  del  cilindro. 

«80.  Sia  un  cilindro  di  asse  00'  e  di  raggio  OA. 
Consideriamo  due  poligoni  qualunque,  uno  iscritto, 
l'altro  circoscritto  ad  una  delle  basi,  e  poi  i  prismi 
retti,  che  hanno  per  basi  i  due  poligoni  e  altezza 
eguale  a  quella  del  cihndro.  Poiché  le  superfìcie  late- 
rali dei  due  prismi  si  possono  imaginare  descritte  da 
un  segmento  eguale  ad  00',  il  q\iale,  conservandosi 
perpendicolare    al   piano 


■^ 


dei  poligoni,  si  muova 
percorrendo  con  una  del- 
le estremità  i  perimetri 
dei  due  poligoni,  riesce 
manifesto  che  la  superfi- 
cie laterale  di  quel  prisma, 
che  ha  per  base  il  poli- 
gono iscritto,  ha  in  co- 
ranne  con  la  superficie  laterale  del  cihndro  quei 
Iati  del  cilindro  che  corrispondono  ai  vertici  del  po- 
lìgono, e,  oltre  di  questi,  nessun  [179]  altro  punto;  e 
che  la  superficie  laterale  di  quel  prisma,  che  ha  per 
base  il  polìgono  circoscritto,  ha  in  comune  con  la  su- 
periàcie  laterale  del  cilindro  quei  lati  del  cilindro, 
che  corrispondono  ai  punti  di  contatto  de'lati  del  po- 
ligono circoscritto,  e,  oltre  di  questi,  nessun  [205]  al- 
tro punto.  Ed  è  pur  manifesto  che  le.  altre  basi  dei 
due  prismi  sono  esse  pure,  mia  iscritta,  e  l'altra  cir- 
coscritta airaltra  "base  del  cihndro. 
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Un  prisma,  le  cvii  basi  siano  iscritte  nelle  basi  di 
un  cilindro,  si  dice  iscritto  nel  cilindro.  Un  prisma  si 
Jice  circoscritto  a  un  cilindro,  se  le  sue  basi  sono  cir- 
coscritte alle  basi  del  cilindro. 

"JSa.  Xeor.  Per  qualsivoglia  cilindro  esiste  un 
poligono  ed  tino  soltanto,  che  ha  la  proprietà  di  essere 
maggiore  della  superficie  laterale  di  qualunque  prisma 
ittcritto,  e  di  essere,  minore  della  superficie  laterale  di 
qualunque  prisma  circoscritto. 

Ulin.  Dato  un  cilindro  qualunque,  imaginiamo  di 
formare  due  classi,  una  con  le  superficie  dei  prismi 
circoscritti  ai  cilindro,  e  l' altra  con  le  superficie  dei 
prismi  iscritti.  Codeste  due  classi  sono  contigue. 

Intanto,  la  superfìcie  laterale  di  qualunque  prisma 
circoscritto  è  maggiore  della  superfìcie  laterale  di  qua- 
lunque prisma  iscritto,  perchè  il  perimetro  di  qualun- 
que poligono  circoscritto  alla  base  del  cilindro  è  mag- 
giore del  perimetro  di  qualunque  poligono  iscritto. 

Si  possono  poi  trovare  due  prismi,  uno  circoscritto 
al  cilindro  e  l'altro  iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra 
le  superficie  laterali  sia  minore  d'una  superficie  data 
qualunque,  perchè  si  possono  trovare  due  poligoni, 
imo  circoscritto  alia  base  del  ciUndro  ed  uno  iscritto, 
liei  quali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia  minore  d'un 
segmento  dato  qualunque.  [527]  {*). 

Giova  osservare  che  delie  due  elassi,  che  abbia- 
mo considerate,  ne  la  maggiore  ha  elemento  minimo, 
né  la  minore  ha  elemento  massimo. 

(*)  Se  sia  data  uua  superfìcie  b,  piana,  finita,  qualunque, 
presa  una  sua  parte  oi  clie  sia  un  poligono,  si  può  intanto  tras- 
formarla in  un  triangolo,  e  poi  questo  in  un  triangolo  che  ab- 
tiia  altezza  eguale  all'altezza  de!  cilindro,  e  infine  in  un  ret- 
tangolo che  abbia  altezza  uguale  a  quella  del  cilindro;  chia- 
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Infatti,  poiché  non  c'è  poligono  circoscritto,  il 
cni  perimetro  sia  minore  di  quello  di  qualunque  altro 
poligono  circoscritto,-  non  e'  è  prisma  circoscritto,  la 
cui  superfìcie  laterale  sia  minore  di  quella  di  qualun- 
que altro  prisma  circoscritto.  E  percliè  non  e'  è  poli- 
gono iscritto,  il  cui  perimetro  sia  maggiore  di  quello 
di  qualunque  altro  poligono  iscritto,  non  e'  è  prisma 
iscritto,  la  cui  superfìcie  sia  maggiore  di  quella  di 
qualunque  altro  prisma  iscritto. 

Infine,  poiché,  date  due  classi  contigue,  esiste 
sempre  una  gi-andezza  ed  una  sola  [534],  che  è  mi- 
nore di  tutti  gii  elementi  d'una  classe  ed  è  maggioro 
di  tutti  gli  elementi  dell'  altra,  conchiudiamo  che  per 
qualunque  cilindro  dato,  esiste  un  poligono  (che  chia- 
meremo A)  ed  uno  soltanto,  il  quale  ecc. 

■sas.  Iscritto  in  un  cilindro  un  prisma  regolare 
avente  per  base  un  poligono  di  un  numero  qualunque 
di  lati,  imaginiamo  di  andar  raddoppiando  indefini- 
tamente il  numero  dei  lati  della  base.  Cosi  andrà  cre- 
scendo indefinitamente  il  numero  dei  segmenti  che 
appartengono  nel  tempo  stesso  alla  superfìcie  late- 
rale del  cilindro  e  alla  superficie  laterale  del  prisma. 
E  diventerà  minore  di  qualunque  segmento  dato  la 
distanza  tra  un  lato  qualunque  del  cilindro  e  la  su- 
perficie laterale  del  prisma  [632,  637,  524].  Al  rad- 
doppiarsi indefinito  del  numero  dei  lati  delia  base  del 
prisma,  la  superficie  laterale  del  prisma  tende  adna- 

miamo  ^  la  base  di  codesto  rettangolo.  Quando  la  differenza 
trai  perimetri  di  due  poligonijUno  circoscritto  e  l'altro  iscritto 
nella  base  del  cilindro,  è  minore  di  p,  la  differenza  tra  le  su- 
perficie laterali  dei  corrispondenti  prismi,  uno  circoscritto  & 
V  altro  iscritto  nel  cilindro,  è  minore  del  rettangolo  accennato, 
quindi  anolie  di  <o,  e  por  conseguenza  anche  di  e. 
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qite  a  confondersi  con  la  superficie  laterale  del  cilin- 
dro, senza  però  che  ciò  possa  avverarsi.  Nel  tempo 
stesso  un  poligono,  che  sia  sempre  equivalente  alla 
superficie  laterale  del  prisma,  cresce  e  tende  a  con- 
fondersi (in  estensione)  con  quel  poligono,  che  ab- 
biamo chiamato  jl,  senza  però  poter  mai  diventare 
ad  esso  equivalente  (*).  Queste  considerazioni  e'  indu- 
cono a  dare  la  seguente  : 

133.  Bef.  Il  poligono,  che  è  minore  della  super- 
ficie laterale  di  qualunque  prisma  circoscritto  ad  un 
cilindro,  e  che  è  maggiore  della  superficie  laterale  di 
qualunque  prisma  iscritto,  è  equivalente  alla  super- 
ficie laterale  del  cilindro. 

•ssi,  Teoi'.  La  superfìcie  laterale  di  un  cilindro 
è  equivalente  ad  un  rettangolo,  che  ha  l'altezza  eguale 
a  quella  del  cilindro  e  la  base  equivalente  al  contorno 
della  base  del  cilindro. 

UEui.  Infatti,  il  rettangolo,  che  ha  la  base  equi- 
valente al  contomo  della  base  del  cilindro  e  altezza 
eguale  a  quella  del  cilindro,  è  minore  della  superficie 
laterale  di  qualunque  prisma  circoscritto  ed  è  mag- 
giore della  superfìcie  laterale  di  qualunque  prisma 
iscritto.  Esso  è  dunque,  per  definizione  [733],  equi- 
valente alla  svrperficie  laterale  del  cilindro, 

785.  Cor.  Se  )'  rappresenta  il  valore  del  raggio 
di  un  cilindro,  ed  h  quello  dell'altezza,  il  prodotto 
2xr.h  rappresenta  [499, 545}  ì'ai^ea  della  superficie 
laterale,  epperò  [550]  : 

27tr7i  -f  2ar"    —    2xr{h  +  '') 
è  l'area  della  superficie  t-otale  del  cilindro. 


(^■)  Analoghe  con  siti  eraaioiiì  si  potrebbero  i'uve  rispetto 
«■ismi  circoscritti.  (Ofr.  la  nota  l'iie  è  nella  pag.  SriG). 
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93®.  'l'coB".  Un  cilindro  è  equivalente  ad  un  pri- 
sma, che  ha  la  base  equivalente  a  quella  del  cilindro 
e  l'altezza  eguale  a  quella  del  cilindro. 

Dlni.  ludichiamo  con  B  nn  poligono  equivalente 
alla  base  di  un  cilindro  dato.  Dico  clie  il  cilindro  è 
equivalente  ad  un  prisma  Q,  che  ha  per  base  il  poli- 
gono B  e  altezza  eguale  a  queUa  del  cilindro. 

Imaginiamo  di  formare  due  classi,  una  coi  prismi 
circoscritti  al  cilindro,  e  l' altra  coi  prismi  iscritti. 
Codeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti  qualunque  prisma  circoscritto  è  mag- 
giore [678]  di  qualunque  prisma  iscrìtto. 

Si  possono  poi  trovare  due  prismi,  uno  circoscritto 
e  l'altro  iscritto,  la  cui  differenza  sia  minore  d'un  so- 
lido dato  qualunque  (*),  perchè  la  differenza  tra  due 
prismi  cosi  fatti  è  un  prisma  che  ha  la  loro  stessa  al- 
-tezza  e  per  base  la  differenza  delle  basi,  e  sappia- 
mo [529]  che,  dato  un  cerchio,  si  possono  trovare  due 
poligoni,  uno  circoscritto  e  l'altro  iscritto,  la  cui  dif- 
ferenza sia  minore  di  qualunque  superficie  data. 

Ora,  poiché  tra  le  due  classi  contigue  conside- 
rate è  compreso  il  prisma  Q  [092]  e  manifestamente 
anche  il  cilindro,  il  cilindro  ed  il  prisma  sono  equi- 
valenti [700],  e.  d.  d. 

■sa*.  Cor.  Se  r  dinota  il  valore  del  raggio  di 
un  cilindro,  h  quello  dell'  altezza  e  »  il  volume,  egli 
è  [726,500]  V    ==    zr^Ji. 

(*)  Dato  un  solido  e  r[ualiiiir[ne,  presa  una  parte  io  che  sin, 
un  prisma,  possiajuo  trasformarla  in  un  prisma  di  altezza 
eguale  a  quella  del  cilindro  ;  chiamiamo  ^  la  base.  Quando  la 
differenza  tra  dne  poligoni,  uno  circoscritto  e  l'altro  iscritto 
nella  base  del  cilindro,  è  minore  di  ^,  la  differenea  traipri- 
fsm'i  corrispondenti  È  minore  di  w  e  quindi  anche  di  e. 
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938.  Preso  un  triangolo  rettangolo  ABC  qua- 
lunque, imaginiamo  che  esso  compia  una  rotazione 
intorno  ad  un  cateto,  ad  es,  intorno  al  cateto  A  B.  Il 
solido,  che  vien  generato  dal  triangolo  in  tale  mo- 
vimento, si  dice  cono-  Il  punto  A  si  chiama  il  vertice 
del  cono;  il  segmento  AB  si  dice  Vasse  del  cono,  e 
rappresenta  l' altezza  del  cono. 

La   superficie    del  cono  j\ 

vien  descritta  dalla  spezzata  /\ 

ACB.  La  parte  della  super-  /  j  \ 

fiele,  che  vien  generata  dal  /     \     \ 

cateto  B  C,  si  chiama  la  hose  /        \       \ 

del  cono;  e  si  dice  superficie  /'"" — i  X,! 

laterale  la  superficie  descrit-  ^~— -__J__— -^^ 

ta  dall'ipotenusa  AC.  La  ret- 
ta, di  cui  e  parte  il  cateto  B  C,  poiché  è  perpendico- 
lare all'asse  AB,  e  si  mantien  tale  durante  il  movi- 
mento, genera  [568]  un  piano.  La  base  del  cono,  poi- 
ché è  la  parte  di  questo  piano  compresa  dal  cerchio 
descritto  dal  punto  C,  è  la  superficie  di  questo  cerchio. 
Il  lato  A  C,  in  qualunque  delle  posizioni  che  esso 
assume  durante  il  movimento,  si  chiama  Iato  del  cono. 
Il  lato  del  cono  si  dice  anche  apotema  del  cono. 

wa».  Prendiamo  a  considerare  un  cono  qualun- 
que, quello,  ad  es.,  generato  in  una  rotazione  intorno 
al  cateto  VO  dal  triangolo  rettangolo  VOA.  Consi- 
deriamo due  poligoni  quaìisivogliano,  uno  circoscrit- 
to e  r  altro  iscritto  nella  base  del  cono,  e  poi  le  pira- 
midi, che  hanno  per  basi  rispettive  i  dna  poligoni,  e 
il  vertice  nel  vertice  del  cono.  Quella  piramide,  che 
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ha  per  base  il  poligono  circoscritto,  si  dice  circoscritta 
al  cono  ;  1'  altra  si  dice  iscritta. 

^  Poiché  le  superfìcie 

laterali  delle  due  pira- 
midi considerate  si  pos- 
sono imaginare  descritte 
da  un  segmento  di  lun- 
ghezza variabile,  il  quale, 
avendo  sempre  una  estre- 
mità nel  vertice  delle  pi- 
'"'         "  ramidi,  si  muova  percor- 

rendo con  l'altra  estremità  i  perimetri  delle  basi,  riesce 
manifesto  che  la  superficie  laterale  della  piramide  cir- 
coscritta e  la  superiìcie  laterale  del  cono  hanno  in  co- 
mune quei  lati  del  cono,  che  terminano  nei  punti  di 
contatto  dei  lati  del  poligono  circoscritto,  e  non 
hanno  nessun  [203]  altro  punto  comune  ;  ed  è  pur 
manifesto  che  la  superficie  laterale  della  piramide 
iscritta  e  la  superficie  laterale  del  cono  hanno  in  co- 
mune quei  lati  del  cono,  che  corrispondono  ai  vertici 
della  base  della  piramide,  e  che,  oltre  di  questi,  non 
hanno  in  comune  nessun  [203]  altro  punto. 

X4W.  Ed  ora  dal  centro  0  si  cali  la  perpendico- 
lare sopra  uno  dei  Iati  del  poligono  isoritto,  ad  es. 
sul  lato  A  E,  e  poi  si  unisca  il  piede  P  con  V. 

Poiché  VO  è  perpendicolare  al  piano  della  base, 
ed  OP  si  è  tirata  perpendicolarmente  alla  retta  AE , 
che  giace  nel  piano  stesso,  anche  [573]  VP  è  perpen- 
dicolare &di.  AE;  epperò  VP  è  l'altezza  della  faccia 
VA  E  rispetto  al  lato  AE. 

Quando  il  poligono  iscritto  è  regolare,  allora,  per- 
chè le  perpendicolari  calate  dal  centro  sui  lati  sono 
[222]  eguali,  ed  oblique,  che  hanno  proiezioni  eguali. 
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sono  [584]  eguali,  anche  le  perpendicolari,  calate  dal 
vertice  V  sui  Iati  della  base,  sono  eguali  tra  loro. 

Ma  quando  il  poligono  non  è  regolare,  allora  non 
sono  [223]  tutte  ugnali  le  distanze  dei  Iati  da!  centro, 
e  per  consegnensa  non  sono  [585]  tutte  uguali  nean- 
che le  altezze  delle  facce  laterali  della  piramide 
iscritta;  sono  però  [585]  tutte  minori  dell' apotema 
del  cono,  perchè  i  piedi  delle  altezze  sono  nell'in- 
terno delia  base. 

Per  la  piramide  circoscritta,  invece,  le  perpendi- 
colari, calate  dal  vertice  sui  lati  della  base,  sono  tutte 
uguali  tra  loro,  e  ciò  anche  nel  caso  che  il  poligono 
circoscritto  non  sia  regolare.  Infatti,  poiché  la  perpen- 
dicolare tirata  da  0  sopra  uno  qualunque  dei  lati,  ad 
es.  sul  lato  NF,  è  il  raggio  OA  corrispondente  al 
punto  di  contatto  [209],  la  perpendicolare,  ealata  da  V 
su  NF,  è  il  lato  VA  del  cono. 

'ì'U.  Teov.  La  superficie  laterale  di  qualunque 
piramide  circoscritta  ad  un  cono  è  maggiore  della  su- 
perficie laterale  di  qualunque  piramide  iscritta. 

Ulni.  Poiché  tutte  le  facce  laterali  di  una  pira- 
mide circoscritta  ad  un  cono  hanno  per  altezza  un 
Iato  del  cono,  la  superfìcie  laterale  di  una  piramide 
circoscritta  è  equivalente  ad  un  triangolo  T,  che  ha 
l' altezza  eguale  al  lato  del  cono,  e  la  base  uguale  al 
perimetro  P  della  base  della  piramide. 

Cosi,  se  le  facce  laterali  di  una  piramide  iscritta 
avessero  tutte  altezza  eguale  allato  del  cono  (lad- 
dove tutte  hanno  altezza  minore  del  lato),  la  superfì- 
cie laterale  della  piramide  iscritta  sarebbe  equiva- 
lente ad  un  triangolo  t,  con  altezza  eguale  al  lato  del 
cono,  e  base  uguale  al  perimetro  p  della  base  della 
piramide.  Anche  in  tal  caso,  essendo  Pz> p,  sarebbe 
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T  "^t;  perciò  a  più  forte  ragione  il  triangolo  'I\  cioè 
Ja  superfioie  laterale  della  piramide  circoscritta,  è 
maggiore  della  superfìcie  laterale  della  piramide 
iscritta. 

VJtS.  Tcor.  Se  il  numero  dei  lati  della  base  di 
una  piramide  regolare  iscritta  in  un  cono  è  grande 
abbastanza,  la  differenza  tra  l'apotema  del  cono  e  V  a- 
■potema  della  piramide  è  minore  d'un  segmento  dato 
qualunque. 

SIBin.  Sia  AB  un  lato  di  ima  piramide  regolare 

iscritta  nel  cono  generato  dal  triangolo  rettangolo 

y  VOD.  Caliamo  da  0  la  perpendico- 

À\  lare  0 C  sulla  corda  AB^  e  prolun- 

//i  i   \  ghiamola  fino  al  eercliio  in  D.   Il 

///   I       \       segmento  yZ)  è  l'apotema  del  cono, 

/'"(T   I         '-\    6  YC  è  l'apotema  delia  piramide; 

v:^';:"        ^y   CD  è  la  freccia  dell'arco  B  A. 

^         B  Ora  noi  sappiamo  [524]  che,  se 

l'arco  BA  è  abbastanza  piccolo,  la  freccia  CD  è  mi- 
nore di  qualsivoglia  segmento  dato.  Minore  di  questo 
segmento,  a  più  forte  ragione,  è  la  diiferenza  trayZ> 
e  ve,  perchè  essa  è  minore  di  CD  [145].  Conchin- 
diamo  che,  se  ecc. 

943.  Weop.  Per  qualimqiie  cono  si  possono  tro- 
vare due  piramidi,  una  circoscritta  e  l'altra  iscritta, 
nelle  quali  la  differenza  tra  le  superficie  laterali  sia 
tanto  piccola,  quanto  si  voglia. 

lìlMB.  Indichiamo  con  S „  ed  s  „  le  superficie  la- 
terali di  due  piramidi,  una  circoscritta  e  l' altra  iscritta 
in  un  cono,  e  aventi  per  basi  due  poligoni  regolari 
di  n  lati,  i  cui  perimetri  siano  rappresentati  da  P„ 
e Pu-  Ora  proveremo  che,  raddoppiando  n  abbastan- 
za, si  può  ottenere  che  la  differenza  tra  le  supoi-ficie 
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laterali    delle    due  piramidi,    divenga  tanto   piccola 
quanto  si  voglia. 

Sopra  un  lato  di  un  angolo  retto  prendiamo  due 
segmenti  AC,  AE  rispettivamente  uguali  a  P„  e  p„; 
e  sull'altro  lato  due  segmenti  AB,  AD  eguali  rispet- 
tivamente al  lato  del  cono  e  all'  apotema  della  pira- 
mide iscritta.  I  triangoli  ABC,  ADE,  così  costruiti, 
sono  equivalenti  rispetti- 
vamente [698]  ad  S„  ed 
*„;  epperò  la  differenza 
tra  le  superficie  laterali 
delle  due  piramidiin  qvie- 
stione  è  rappresentata 
dai  quadrangolo  B DEC.  Dico  che,  raddoppiando  n 
abbastanza,  si  può  ottenere  che  codesto  quadrangolo 
divenga  tanto  piccolo,  quanto  si  vuole. 

Qui,  per  fermare  le  idee,  supponiamo  che  sia  o  la 
superficie  data,  di  cui  deve  diventar  minore  la  diffe- 
renza tra  le  due  superficie  laterali  delle  due  piramidi 
date.  Possiamo  supporre  che  <a  sia  un  poligono,  giac- 
ché nel  caso  diverso  potremmo  prendere  di  ra  una 
parte  che  fosse  un  poligono,  e  trascurare  il  rimanente, 
Con  una  retta  si  divida  o  in  due  parti  ra'  ed  w",  e 
poi  si  trasformi  o'  in  un  triangolo  t'  con  altezza  eguale 
ad  AB;  e  sia  ^  '  la  base.  E  si  trasformi  io  "  in  un  tri- 
angolo t  "  con  altezza  eguale  al  perimetro  P  di  un. 
poligono  circoscrìtto  preso  ad  arbitrio;  e  sia  {i  "  la  base- 
Ora,  perchè  EC  èia,  differenza  tra  i  perimetri  di 
due  poligoni  regolari  di  n  lati,  uno  circoscritto  e  l'al- 
tro iscritto  in  un  medesimo  cerchio,  raddoppiando  n 
abbastanza,  possiamo  [525,  469]  ottenere  che  EC  di- 
venga minore  di  (3'.  Allora  il  triangolo  BEC  sarà 
3  di  r,  epperò  anche  «'. 
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Così,  poiché  BD  èia  differenza  tra  il  lato  di  un 
cono  e  l'apotema  di  una  piramide  regolare  iscritta, 
raddoppiando  n  abbastanza,  possiamo  [742]  ottenere 
che  BD  divenga  minore  di  ^".  Allora  il  triangolo 
B D E {-poiGhè  &  B D  </5",  ed  è  sempre  J.£  <  P)  è 
minore  di  (",  epperò  anciie  di  a". 

Per  conseguenza  è: 

BEO  +  BDE  <  o'  +  ù}", 
cioè,  per  n  abbastanza  grande,  egli  è: 

S^  —  s„  <  m,  e.  d.  d. 

911.  Teor.  Pei'  qualsivoglia  cono  esiste  un  poli- 
gono ed  uno  soltanto,  il  quale  ha  la  proprietà  dì  es- 
sere minore  della  superficie  laterale  di  qualunque  pi- 
ramide circoscritta,  e  di  essere  maggiore  della  super- 
ficie laterale  di  qualunque  piramide  iscritta. 

Ilim.  Dato  un  cono  qualunque,  formiamo  due 
classi,  una  con  le  superficie  laterali  delle  piramidi 
circoscritte  e  l'altra  con  le  superfìcie  laterali  delle 
piramidi  iscritte.  Codeste  due  classi  sono  contigue 
[741,  743].  Per  conseguenza  [534]  esiste  un  poligo- 
no, che  chiameremo  j1,  ed  uno  soltanto,  che  è  com- 
preso tra  le  due  classi.  Cosi  resta  provato  che  ecc. 

91».  Iscritta  in  un  cono  una  piramide  regolare, 
la  cui  base  abbia  nn  numero  qualunque  di  lati,  ima- 
giniamo  di  andar  raddoppiando  questo  numero  inde- 
finitamente. Andrà  aumentando  senza  fine  il  numero 
dei  segmenti  comuni  alla  superfìcie  laterale  del  cono 
e  alla  superficie  laterale  della  piramide,  e  diventerà 
minore  di  qualsivoglia  segmento  [524, 580]  la  distanza 
tra  un  punto  qualunque  della  srìperficie  del  cono  e 
una  delle  facce  laterali  della  piramide.  Al  raddop- 
piarsi indefinito  del  numero  dei  lati  della  base  di  una 
piramide  regolare  iscritta,  la  superficie  laterale  della 
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piramide  tende  adunque  a  confondersi  con  la  super- 
fìcie laterale  del  cono,  senza  però  che  ciò  possa  avve- 
rarsi. Nel  tempo  stesso  la  superiìcie  laterale  della 
piramide  tende  a  raggiungere  quel  poligono,  che  ab- 
biamo chiamato  J,  senza  però  poter  mai  diventare 
ad  esso  equivalente.  Queste  considerazioni  c'inducono 
a  dare  la  seguente: 

94©.  Uef.  Il  ^poligono,  che  è  minore  della  super- 
ficie laterale  di  qualunque  piramide  circoscritta  ad  tm 
cono  ed  è  maggiore  della  superficie  laterale  di  qua- 
lunque piramide  iscritta,  è  equivalente  alla  superficie 
laterale  del  ceno. 

74«.  Teor.  La  superficie  laterale  di  un  cono  è 
equivalente  ad  un  triangolo,  cJie  ha  la  base  equivalente 
al  contorno  della  base  del  cono  e  l'altezza  eguale  al- 
l'apotema  del  cono. 

nini.  Consideriamo  un  triangolo,  che  diremo  T, 
di  base  C  equivalente  ai  contorno  della  base  del  cono, 
e  la  cui  altezza  sia  eguale  all'apotema  del  cono.  Co- 
desto triangolo  è  minore  della  superficie  laterale  di 
qualunque  piramide  circoscritta,  perchè  questa  su- 
perficie è  equivalente  ad  un  triangolo  che  ha  an- 
ch'esso altezza  eguale  all'apotema  del  cono,  ma  base 
maggiore  del  segmento  C  Esso  è  poi  maggiore  della 
superficie  laterale  di  qualunque  piramide  iscritta, 
perchè  questa  superficie  è  minore,  come  abbiamo  ve- 
duto, d'un  triangolo  che  abbia  altezza  eguale  all'a- 
potema del  cono  e  base  uguale  al  perimetro  della 
base,  il  quale  perimetro  è  minore  del  segmento  C. 

Il  triangolo  T  è  quindi  [746,  744]  equivalente  alla 
superfìcie  laterale  del  cono,  e,  d.  d. 

948.  Cor.  Se  r  dinota  il  valore  del  raggio  della 
base    di   un  cono,   ed  l  quello   dell'apotema,  l'area 


Hosted  by 


Google 


(Iella  supevlìciG  laterale  del  < 
espressa  àit.: 


[747,  505,  Ó45] 


ii-(, 


e  l'area  della  siipei'fliiie  totale  [550]  da: 
«!•!  +  »,-«  =  ,,-(i-f  ..). 
«4®.  Consideriamo  il  cono  generato  dal  triangolo 
rettangolo  VOB  in  una  rotazione  intorno  a   VO,  e 
seghiamolo  con  un  piano  «  parallelo  alla  base.  Siano 
0'  e  if'  i  punti,  dove  il  piano  taglia 
[045]  l'asse  VO  ed  il  lato  VB.  Poi- 
ché l'asse  del  cono  è  perpendicolare 
alla  base,  esso  è  [C48]  anche  per- 
pendicolare al  piano  «  ;  epperò  l'an- 
golo yO'-S'èretto. 

Se  ora  torniamo  a  far  rotare  il 
triangolo  VOB  intorno  a  VO,  tro- 
viamo che  il  segmento  O'B'  ni  man- 
tiene nel  piano  a  ;  per  conseguenza 
il  cerchio  descritto  dal  punto  B'  è  l'intersezione  del 
piano  a  con  la  superficie  laterale  del  cono,  e  la  sn- 
perfieie  di  codesto  cerchio  è  l'intersezione  fatta  nel 
cono  dal  piano. 

La  parte  di  un  cono,  compresa  tra  la  base  e  un 
piano  segante  parallelo  alla  base,  si  dice  tronco  di 
cono  a  basi  parallele.  La  base  del  cono  e  la  sezione, 
fatta  nel  cono  dal  piano,  si  dicono  le  basi  del  tronco  ; 
!a  distanza  tra  le  basi  è  Valtezsa  del  tronco;  la  parte 
del  lato  del  cono,  che  è  compresa  tra  le  basi  del  tron- 
co, si  dice  apotema  od  anche  lato  del  tronco. 

Il  tronco  dì  cono,  che  abbiamo  considerato,  si 
può  intendere  generato  dal  trapezio  OBB'O'  in  una 
rotazione  intorno  al  lato  00',  che  è  perpendicolare 
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alle  basi  del  trapezio.  Le  basi  OB,  O'S'  descrivono  le 
basi  del  tronco,  e  B  B'  descrive  la  superficie  ?  a  ier  a  Z  e. 

950.  Tcov.  La  superficie  laterale  di  un  tronco  di 
cono  a  basi  parallele  è  equivalente  ad  tm  trapezio,  che 
Ita  le  basi  equivalenti  rispettivamente  ai  contorni  delle 
basi  del  tronco,  e  l'altezza  eguale  aWapotema. 

Itim.  Consideriamo  il  tronco  di  cono  a  basi  pa- 
rallele, generato  in  una  rotazione  intorno  ad  00'  dal 
trapezio  OBB'O'.  La  superficie  laterale  del  tronco  è 
manifestamente  la  differenza  tra  le  superficie  laterali 
dei  due  coni  generati  dai  triangoli  VO B,  YO'B'. 

Si  tiri  ora  per  B,  in  un  piano  condotto  per  VB, 
un  segmen-  -y 

to  BD,  che 
sia  perpen- 
dicolare a 
VB  ed  equi- 
valente al 
cerchio     di 

raggio  OB.  Infine,  condotto  VD^ 
jB'-O' parallela  a  £1>. 

Intanto  dalle  proporzioni  [450]  : 

BT>  :  B'D'    =    VB  :    VB', 
OB  :  O'B'     ^     VB  :   VB', 
si  ricava      BD  :  B'D'    =    OB  :  O'B'. 
E  perchè  due  cerchi  stanno  tra  loro  [542]   come  i 
raggi  (indicando  con  C  e  C"  i  segmenti  equivalenti 
ai  cerchi  di  raggi  OB  ed  O'B'),  abbiamo: 

C  :  C    =    OB  :  O'B'. 
Questa   proporzione,  combinata  con  la   precedente, 
ci  dà: 

C  :  C    —    BD  :  B'D' 
J\la  per  supposizione  è  C^  BD,  (^iiiudi  è  anche  [401] 


tiri  per  B' 
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C  ^B'D'.  I  due  triangoli  VBD,  VB'D',  poiché 
hanno  le  basi  BD,  B'D'  equivalenti  ai  contorni  delle 
basi  dei  coni  VAB,  VA'B',  e  altezze  [252]  uguali 
agli  apotemi  dei  coni,  sono  equivalenti  [747]  rispetti- 
vamente alle  superficie  laterali  dei  due  coni  ;  e  però 
il  trapezio  B'D'DB  è  equivalente  alla  superficie  la- 
terale del  tronco.  E  in  questo  trapezio  le  basi  BB, 
B'D'  sono  appunto  equivalenti  rispettivamente  ai 
contorni  delle  basi  del  tronco,  e  l'altezza  BB'  è  l'apo- 
tema,  del  tronco.  Resta  dunque  dimostrato  che  ecc. 

tal.  Cor.  Se  r  ed  r'  indicano  i  valori  dei  raggi 
delle  basi  di  un  tronco  di  cono,  ed  l  quello  dell'apo- 
tema,  l'area  della  superficie  laterale  è  espressa  [750, 
504]  da; 

2re)"-r-2ji;i",  ,       ,       ,,, 

• ^ .  l    —    n{r  +  r')l. 

■sas.  Teor.  Un  cono  è  equivalente  ad  una  pira- 
mide, che  ha  la  base  equivalente  a  quella  del  cono,  e 
l'altezza  eguale  a  quella  del  cono. 

Uin>.  Indichiamo  con  B  un  poligono  equivalente 
alla  base  di  un  cono  dato..  Dico  che  il  cono  è  equiva- 
lente ad  una  piramide  Q,  che  ha  per  base  il  poligono 
B  e  l'altezza  eguale  a  quella  del  cono. 

Consideriamo  le  classi  composte,  una  dalle  pira- 
midi circoscritte  al  cono  e  1'  altra  dalle  piramidi 
isoritte.  Codeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti  qualunque  piramide  circoscritta  è  mag- 
giore di  quahmque  piramide  iscritta. 

Si  possono  poi  trovare  due  piramidi  una  circo- 
scritta e  l'altra  iscritta,  la  cui  differenza  sia  minore  di 
qualunque  solido  dato,  perchè  la  differenza  tra  due  pi- 
ramidi così  fatte  è  rappresentata  da  una  piramide,  che 
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ha  altezza  uguale  a  quella  del  cono  e  base  uguale  alla 
differeuza  delle  basi  delle  piramidi.  ìù  noi  sappia- 
mo [529]  che,  dato  un  cerchio  qualunque,  si  possono 
trovare  due  poligoni,  uno  circoscritto  o  l'altro  iscritto, 
la  cui  differenza  sia  minore  d' un  poligono  dato  qua- 
lunque. 

Tra  le  due  classi  contigue  è  compresa  la  pira- 
mide Q  e  manifestamente  anche  il  cono,  II  cono  e  la 
piramide  sono  dunque  equivalenti  [TOO],  e.  d.  d. 

SSS.  Cor.  Se  )■  dinota  il  valore  del  raggio  d'un 
cono,  h  quello  dell'altezza,  e  ?!  il  volume,  abbiamo 
[752,727,550]: 
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CAPITOLO  SXIV 
5    n'    ie:    n.   -A. 


Pretiminarì. 


^ai.  La  superfìcie,  che  vien  descritta  da  iin  se- 
micerchio, in  una  rotazione  intorno  a)  diametro  che  ne 
unisce  le  estremità,  si  dice  sfera  (superficie  xferìca). 
Il  centro  e  il  raggio  del  semicerchio  si  dicono 
rispettivamente  centro  e  raggio  della  sfera. 

955.  Poiché  ì  punti  del  semicerchio,  che  genera 
una  sfera,  hanno  dal  eentro  distanze  uguali,  e  queste 
distanze  si  conservano  invariate  durante  la  rotazione, 
i  punti  della  sfera  hanno  eguali  distanze  dal  centro. 
Reciprocamente,  se  un  punto  M  ha  dal  centro  0 
della  sfera  una  distanza  eguale  al  raggio  del  semi- 
cerchio ABC  che  la  ha  generata,  il 
A  plinto  M  appartiene  alla  sfera.  In- 

//    \       ^,         fatti,,  se  si  conduce  vm  piano  per 

„/  /     i  \       Passe  di  rotazione  J  Ce  per  il  punto 

B  .:o         1  .  .     ^         ^ 

Wr'''  /       -i^i  6  poim  questo  piano,  con  een- 

\V  i       y       tro  0  e  raggio  OM  =  0A  =  OC, 
C  si  descrive  mezzo  cerchio  che  ter- 

mini in  -4  e  C,  si  ottiene  una  delle 
posizioni  del  semicerchio  generatore.  Quindi  il  punto 
M  giace  sulla  sfera.  Pertanto  : 

Una  sfera  è  il  luogo  dei  punti,  le  cui  distante  da 
tm  punto  dato  sono  eguali  a  un  dato  segmento. 

VSG.  Ogni  raggio  tirato  dal  centro  di  una  sfera 
incontra  la  sfera  in  un  punto,  e  in  un  pimto  soltanto. 
La  sfera  è  adunque  una  superficie  chiusa.  Un  punto, 
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che  abbia  dal  cenbro  della  sfera  distanza  minore  del 
raggio,  si  dice  interno  alla  sfera  ;  ed  è  esterno  ogni  pun- 
to, che  Ila  dal  centro  distanza  maggiore  del  raggio. 

Ogni  segmento,  che  abbia  le  estremità  sopra  una 
sfera,  si  dice  corda  della  afera  ;  ogni  corda,  che  passa 
per  il  centro,  si  dice  diametro  ;  e  perchè  ogni  diame- 
tro è  doppio  del  raggio,  tutti  i  diametri  di  una  sfera 
■sono  eguali. 

959.  Teop.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  è  maggiore  del  raggio,  il  piano  non  ha 
con  la  sfera  nessunpunto  in  comune^  ed  è  tutto  esterno. 

nini.  Infatti,  poiché  la  perpendicolare,  calata 
dal  centro  sul  piano,  è  maggiore  del  raggio,  il  piede 
della  perpendicolare  è  esterno  alla  sfera.  Ed  ogni 
altro  punto  del  piano  è  esterno  a  maggior  ragione, 
perchè  [580]  ogni  obliqua,  tirata  da  un  punto  ad  un 
piano,  è  maggiore  della  perpendicolare  calata  sul 
pianò  dal  punto  stesso. 

z&s.  x«or.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  cen- 
tro di  una  sfera  è  ugnale  al  raggio,  il  piano  ha  con 
la  sfera  un  solo  punto  in  comune;  ed  ogni  altro  punto 
del  piano  è  esterno  alla  sfera. 

Dii».  Infatti,  poiché  la  perpendicolare  calata 
dal  centro  sul  piano  è  uguale  al  raggio,  il  piede  della 
pei-pendicolare  giace  sulla  sfera.  Ogni  altro  punto  del 
piano  è  esterno,  perchè  il  segmento  che  lo  unisce  al 
centro,  essendo  [580]  maggiore  della  perpendicolare, 
è  maggiore  del  raggio. 

939.  Teor.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  è  minore  del  raggio,  il  piano  e  la  sfera 
si  segano  lungo  un  cerchio. 

Dim.  Infatti,  se  si  fa  centro  nel  piede  della  per- 
pendicolare calata  dal  centro  della  sfera  sul  piano,  e 
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si  descrive  sul  piano  un  cerchio  con  raggio  eguale  al 
cateto  di  un  triangolo  rettangolo,  che  abbia  la  detta 
perpendicolare  per  altro  cateto,  e  il  raggio  della  sfera 
per  ipotenusa,  tutti  punti  del  cerchio  hanno  [565, 149] 
dal  centro  della  afera  distanza  eguale  al  raggio  della 
sfera,  epperò  appartengono  al  piano  e  alla  sfera. 

Ogni  altro  punto  del  piano,  preso  nell'interno 
del  cerchio,  è  [585]  interno  alla  sfera,  giacché  il  seg- 
mento, che  lo  unisce  col  centro,  ha  sul  piano  una 
proiezione  minore  del  raggio  del  cerchio.  Ed  ogni 
punto,  preso  sul  piano  esternamente  al  cerchio,  è  [585] 
esterno  alla  sfera. 

'960.  Sappiamo  che,  se  duo  triangoli  rettangoli 
hanno  ipotenuse  uguali,  e  un  cateto  del  primo  è 
maggiore  di  un  cateto  del  secondo,  il  rimanente  ca- 
teto del  primo  [156]  è  minore  del  rimanente  cateto 
del  secondo.  Perciò  di  due  sezioni,  fatte  in  una  sfera 
da  due  piani,  che  abbiano  dal  centro  distanze  disu- 
guali, è  maggiore  quella  che  e  fatta  dal  piano  che  ha 
distanza  minore. 

■SGl.  Quando  im  piano  passa  per  il  centro  di  una 
sfera,  esso  la  sega  in  un  cerchio,  il  cui  raggio  è 
uguale  al  raggio  della  sfera.  Infatti,  poiché  l'interse- 
zione è  il  luogo  dei  punti  del  piano,  la  cui  distanza 
dal  centro  della  sfera  è  uguale  al  raggio  della  sfera, 
e  il  centro  di  questa  giace  sul  piano,  l'interseaione  è 
un  cerchio,  che  ha  il  centro  nel  centro  della  sfera  e 
raggio  eguaJe  al  raggio  di  essa. 

Il  cerchio,  in  cui  una  sfera  è  tagliata  da  un  piano 
condotto  per  il  centro,  sì  dice  cerchio  massimo  della 
sfera.  Le  altre  sezioni,  fatte  da  piani  che  non  passano 
per  il  centro,  si  dicono  circoli 
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Area  della  sfera. 

KfflS,  Teop.  L'area  della  superficie,  che  è  generata 
da  un  segmento  in  una  rotazione-  intorno  ad  una  retta 
con  cui  giace  in  uno  stesso  piano  sema  essere  tagliato, 
è  uguale  alla  lunghezza  del  cerchio  descritto  dal  punto 
di  mezzo  del  segmento,  moltiplicata  per  la  lunghezza 
del  segmento. 

l>Iin.  1".  Quando  il  segmento  AB  è  parallelo  al- 
l' asse  di  rotazione  X  Y,  la  superfìcie,  che  esso  genera 
rotando,  è   la 


laterale  di  nn  cilindro  ; 
epperò,  se  C,  D,  N  sono 
rispettivamente  le  proie- 
zioni snil'asse  delle  estre- 


D     ^ 


mìtà  e  del  punto  di  mezzo  del  segmento,  e  indichiamo 
con  S  l'area  della  superfìcie  generata  da  A.B,  abbia- 
mo [735] : 

S    --=    231  .  BD  .  AB. 
Ma  è  if  iJ  ^  MN,  quindi  è  : 

S   --    2ic  .  MN  .  AB. 
E  perchè  (Sa  •  MN)  è  la  lunghezza  del  cerchio  di 
raggio  MN,  del  cerchio  adunque  descritto  dal  punto 
M ,  per  il  caso  in  questione  il  teorema  è  dimostrato. 

2".  Quando  il  segmento  AB  hù.  un' estremità  sul- 
l'asse,  la  superfìcie,  che  caso  genera  rotando,  è  la  sti- 
perficie  laterale  di  un  co- 
no; epperò  [748]  egli  è:  ,j 
S   :=2    a  ■  BD  .  AB.                        Ji-'^ 
Ora,  dappoiché  nel  trian-          a^,-'^^^ 

golo  ABD  la  corda  MN      -^— -— 

è  tirata  per   il   punto  di 

mezzo  del  latori  iJ,  parallelamente  a  iì  O,  essa  h  la 
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metà  di  BD,  ossia  è  BD  =:  2MN.  Quindi  è  : 

S   =    2a  ■  MN  ■  AB,  e.  d,  d. 

3".  Quando  infine  il  segmento  A  B  non  ha  nessun 
punto  sull'asse,  né  è  paral- 
lelo all'  asse,  la  superficie, 
che  esso  genera  rotando,  è 
la  superfìcie  laterale  di  mi 

— _^-A y tronco  di  cono;  epperò[75I] 

egli  è  : 
S    =    7C{AC  4-  B1))AB. 
Ora,  essendo    AC  ^  BD    —    2MK, 
abbiamo:         S    ^=    2%  ■  MN  -AB,  e.  d.  d. 

'Ses.  Teor.  L'area  della  superficie,  die  è  descritta 
da  un  segmento  in  una  rotazione  intorno  ad  una  retta 
con  cui  sta  in  uno  stesso  piano  senza  essere  tagliato, 
è  uguale  alla  proiezione  del  segmento  sidV  asse  di  ro- 
tazione, moltiplicata  per  la  lunghezza  del  cerchio  il 
cui  raggio  è  quella  parte  dell'asse  del  segmento,  che  è 
compresa  tra  il  segmento  e  l'asse  di  rotazione. 

Diin.  Noi  sappiamo  [762}  intanto  che,  se  AB  di- 
nota la  lunghezza  del  segmento,  MA^  la  distanza  del 
suo  punto  medio  ili"  dall'  asse  XY,  ed  S  l'area  della 
superfìcie  generata  da  AB,  egli  è: 

S   =    2x  ■  MN  .  AB. 
1".  Quando  i!  segmento  AB  è  parallelo  all'  asse, 
il  segmento  AB  è  uguale 
4        jj        g  a  CD  sua  proiezione  sul- 

l'asse; ed  3/.V,  perchè  per- 
pendicolare ad  XY,  è  [254] 
perpendicolare  ad  AB.  Per 
(juesto  caso  è  adunque  : 
S  ==z2a  .  MN  ■  CD,  secondo  l'enunciato  della  pro- 
posizione. 
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2°.  Consideriamo  il  caso  in  cui  il  segmento  AB 
ha  un'  estremità  sull'  asse  ■ 
e  sia  0  il  punto  dove  l'asse 
del  segmento  incontra  l'as- 
se di  rotazione  XY.  È 
manifesto  che  i  triangoli 

AB  D,  M NO  hà-nno  gli  angoli  rispettivamente  uguali  ; 
quindi [450] : 

AB  :  MO  =  AD  :  MN, 
epperò:  AB  ■  MK  —  MO  ■  AD. 
Sostituendo  nell'e'spresaione  di  S,  otteniamo: 

S    —    2:t  ■  MO  ■  AD,  e.  d.  d. 

3^.  Passiamo  al  terzo  caso,  il  quale  ha  luogo 
quando  il  segmento  A  B 
non  è  parallelo  all'asse  di 
rotazione,  ne  ha  con  que- 
sto alcun  punto  in  comune; 
diciamo  0  il  punto  dove  la 
perpendicolare,  tirata  ad 
AB  nel  punto  medio,  incontra  la  retta  X  Y,  e  tiriamo 
A  E  parallela  ad  X  Y. 

Dai  triangoli  ABE,  MKO,  elie  sono  simili  per- 


0  I!  y 


che  hanno  gli 
biamo  : 


rispettivamente   uguali,   ab- 


AB  :  MO    =    AE  :  MN, 
ossia: 

AB  :  MO    "    CD  :   MN, 
epperò : 

AB  .  MN  =    MO  ■  CD. 
Sostituendo  nell'espressione  di  *S,  otteniamo: 

S    =^    2jc  ■  MO  ■  CD. 
E  cosi  resta  provato,  per  ogni  caso,  che  ecc. 

«e-fl.  Teor,  L'area  della  superficie,  che  vien  ge- 
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nerata  da  una  spezzata  regolare  in  una  rotazione  in- 
torno ad  una  retta  che  passa  per  il  suo  centro,  giace 
ìtel  suo  piano  e  non  la  taglia,  è  uguale  alla  lunghezza 
del  cerchio,  che  ha  per  raggio  l'apotema  della  spez- 
zata, moltiplicata  per  la  proiezione  della  spezzata 
sull'asse  di  rotazione. 

Dlin.  Sia  ABCD  una  spezzata  regolare  ed  0  il 
suo  centro.  Sia  OH  l'apotema  della  spezzata,  ed  a,  b, 
e,  d  le  proiezioni  dei  vertici  A,  B,  C,  D  sopra  una 
retta  M  N,  che  giace  nel  piano  della  spezzata,  passa, 
per  il  centro  0  della  spezzata,  ma  non  la  taglia.  Allora 
ab,bc,cd  sono  le  proiezioni  dei  lati  della  spezzata  sulla, 
retta  MN,  e  ad  è  la  proiezione  dell'intera  spezzata. 
Poiché  gli  assi 
dei  lati  della  spez- 
za tapassano  [188] 
per  0,  e  le  loro 
parti  comprese  tra 
i  lati  e  il  punto  0 
sono  [222]  tutte 
uguali  ad  0  H,  le  aree  delle  superficie,  che  vengono 
generate  rispettivamente  dei  segmenti  AB^  BC,  CD, 
in  una  rotazione  intorno  ad  MK,  sono  espresse  rispet- 
tivamente da  : 

2%  •  OH  ■  ah,  2n  ■  OH  .  bc,  2%  ■  OH  ■  ed; 
e  però  l'area  della  superficie  generata  dalla  spezzata 
è  espressa  appunto  da  : 

2%  ■  OH  (ab  -f  bc  +  ed)  ^  2%  ■  OH  ■  ad. 
Wss.  È  manifesto  che  la  proposizione  sussiste 
anche  nel  caso  che  l'asse  di  rotazione  passi  per  una. 
estremità  della  spezzata,  o  per  tutte  e  due.  E  sussiste 
anche  se  la  spezzata  sia  soltanto  circoscritta  ad  un. 
cerchio,  senza  essere  regolare. 
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S63.  La  parte  di  una  sfei^a,  che  è  compresa  tra  due 
piani  perpendicolari  a  uno  stesso  diametro  e  che  in- 
contrano la  sfera,  si  dice  zona.  La  distanza  tra  i  due 
piani  si  dice  altezza  della  zona. 

Se  tutti  e  due  i  piani  segano  la  sfera,  la  zona  è 
limitata  da  due  cerctii  [759J,  che  si  dicono  le  iasi 
della  zona.  Quando  uno  dei  piani  è  perpendicolare  al 
diametro  per  l' appunto  in  una  estremità,  esso  ha  in 
comune  con  la  sfera  [758]  un  punto  solo.  In  tal  caso 
la  zona  si  dice  a  una  base;  ma  si  dice  anche  calotta. 

Così  si  può  dire,  ad  es.,  che  le  parti,  in  cui  una 
sfera  è  divisa  da  un  piano  che  la  seghi,  si  dicono  ca- 
lotte  ;  il  cerchio,  in  cui  la  sfera  resta  segata  dal  piano, 
si  dice  iase  per  ciascuna  calotta;  e  le  altezze  delle 
calotte  sono  rappresentate  rispettivamente  dalle  parti 
del  diametro  perpendicolare  al  piano  segante,  in  cui 
questo  diametro  è  diviso  dal  piano. 

Se  consideriamo,  ad  es.,  la  figura  del  paragrafo 
seguente,  e  imaginiamo  che  essa  compia  una  rotazione 
intorno  ad  MN,  l'arco  AD  genera  una  zona,  le  cui 
basi  sono  i  cerchi  descritti  dai  punti  A  e  D.  La  di- 
stanza dei  piani  di  questi'  cerchi  è  rappresentata  dal 
segmento  a  d;  codesto  segmento  è  l'altezza  della  zona. 

L'arco  D  N  genera  una  zona  ad  una  base,  ossia 
una  calotta;  il  segmento  dN  è  l'altezza  della  calotta. 

"SSe.  Xeor.  La  superfìcie  generata  da  una  spez- 
zata regolare,  circoscritta  a  mezzo  cerchio  od  a  parte 
di  esso,  in  una  rotazione  intorno  al  diametro  del  se- 
micerchio) è  maggiore  della  superficie  generata  nella 
rotazione  stessa  da  qualunque  spezzata  regolare  iscrit- 
ta nel  medesimo  arco,  e  sipossono  trovare  due  di  così 
fatte  superfìcie,  la  cui  differenza  sia  minore  d'un  po- 
ligono dato  qualunque. 
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DiHi.  Sia  un  semicerchio  MA"  di  centro  0.  Nel- 
l'arco-4  D,  che  è  una  parte  qualunque  del  semicer- 
chio, sia  iscritta  una  spezzata  regolare  A  5  CZ>,  Ti- 
rando per  ciascuno  degli  archi  AB,  BC,C D  la  tan- 
gente nel  punto  di 
mezzo,  e  conside- 
rando la  parte  del- 
latangente  che ter- 
mina sui  prolun- 
gamenti dei  raggi 
tirati  alle  estremi- 
tà dell'arco,  si  ot- 
tiene la  spezzata 
regolare  A'B'C'D'  circoscritta  all'arco  AB.  Dico 
che  la  superficie  generata  in  una  rotazione  intorno 
alla  retta  MN  dalla  spezzata  circoscritta  è  maggiore 
della  superficie  generata  daUa  spezzata  iscritta. 

Uniamo  il  centro  0  con  K,  punto  di  contatto 
della  tangente  CD',  e  sia  J/il  punto  in  cui  OK  in- 
contra CD.  I  segmenti.  OH,  OK  sono  gli  apotemi 
delle  spezzate. 

Dalle  estremità  delle  spezzate  caliamo  le  perpen- 
dicolari sulla  retta  MN.  I  segmenti  a'd\  ad  sono  le 
proiezioni  delle  spezzate  sull'asse  di  rotazione.  Di- 
mostreremo anzitutto  che  a'd'  è  maggiore  di  ad. 

Quando  l'arco  AD  è  l'intero  semicerchio,  il  seg- 
mento a'd'  supera  ad  di  due  volte  DD'. 

Quando  l'angolo  MOA  è  acuto  (o  nullo)  ed 
M(0)D  è  ottuso,  il  segmento  a'd'  supera  ad  di 
aa'  -]-  dd'  (oppure  di  i>Z>'  +  dd'). 

Se  M(0)  A  è  acuto  ed  M{0)  D  è  retto,  il  seg- 
mento a'd'  supera  a  d  dii  quanto  è  aa'. 

Infine,  se  ambidue  gli  angoli  MOA,  MOD  sono 
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acuti  6  il  primo  è  minore  del  secondo,  egli  è  aa''>  dd', 
ed  i]  segmento  a  'd  '  supera  a  d  ài  quanto  è  la  diffe- 
renza {a  a'  —  dd'). 

Ora  noi  sappiamo  [764]  che  la  superfìcie  gene- 
rata dalla  spezzata  circoscritta  è  equivalente  al  ret- 
tangolo che  ha  base  equivalente  al  cerchio  di  raggio 
0 K  ed  altezza  uguale  ad  a'd'.  E  la  superficie  ge- 
nerata dalla  spezzata  iscritta  è  equivalente  al  ret- 
tangolo cho  ha  base  equivalente  al  cerchio  di  raggio 
Oif  ed  altezza  eguale  ad  ad.  Poiché  le  dimensioni 
del  primo  rettangolo  sono  rispettivamente  maggiori 
di  quelle  del  secondo,  la  superficie  generata  dalla 
spezzata  circoscritta  è  maggiore  di  quella  generata 
dalla  spezzata  iscritta.  E  ciò  ha  luogo  manifesta- 
mente qualunque  sia  il  numero  dei  lati  d'una  spez- 
zata e  qualunque  sia  il  numero  dei  lati  dell'altra. 

Per  dimostrare  la  seconda  parte  del  teorema, 
dobbiamo  partire  da  due  spezzate  regolari  d' egual 
numero  di  lati,  quali  le  abbiamo  nella  nostra  figura. 

Costruiamo  perciò  i  rettangoli  a  cai  sono  equi- 
valenti le  superficie  generate  dalle  due  spezzate.  Se 
EF  è  equivalente 
al  cerchio  di  raggio 
OK,eà.QEL=a'd', 
il  rettangolo  EQ  è 
equivalente  alla  su- 
perficie generata 
dalla  spezzata  cir- 
coscritta. Cosi,  se  E  E  è  equivalente  al  cerchio 
di  raggio  OH  ed  è  ES  ^  ad,  il  rettangolo  ET 
è  equivalente  alla  superfìcie  generata  dalla  spezzata 
iscritta.  Prolunghiamo  ST  in  V,  e  consideriamo  i 
rettangoli  SQ  ed  lìV,  che  insieme  formano  la  dif- 
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ferenza  tra  le  superficie  generate  dalle  due  f 
Vedremo  ohe,  se  il  numero  dei  Iati  delle  spezzate  è 
grande  abbastanza,  ciascun  rettangolo  è  minore  d'un, 
poligono  dato  qualunque. 

Infatti,  la  base  S  V  del  primo  è  costante,  cioè 
indipendente  dal  numero  dei  lati  delle  spezzate,  per- 
chè per  qualunque  spezzata  circoscritta  l'apotema  è 
sempre  OK.  E  l'altezza  SL,  poiché  è  la  differenza 
tra  a'd'  ed  ad,  è  in  ogni  caso  minore  di  2I>D'. 
Ora i>Z>',  perchè  e  la  differenza  tra  OD'  ed  OiC,  è  [144] 
minore  di  KD';  quindi  è  2DD'  <  CD'.  Ma  noi 
sappiamo  che,  raddoppiando  abbastanza  il  numero  dei 
lati  d'una  spezzata  regolare  circoscritta  ad  un  arco, 
si  può  ottenere  che  il  lato  divenga  minore  di  qualun- 
que segmento  dato.  Quindi,  a  maggior  ragione,  rad- 
doppiando abbastanza  il  numero  dei  lati  di  due  spez- 
zate regolari,  una  circoscritta  e  l'altra  iscritta,  si  può 
ottenere  che  SL,  differenza  delle  loro  proiezioni 
su  MN,  divenga  tanto  piccola  quanto  si  vuole.  Al- 
trettanto per  conseguenza  ai  può  dire  del  rettan- 
golo ^SQ. 

Passiamo  a  considerare  il  rettangolo  E  V.  In 
questo  l'altezza  TE  è  indipendente  dal  numero  dei 
lati  delle  spezzate.  Invece  la  base  EF,  perchè  è  la 
differenza  di  due  cerchi  di  raggi  0.K"  ed  OH,  è  tanto 
più  piccola,  quanto  è  maggiore  il  numero  dei  lati 
delle  due  spezzate,  E  poiché,  raddoppiando  abba^ 
stanza  il  numero  dei  lati  delle  spezzate,  si  può  ottenere 
[524]  che  HK,  differenza  dei  raggi,  divenga  mino- 
re di  qualunque  segmento  dato,  altrettanto  si  può 
dire  di  EF,  differenza  tra  i  cerchi  {*).  In  conchiu- 

(*t  Poiché  i  cerchi  sono  proporzionali  ai  raggi,  ponendo 
questi  raggi  sopra  un  lato  d'un  angolo,  tutti  e  due  partendo 
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sione,  quando  il  numero  dei  lati  delle  spezzate  sia. 
grande  abbastanza,  il  rettangolo  RV  è  minore  d' un. 
poligono  dato  qualunque. 

Avendo  provato  clie,  quando  il  numero  dei  lati 
delle  spezzate  è  grande  abbastanza,  ciascuno  dei 
rettangoli  SQ,  EV  è  minore  d'un  poligono  dato  qua- 
lunque, altrettanto  si  può  dire  della  loro  somma,  e 
quindi  anche  della  differenza  tra  le  superficie  gene- 
rate dalle  due  apezzate. 

Sfiij.  c^or.  Se  mezzo  cercMo  ruota  intorno  alla 
retta  che  spassa  per  le  sue  estremità,  le  superfìcie  ge- 
nerate dalle  spezzate  regolari  circoscritte  al  semicer- 
chio, o  ad  una  sua  parte,  e  le  superficie  generate  dalle 
spezzate  regolari  iscritte  formano  due  classi  contigue. 

968.  Da  quanto  abbiamo  veduto  nei  due  para- 
grafi precedenti  conchiudiamo  che  esiste  un  poligono 
ed  uno  soltanto,  che  è  minore  delle  superficie  gene- 
rate dalle  spezzate  regolari  circoscritte  all'arco  A  D, 
e  maggiore  delle  superfìcie  generate  dalle  spezzate 
regolari  iscritte.  E  queste  superfìcie  differiscono  da 
codesto  poligono  tanto  meno  quanto  maggiore  è  il 
numero  dei  lati  delle  spezzate  da  cui  sono  generate. 
D' altra  parte,  al  crescere  del  numero  dei  lati  delle 
spezzate,  queste  tendono  a  confondersi  con  l'arco  A  D, 
e  quindi  le  superficie  generate  dalle  spezzate  tendono 
a  confondersi  con  la  zona  generata  dall'arco.  Codeste 
riflessioni  ci  inducono  a  dare  ia  seguente: 

fttO.  Def.  Una  zona  è  equivalente  al  poligono, 
che  è  minore  delle  superficie  generate  dalle  spezzate 

dal  vertice,  e  ponendo  sull'altro  lato  i  segmenti  equivalenti  ai 
cerchi,  ei  riconosce  poi  agevolmente  che  la  differenza  tra  i 
cerchi  si  può  rendere  tanto  piccola  quanto  si  vuole,  quando 

tale  si  può  far  diventare  la  differeuaa  dei  raggi. 
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regolari  circoscritte  all'arco  che  genera  la  sona,  e  che 
è  maggiore  delle  superfìcie  generate  dalle  spezzate 
regolari  iscritte  nell'arco  stesso. 

tlit.  Teof.  Una  zona  è  equivalente  ad  un  rettan- 
golo,  che  ha  la  base  equivalente  a  un  cerchio  massimo 
della  sfera  a  cui  appartiene  la  sona,  e  l'altezza  uguale 
all'altezza  della  zona. 

nini.  Infatti,  riferendoci  a  quanto  abbiamo  visto 
precedentemente,  se  consideriamo  la  zona  generata 
dall'arco  AD,  il  rettangolo  EV,  la  cnì  base  EF  è 
equivalente  al  cerchio  di  raggio  OK,  e  la  cui  altezza 
SE  è  uguale  ad  ad,  altezza  della  zona,  è  minore  del 
rettangolo  E  Q ,  che  è  equivalente  ad  una  superficie 
generata  da  una  spezzata  regolare  qualunque  circo- 
scritta all'arco  AD,  ed  è  maggiore  del  rettangolo  E  T, 
che  è  equivalente  alla  superfìcie  generata  da  una 
spezzata  regolare  qualunque  iscritta  nell'arco  stesso. 
Quindi  [767,  769]  la  zona  è  equivalente  al  rettangolo. 

951.  Se  )■  e  il  raggio  di  una  sfera  ed  h  l' altezza 
di  una  zona  (sia  essa  ad  una,  o  a  due  basi),  l'area 
della  zona  è  espressa  da  2  je  ?■  ■  h. 

998.  Se  dinotiamo  con  h'  ed  h"  i  valori  delle 
parti  in  cui  un  diametro  di  una  sfera  è  diviso  da  un 
piano  perpendicolare  al  diametro  stesso,  2-xrh'  e 
23irh"  sono  le  aree  delle  calotte  in  cui  la  sfera  è 
tagliata  dal  piano.  Quindi  : 

2nrh'  +  2:trh"    —    2nr  {h'  +  h") 

è  l'area  della  sfera.  E  perchè  è  h'  ■-)-  h"  ::=:  2  r,  l'area 
della  sfera  di  raggio  )■  è  espressa  infìne  da  4 mi* ^. 

993.  Oss.  Poiché  rer^  è  [550]  l'area  di  un  cer- 
chio di  raggio  i',  e  43Er^  è  l'area  di  una  sfera  di  rag- 
gio r ,  si  può  dire  : 
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La  superficie  di  una  sfera  è  equivalente  alla  som- 
ma delle  superficie  di  quattro  cerchi  massimi. 

9*4.  Teor.  Le  superfìcie  di  due  sfere  stanno  tra 
loro  come  i  quadrati  dei  raggi. 

Dtni.  Infatti,  se  r  ed  r'  dinotano  i  valori  ilei 
raggi  di  due  sfere,  ed  s  ed  s'  le  aree  delle  stesse,  es- 
sendo : 

s    =    47tr-     ed     s'  :=    -iitr'", 
si  ha  s  :  s'   =   )■-  ;    )■'■. 

tta.  I  piani  di  due  cerchi  massimi  di  una  stessa 
sfera,  poiché  passano  per  il  centro,  si  segano  hmgo 
un  diametro.  !E  i  cerchi  massimi  si  tagliano  scambie- 
volmente per  metà  nelle  estremità  del  detto  diame- 
tro. La  sfera  poi  resta  divisa  in  quattro  parti,  che  si 
chiamano  fusi.  I  due  mezzi  cerchi,  che  limitano  un 
fuso,  si  dicono  i  lati  del  fuso  ;  e  vertici  del  fuso  si  di- 
cono i  termini  dei  lati.  La  sezione  normale  del  die- 
dro, compreso  dai  piani  in  cxii  stanno  rispettivamente 
i  lati  di  un  fuso,  si  dice  angolo  del  fuso.  (Se  si  prende 
per  vertice  della  sezione  normale  uno  dei  vertici  del 
fuso,  si  riconosce  che  l' angolo  del  fuso  è  uguale  al- 
l' angolo  compreso  dalle  tangenti  tirate  ai  lati  del 
fuso  per  uno  de'  suoi  vertici). 

79».  Teor.  Bue  fusi,  appartenenti  a  una  stessa 
sfera,  oppure  a  sfere  uguali,  se  Ttanno  angoli  eguali, 
sono  eguali. 

Olwn.  Infatti,  se  ì  fusi  vengono  trasportati,  uno 
sull'altro,  in  modo  che  un  Iato  dell'imo  coincida  con 
xiìi  lato  dell'altro,  e  che  cadano  da  una  stessa  banda, 
del  lato  comune,  allora,  attesa  l'eguaglianza  degli  an- 
goli, anche  l' altro  lato  del  primo  fuso  cade  sull'  altro 
lato  del  secondo,  e  così  i  due  fusi  coincidono. 
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tt'S.  Teor.  Due  fusi,  a^ypartenenti  alla  stessa  sfe- 
,  oppure  a  sfere  uguali,  stanno  tra  loro  come  i  loro 


Dilli.  Siano  ACBDA, 
AE  B  F  Advie  fusi,  e  D  (0)0, 
F{0)E  i  loro  angoli.  Dico 
che  vin  fuso  sta  all'altro, 
come  r  angolo  del  primo  sta 
all'  angolo  del  secondo. 

Diviso  i-XO) -E  iuMparti 
egimli,  con  una  di  qneste  si 
misuri  l'altro  angolo;  sia  m 
■il  quoziente  e  ci  sia  resto. 
Ed  ora  per  il  diametro  AB  q  per  i  singoli  raggi,  che 
dividono  i  due  angoli,  si  conducano  de'  piani.  Così 
il  fuso  AEBFA  resta  tagliato  in  n  parti  eguali 
[776],  ed  in  (wi  -\-  1)  parti  resta  tagliato  il  fuso 
ACBDA;  di  queste  parti  m  sono  uguali  tra  loro  e  alle 
parti  del  fuso  AEBFA,  ed  una  (quella  corrispon- 
dente ai  resto  della  divisione)  è  minore  delle  altre. 
E  manifesto  pertanto  che,  misurando  il  fuso  ACBDA 
con  una  n.esima  parte  dell'  altro  fuso,  si  trova  m  per 
qiwziente,  appunto  come  misurando  i)(0)Ccon  una 
n.esima  parte  di  F{0)E. 

Se  una  divisione  non  dà  resto,  non  ne  dà  nean- 
che l'altra.  Epperò  rimane  dimostrato  che  ecc. 

9*8.  A«8.  Poiché  una  sfera  si  può  considerare 
come  un  fuso,  il  cui  angolo  è  di  quattro  retti,  per  ot- 
tenere l' area  f  di  uu  fuso,  appartenente  ad  una  sfera 
di  raggio  r,  qiiando  sia  dato  il  valore  a  dell'  angolo 
del  fuso  (  cioè  il  rapporto  dell'  angolo  del  fuso  ad  un 
angolo  retto),  si  porrà  ìa  proporzione /":  4rar-  =  k  :  4, 
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Volume  della  sfera. 

1?9.  Tcor.  H  volume  del  solido  generato  da  un 
triangolo  in  una  rotazione  intorno  ad  una  retta,  la 
Quale  passa  per  un  vertice  del  triangolo  ed  è  situata 
nel  piano  stesso  del  triangolo  ma  non  lo  taglia,  è  uguale 
all'  area  della  superficie  generata  dal  lato  opposto  al 
vertice  considerato,  moltiplicata  per  un  terso  dell' al- 
tesza  corrispondente  a  gtiesto  lato. 

Siili.  Sia  XYV  asse  di  rotazione,  il  quale  passa 
per  il  vertice  G  del  triangolo  ABC ,  giace  nel  piano 
dei  triangolo,  ma  non  taglia  i!  triangolo.  Dico  che  il 
volume  del  solido,  generato  in  una  rotazione  dal  trian- 
golo ABC,  è  uguale  all'  area  della  superficie  generata 
dallato  JS,  moltiplicata  per  un  terzo  dell'altezza. 
CH,  calata  à&C s\x  AB.  Distingueremo  tre  casi. 

1°,  Il  lato  AB  abbia  un'estremità  A  sull'asse  (il 
qiiale  in  tal  caso  contiene  il  lato  AC).  Sì  tiri  B D  per- 
pendicolarmente all'asse.  Secondo  che  il  punto  D  cade 


X    D    e  A    TJ  "s      CD  A   y 

sul  lato  ^  C  o  sul  prolungamento,  il  solido  generato 
dal  triangolo  J,  .B  C  è  la  somma  o  la  differenza  dei  due 
coni  generati  dai  triangoK  ABD^  CBD.  Questi  due 
coni  hanno  in  comune  la  base,  che  è  la  superficie  del 
cerchio  descritto  dal  punto  B  ;  le  altezze  dei  due  coni 
sono  rispettivamente  i  segmenti  AD,  CD.  Quindi, 
indicando  con  la  notazione  «  voi.  ABC  »  il  volume 
del  solido  generato  dal  triangolo  ABC,  abbiamo: 
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yoì.ABC—  voi.  ABD  ±  voi.  CBD 

»  ~^3t(JSXty'AD±:  ^^(BDfCD 

»  r-4-  ;r  .  J5i)  ■  5i?  .  ^C. 

Mai  due  prodotti  (B  D  .  AC)  e  (^B  ■  CH)  sono 
eguali,  perchè  rappresentano  entrambi  il  doppio  del- 
l' area  del  triangolo  ABC;  quindi  è  : 

voi.  ABC  =  ^  %  ■  BD  .  AB  .  CU. 
Ma(;r*  BD  ■  AB)  è  [748]  l'area  della  superfìcie  gene- 
rata da  A  B]  quindi  infine,  rappresentando  con  «  area 
,4  E  »  l'area  della  superficie  generata  da  A  B,  abbiamo  : 

CH 
voi.  ABC   --    area  AB  -— ,        e.  ri.  d. 

T.  Consideriamo  per  secondo  il  caso,  in  cui  il 
segmento  A  B  non  ha  nessun  punto  sull'asse,  ma  pro- 
lungato lo  incontra  in  2>. 
Il  volume  del  solido  gene- 
rato da  ABC  è  Is.  diffe- 
renza dei  volumi  dei  so- 
lidi generati  dai  triangoli 
CBD,   CA  D,  e  che  sap- 


D    y 


piamo  valutare.  Onde  : 

voi. -i-BC  ^  voi.  BDC  -  voi.  ADC 

CH                     ,  r.       <^  ^f 
»  =   area  B  D  ■  —-^ area  A  D ^.-7-- 

»  -~   {3.VC&BD  —  area  AD)  -^— 


:=:   area  A  B 


CH 


'ò°.  Consideriamo  per  ultimo  il  caso,  in  cui  il  Iato 
,1 B  è  parallelo  all'asse.  Dai  punti  A  e  B  si  tirino  A  K , 
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BD  perpendicolarmente  alL'asse.  Secondo  che  il  pun- 


to C  cade  sul  segmento  DE  o  ?,v.  un  prolungamento 

di  DE,  abbiamo: 

Yo\.  ABC~yo\.  ABDE  z:f.m\.  CBD  —  vol.CAE 

.    =  ^{CIIfDE-n{CUf^-n{CBf^ 
=  %{CHy--^  (SDE^CD^CE) 

_    -        /i  ET    ^^         o  n  r. 


area  AB  ■ 


CH 
3     ■ 


e.  d.  d. 


98©.  Si  dice  settore  sferico  il  solido  generato  da 
nn  settore  circolare  in  una  rotazione  intorno  a  un 
diametro  del  cerchio  a  cui  appartiene  i!  settore,  e  cbe 
non  taglia  il  settore. 

Il  settore  sferico,  generato  dal  settore  circolare. 
M  0  A  in  una  rotazione  intorno  al  diametro  MN,  è 
terminato  daUa  calotta  generata  dall'  arco  MAe  dalla 
superficie  conica  descritta  dal  raggio  OA.  Ti  settore 
sferico,  generato  dal  settore  circolare  ^  0  B  in  una 
rotazione  intorno  al  diametro  MN,  è  terminato  dalla 
zona  generata  dall'  arco  AB  e  dalle  superficie  coni- 
che descritte  dai  raggi  OA,  OB. 

La  zona  o  la  calotta,  che  limita  un  settore  sferi- 
co, si  dice  la  base  del  settore. 
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Il  volume  del  solido,  generato  dalla  superficie  del 
semicerchio  MA  N,  in  una  rotatone  intorno  al  dia- 
metro MN,  si  dice  volume  della  sfera. 

981.  Teoi*.  Il  volume  di  un  settore  sferico  è 
uguale  al  prodotto  dell'area  della  zona,  base  di  esso, 
per  il  terzo  del  raggio. 

Dlin.  Oonsiderìamo  il  settore  sferico  generato 
in  una  rotazione  intorno  ad  MN  dal  settore  circolare 
AOD.  Iscriviamo  e  circoscriviamo  all'arco  ^ />  due 
spezzate  regolari  di  n  lati  ;  siano  le  spezzate  A  B  CD , 
A'B'C'D'.  È  manifesto  che  il  volume  del  settore  sfe- 
,  rico  è  compreso 

tra  i  volumi  V  e 
V  generati  in 
una  rotazione 
intorno  ad  MN 
dai  poligoni 
OABCD  ed 
OA'B'C'D'.  E 
poiché  questi  voltimi  sono  rispettivamente  le  somme 
di  quelli  dei  solidi  generati  rispettivamente  dai  tri- 
angoli OAB,  OBC,...,  OA'B',  0 B'C',...,  abbia- 
mo [7791: 


-  (area  AB -[-  area  BC  -\-  area  CD)  - 
Nello  stesso  modo  si  trova  i 
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Quindi  è  : 

—  V=^  are 

a  A'B'C'D'  ■  ~-  —  s.ve&ABCn 

.        =.  ar. 

ìA'B'V'D'  ■-^'.  -  area  JBC/? 
3 

4-  a- 

VÈ^ABCD-  -^ area  ABCD 

.         =  {.re 

.0.  A'B'C'D'  -  ^ns.  ABCD)-^^"--  ■ 

+  a 

rea  ABCD  (OK-OH)^-  ■ 

Ora  noi  sappiamo  [76G,  524]  che  tanto  la  differenza 
àree.  A'B'C'D'  —  area  ABCD, 
quanto  la  differenza  {0 K —  OH),  raddoppiando 
abbastanza  il  immero  dei  Iati  delle  spezzate,  si  pos- 
sono rendere  tanto  piccole  quanto  si  voglia,  Conchiu- 
diamo che  si  possono  trovare  due  solidi  V  e  V,  la 
cui  differenza  sia  tanto  piccola  quanto  si  vuole. 

Ed  ora  formiamo  due  classi,  una  coi  solidi  V  e 
l'altra  coi  solidi  V.  E  manifesto  che  qualunque  dei 
primi  supera  qualunque  dei  secondi;  si  è  poi  dimo- 
strato che  se  ne  possono  trovar  due,  «no  d'una  classe 
e  l'altro  dell'altra,  la  cui  differenza  sia  tanto  piccola 
quanto  si  vuole.  Epperò  le  due  classi  sono  contigue. 

Ora,  essendo  che  tra  le  superficie  generate  da 
due  spezzate  regolari,  una  circoscritta  e  l'altra  iscritta, 
è  sempre  compresa  la  zona  generata  dall'arco  AD, 
una  piramide,  che  abbia  base  equivalente  alla  zona  e 
altezza  eguale  al  terzo  del  raggio,  è  compresa  tra  le 
elassi  considerate.  Tra  queste  è  poi  sempre  compreso 
il  settore  sferico  generato  dal  settore  O^SC/).  Quindi 
la  piramide  ed  il  settore  sono  equivalenti  ;  e  per  con- 
seguenza il  volume  del  settore  sferico  è  uguale  ecc. 

98*.  Cor.  Sia  ABC  il  semicerchio  che  genera 
una  sfera.  Condotto  un  raggio  OB  ad  arbitrio,  ab- 
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biamo  che  il  voìnme  della  sfera  è  uguale  alla  Komma 
dei  volumi  dei  solidi  generati  dai  due  settori  A  OH, 
BOC.  'E  poiché  questi  volu- 
mi yi  ottengono  moltiplicando 
per  il  terzo  del  raggio  le  aree 
delle  due  calotte  generate  da- 
gli archi  AB,  BC,  il  volume 
della  afera  è  uguale  al  terzo  del  raggio  moltiplicato 
per  la  somma  delle  aree  delle  due  calotte,  ossia  per 
l'area  della  sfera.  Pertanto,  detto  r  il  raggio  della 
sfera  e  v  il  volume  di  essa,  abbiamo  : 

1)     =::     4jrr-    ■    -^       osala       V    :rz     -:;-  %  1'^. 

983.  CoF.  I  volumi  di  due  sfere  stanno  tra  loro 
come  i  cubi  dei  raggi. 

Infatti,  se  »  e  M  '  dinotano  i  volunii  di  due  sfere 
di  raggi  *■  ed  r  ',  essendo  : 


è  appunto  :  v  :  v'     :^    r^  :  r'^. 

'!§*.  Il  solido,  compreso  da  un  fuso  sferico  e 
dalle  superficie  dei  due  semicerchi  che  sono  lati  del 
fuso,  si  dice  unghia  sferica  o  spicchio  sferico.  Inten- 
deremo per  angolo  di  un'  unghia  l'angolo  del  fuso 
corrispondente. 

Nel  modo  stesso,  nel  quale  si  è  dimostrato  che  in 
una  atessa  sfera,  od  in  isfere  uguali,  due  fusi  stanno 
come  gli  angoli  corrispondenti,  si  dimostrerebbe  che 
anche  le  unghie  stanno  come  i  loro  angoli.  E  perchè 
il  volume  di  una  sfera  è  manifestamente  quello  di 
un'  unghia,  il  cui  angolo  sia  diventato  di  quattro  retti, 
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